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第1章 序論

1.1 本論文の背景

組合せ最適化問題とは，離散変数によって定義された評価関数と制約条件が与えられた
とき，制約条件を満たす範囲内で評価関数を最小化或いは最大化する問題である．一般的
に，最大化問題の評価関数に−1を掛ければ最小化問題として書き換えることができるた
め，本論文では最小化に限定して話を進める．評価関数の値に対して目標値が与えられて
いる場合は，評価関数の値が目標値以下となる組合せの存在に対して yesまたは noで答
える問題に単純化され，決定問題と呼ばれる．組合せ最適化問題や決定問題が与えられた
とき，それらを解くのにどれ程の計算ステップを要するかは非常に重要な問題である．計
算量理論では，一般の計算問題に対して，問題の入力サイズN（例えば，組合せ最適化問
題では評価関数を定義する離散変数の数）の増加と共に計算ステップ数がどのように変化
するかが研究されており，計算ステップ数 T が入力サイズN に対して多項式的な増加に
抑えられる場合 T ∼ O(Nk)と指数関数的に増加する場合 T ∼ O(kN )に大別される．こ
こで，kはN に依存しない定数を表す．計算ステップを議論するためには，問題を処理す
る機械を定める必要がある．まず，決定問題の分類について簡単に説明すると，通常のコ
ンピュータのように解を逐次的に探索する決定性計算機によって多項式時間で解ける問題
はクラスP(Polynomial）と呼ばれる．一方で，クラスNP(Nondeterministic Polynomial)

とは，各計算ステップでQ個の分岐を許し，nステップにおいて分岐したQn個の解を同
時に処理可能な仮想的な計算機（非決定性計算機）を用いて多項式時間で解ける問題の集
合である．非決定性計算機を用いた場合，N 個の 2値変数によって定義された決定問題
は，各ステップで 1つの変数の値を固定する分岐を生成すれば，N ステップの処理で全て
の解をチェックできる．離散変数で定義される決定問題の多くは全ての解の列挙によって
解くことができるため，クラスNPに属する．また，2つの問題AとBの難しさを比較す
る重要な概念として多項式時間還元がある．つまり，Aの任意の問題例 aをBの問題例 b

に多項式時間で変換でき，且つ aと bの yesまたは noの答えが一致する場合，AはBに
多項式時間還元可能という．この場合は，Bを効率的に解くアルゴリズムが存在すればA

も多項式時間で解けることになるため，BはAと同等以上に難しい問題であるとされる．
NPの中で最も難しい決定問題はNP完全と呼ばれ，NPに属する任意の問題を問題Aに
多項式時間還元可能なとき，問題AはNP完全であると定義される．最初にNP完全に属
することが証明された問題は充足可能性問題（論理式が与えられたとき，その論理式を満
たすブール変数の組合せが存在するかを答える問題）であり，充足可能性問題を起点に多
項式時間還元を適用することで様々なNP完全問題が発見された．定義から明らかなよう
に，NP完全問題の中の 1つでも決定性計算機を用いて多項式時間で解く方法が発見され
れば，P=NPとなる．NPは決定性計算機より強力な機械を用いて多項式時間で解ける問

5



NP

������

�����

	
��
���

������

�������

������

�������

�������

� !�"#$%��

NP&'

(1. )*+��,'-./��01-231456+�789:
(2. NP&'8�;<=>,��<��01-2:0NP?@0AB

図 1.1: 決定問題の分類

題の集合であるためP⊆NPは自明だとして，P=NPなのか P̸=NPなのかは未解決問題で
ある．ただし，現状ではP ̸=NPを信じている人が多いようで，決定性計算機を用いてNP

完全問題を多項式時間で解くことはできないと予想されている．P̸=NPを仮定した場合の
関係を図 1.1に示す．ここまでは決定問題の分類を示したが，評価関数の最小化或いは最
大化を扱う最適化問題が対象となる分類として NP困難がある．NP困難は，NPに属す
るとは限らないが，全てのNP問題を多項式時間還元可能な問題の集合と定義される．こ
の定義から，NP困難問題はNP完全問題と同等以上に難しい．例えば，巡回セールスマ
ン問題において，複数の都市と都市間の距離が与えられたとき，全ての都市を 1度訪問す
る巡回路の中で移動距離が最小の経路を求める問題はNP困難に属するが，移動距離が目
標値以下の経路が存在するかを答える問題はNP完全である．明らかに，巡回セールスマ
ン問題のNP困難バージョンが解ければNP完全バージョンに即座に回答することができ
る．NP完全問題と同様に，決定性計算機を用いてNP困難問題を多項式時間で解くこと
は絶望視されており，計算ステップ数は指数関数的に増加すると予想されている．
そこで，厳密解の取得を諦めて，高精度な近似解を現実的な計算時間で得るためのアル

ゴリズムがオペレーションズリサーチの分野で活発に研究されてきた．NP困難に属する
組合せ最適化問題は多くの実用的な場面で表れることが知られており，例えばグラフ分割
問題はVLSIのレイアウト設計，最大クリーク問題はコミュニティ検出，巡回セールスマ
ン問題は配送計画に利用することができる．計算量理論では最適解への到達保証を前提と
した計算ステップを評価しているが，実用上は高精度な近似解を現実的な時間で得られれ
ば十分な価値が認められることも多い．近似解を探索するアルゴリズムの中で精度保証が
ないものはヒューリスティクス（発見的手法）と呼ばれ，その中でも問題の構造に依存せ
ずに汎用的に適用可能なものはメタヒューリスティクスと呼ばれる．メタヒューリスティ
クスの代表的な例としては，近傍探索をベースとした山登り法やタブーサーチ，生物の進
化にヒントを得た遺伝的アルゴリズム，昆虫の群れに着想を得た粒子群最適化が挙げられ
る．この中で最も単純な方法は山登り法である．山登り法では暫定解の初期値をランダム
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図 1.2: 山登り法とタブーサーチによる近似解の探索

に選択し，現在の暫定解 xに対する近傍N(x)を定義した上で，近傍N(x)の中で評価関
数を最小化する解 x′ ∈ N(x)への更新を繰り返す．最終的に，x = x′となったときに山登
り法は処理を終了する [図 1.2(a)参照]．終了時点で得られた解は定義された近傍の範囲で
評価関数を最小化するものであって，解空間全体における最小値と一致するとは限らない
ため，局所最適解と呼ばれる．最も簡単な近傍の定義は，離散変数をランダムに 1つ選択
し，選択した 1つの変数の更新を近傍に含めるものである．当然ながら，複数の離散変数
の同時更新を近傍に含めた方が山登り法で達成できる解精度は改善するが，近傍範囲の中
で評価関数値を最小化する解を見つけ出す時間は増加する．近傍範囲の拡大による性能改
善は large-neighborhood local search [1, 2]としてこれまでに検討されてきた．また，近傍
探索で高精度解を得るための別の方策として，局所最適解に到達した後に，さらに精度が
高い他の局所最適解をどのように探していくかも重要である．タブーサーチでは局所最適
解から脱出する工夫として，探索済みの解への更新を禁止するとともに，評価関数の値が
増加する場合でも現在の暫定解以外の近傍解に更新する [図 1.2(b)参照]．メタヒューリス
ティクスの多くが近傍探索の繰り返しによって暫定解を改善する戦略をとるが，局所最適
解に嵌った場合の対策は高精度解を得るにあたって非常に重要な要素である．
一方で，物性物理学では低温における物質の性質が研究の対象となることが多く，エネ
ルギーが低い状態を見つけ出すことが重要な課題として認識されてきた．その中でも，磁
性研究のためのモデルとして導入された Isingモデルの基底状態探索は，特定の場合を除
いてNP困難問題であることが知られている [3]．ここで，Isingモデルのハミルトニアン
H0（系のエネルギーを表す関数）はスピン変数 σi ∈ (+1,−1)の関数として定義され，基
底状態とはエネルギーを最小にするスピン変数の組合せを指す．最適化問題の文脈で言え
ば，ハミルトニアンが評価関数に対応し，エネルギーが評価関数値に対応し，スピン変数
が離散変数に対応し，基底状態が最適解に対応する．このことから，物理学に根差した最
適化手法もこれまでに多く提案されてきた [4–12]．これらの中で最も広く使われている方
法がシミュレーテッド・アニーリング (SA) [4]であろう．SAは金属の焼きなましにヒン
トを得た方法で，近傍探索をベースとするメタヒューリスティクスである．金属の焼きな
ましとは，結晶欠陥の少ない綺麗な金属材料を得るために，金属材料を高温に熱した後に
徐冷する作業のことを指す．SAではコンピュータ上で疑似的に焼きなましを実行する目
的で疑似的な温度を導入し，近傍解への遷移確率を温度によって制御する．大雑把に言え
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図 1.3: SAとQAによる最適解探索の概念図

ば，温度が高い場合はエネルギーが高い近傍解への遷移を高い確率で許し，温度が下がる
につれてエネルギーが減少する近傍解への遷移に限定していく．その結果，非常に高い温
度が設定される SAの初期では，高いエネルギーから低いエネルギーまで全ての解が等確
率で表れることになり，暫定解のエネルギーの揺らぎ（分散）が大きくなる．一方で，温
度が下がってくると暫定解は低いエネルギーに集中するようになり，エネルギーの揺らぎ
（分散）は小さくなる．このようなエネルギーの揺らぎは温度によってもたらされたもの
であり，温度揺らぎと呼ばれる．先程説明したように近傍探索で高精度解を得るためには，
局所最適解から抜け出してさらにエネルギーが低い局所最適解を探しに行くことが重要で
ある．SAでは温度に依存してエネルギーが増加する近傍解への遷移が発生するため，評
価関数の山を登って他の局所最適解を探索しに行ける [1.3(a)参照]．また，SAは非常に
ゆっくり温度を下げていくと高い確率で最適解に到達できることが証明されている [13]．
本論文で着目する量子アニーリング (QA) [7]は SAに着想を得て考案された方法であり，
量子力学的な揺らぎを導入して基底状態を探索する．QAにおいても SAの温度と同様に
揺らぎを制御するパラメータが導入される．初期状態として全ての解を等確率で同時に探
索する重ね合わせ状態を用意した後，パラメータを制御して徐々にエネルギーの低い解に
確率を収束させていく．最終的に基底状態に確率を収束させるためには，QAの途中段階
で局所最適解に溜まっている確率を回収する必要があるが，QAでは量子力学的なトンネ
ル効果を利用して局所最適解からの脱出を図る．QAによる最適解の探索の様子を概念的
に示したのが図 1.3(b)である．SAとQAでは局所最適解から抜け出す方法が異なるため，
SAとQAのいずれを用いた方が効率的なのかは解きたい問題に依存すると考えられてい
る．量子揺らぎの導入によるQAの優位性についてはこれまで多くの研究が報告されてい
る [14–21]．特に先行研究 [16,17]では評価関数に含まれる谷の構造に着目しており，滑ら
かで幅広の谷をもつ評価関数では SAが優位となるが，急峻で深い谷をもつ評価関数では
QAが優位となることが示されている．
QAは今から 20年以上も前に提案された手法ではあるものの，D-Wave Systems Inc.に

よるQAの物理的な実装 [22]の成功を契機として，近年非常に大きな注目を集めている．
この量子アニーリングマシン（以降，D-Waveマシンと呼ぶ）は，QAを用いて Isingモデ
ルの基底状態を探索する．多くの NP困難問題が Isingモデルの基底状態探索として表現
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できることが知られており [23]，また全ての NP問題が Isingモデルの基底状態探索に多
項式時間還元可能であることを考えると，Isingモデルの基底状態探索を高速且つ高精度
に解くマシンの価値は非常に大きい．D-Waveマシンを用いて実験的にQAと SAの性能
を比較する研究も行われており [24–28]，先行研究 [25]では鋭く深い谷をもつ評価関数で
D-Waveマシンの性能が SAに対して優位となる例が示された．さらに，実用的な問題に
対するD-Waveマシンの適用についても企業を巻き込んで活発に検討されており，回路の
故障解析 [31]，機械学習 [34]，交通流最適化 [35]，工場における無人搬送車の効率化 [41]，
材料開発 [42]等を筆頭に数多く報告されている [29–43]．このように，D-Waveマシンは
広いクラスの組合せ最適化問題に適用可能な汎用的なマシンとしての可能性を秘めており，
実応用の観点からも大きな期待を集めている．
しかしながら，D-Waveマシンが取り扱える問題には強い制約があり，大規模な組合せ
最適化問題を直接解くことは難しい．D-Waveマシンで組合せ最適化問題を解く場合は，
解きたい問題を Isingモデルの基底状態探索として定式化（以降，本論文では Ising表現と
呼ぶ）する必要がある．また，その後に「解きたい Isingモデルのスピン変数と変数間の
相互作用」と「D-Waveに実装された qubitと qubit間相互作用」の対応関係を取り，解き
たい IsingモデルをD-Waveマシン上で表現しなければならない．しかしながら，D-Wave

マシンには以下に示す 2つの制約:

• qubit数の制約

• qubit間相互作用の制約

が存在するため，これらの対応関係を取るのが難しくなる．これら制約の影響と対処法に
ついては次章以降で詳しく説明するが，1番目の制約によって一度に取り扱えるスピン変
数の数の上限が決定し，2番目の制約に適合させるために解きたい問題を冗長な形で表現
し直さなければならない．例えば，現行の D-Waveマシンには 2,048qubitが実装されて
いるが，任意のスピン変数間で 2次の相互作用をする Isingモデルでは最大で 64変数まで
しか取り扱えない．そこで，現在活発に研究されているのが従来の最適化手法とD-Wave

マシンによる最適化を組み合わせたハイブリッド手法である [44–57]．その中で最も広く
使われており，且つシンプルな考え方に基づいた方法が qbsolv [45]である．qbsolv は大規
模問題をD-Waveマシンで取り扱えるサイズの部分問題に分割し，部分問題の最適化を繰
り返すことで原問題の近似解を求める [図 1.4(a)参照]．この方法では，山登り法の近傍範
囲を拡張するためにD-Waveマシンを利用しており，近傍探索の性能改善で検討されてき
た large-neighborhood local search [1, 2]の一種と解釈することができる [図 1.4(b)参照]．
ここで問題となるのが，2番目の制約を回避しながら如何に効率的に部分問題を取り扱う
のかということである．実装上の難しさからD-Waveマシンでは近くに配置された少数の
qubit間の相互作用しか表現できない．このため，解きたい問題を Ising表現したときに，
多くのスピン変数と相互作用するものが存在する場合はそのままの形では取り扱えない．
そこで，一般的には 1つのスピン変数に複数の qubitを割り当て，スピン変数間の相互作
用を複数の qubitに分散させる処理が行われる．例えば，10個のスピン変数と相互作用す
るスピン変数があった場合，qubitを 2個割当てることで各 qubitは 5個のスピン変数と
の相互作用だけを表現すれば良くなる．この処理はマイナー埋め込みと呼ばれ，この処理
の良し悪しがD-Waveマシンで取り扱える部分問題のサイズに大きな影響を与える．部分
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図 1.4: 代表的なハイブリッド手法: qbsolv の処理と狙い

問題を繰り返し最適化する中で，マイナー埋め込み処理も繰り返し実行する必要があるた
め，ハイブリッド手法では大きな部分問題を高速に埋め込むアルゴリズムが要求されるが，
現状ではこの要件を満たす方法は存在しない．これがD-Waveマシンを大規模問題に適用
するにあたっての主要課題の一つであり，2番目の制約を回避しながら部分問題を効率的
に取り扱う方法を構築することが本論文の主要なテーマである．
また，D-Waveマシン特有の課題ではないが，Isingモデルベースの最適化処理に共通す

る課題として整数変数で定義される組合せ最適化問題の取り扱いがある．グラフ分割問題
やグラフ彩色問題，巡回セールスマン問題に代表されるように，多くの組合せ最適化問題
の評価関数や制約条件はスピン変数のような 2値変数ではなく，整数変数によって自然に
定義される．評価関数や制約条件が整数変数で定義される問題を，2値変数で定義される
問題と区別するために，本論文では整数最適化問題と呼ぶことにする．整数最適化問題を
Isingモデルベースで処理するためには，整数変数を 2値変数を用いて表現し直す必要があ
る．最も広く利用されているのが one-hot表示であり，整数変数 Si ∈ (1, 2, ..., Q)に対し
てQ個の 2値変数 {xqi}q=1,2,...,Qを割当てる（詳細は第 2章を参照）．しかしながら，元々
Q個の整数状態しか存在しなかったものに対して，one-hot表示では 2Q個の組合せが発
生することになり，(2Q −Q)個の解は元の整数変数との対応をもたない無効な解となる．
このような one-hot表示の冗長性に起因して，Ising表現した大規模な整数最適化問題を部
分問題に分割する際には注意が必要となる．つまり，元の整数変数と対応をもつ組合せが
部分問題の解空間に多く含まれるように工夫しなければならない．本論文では，one-hot

表示を用いて Ising表現した整数最適化問題に対して，D-Waveマシンの 2番目の制約を
回避しながら，large-neighborhood local search を効率的に実行する方法も提案する．
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1.2 本論文の目的

本論文の主目的は，D-Waveマシンの制約を回避して，大規模な整数最適化問題の高精
度解を得るための 1つの枠組みを構築することである．これを達成するにあたっては，部
分問題サイズと処理時間を両立する埋め込みアルゴリズムの提案が最も重要となる．埋め
込みアルゴリズムの目標を定めるにあたっては，D-Waveマシンが発展途上の技術であり，
将来的に qubit数や相互作用に関する制約が緩和される可能性を考慮しなければならない．
実際に，2011年に 128qubitを搭載したD-Wave Oneが発表されて以来，D-Waveマシンに
実装される qubit数は約 2年ごとに倍増しており，現行のD-Wave2000Qでは 2,048qubit

が実装されている．また，qubit間の相互作用に関しても，現行では 1qubitあたり最大で
6個の qubitとの相互作用しか表現できないが，最大で 15個の qubitとの相互作用を表現
できるようにアップデートすることが検討されている．これらのことを考慮すると，埋め
込みアルゴリズムの処理時間の qubit数依存性が小さく，且つアルゴリズムの中身が qubit

間相互作用の詳細に依存しないことが重要だと言える．部分問題サイズに関しては，qubit

数と相互作用の制約が決まれば，D-Waveマシンに埋め込み可能な部分問題サイズの上限
が解きたい問題毎に決まるため，この上限が目標値となる．本論文では，まず先行研究を
もとに qubit間相互作用の詳細に依存しない部分問題埋め込みアルゴリズムを提案し，処
理時間と部分問題サイズの qubit数依存性を評価する．また，提案アルゴリズムを用いる
ことで従来手法に対して高精度な解が得られることを示す．さらに，提案したアルゴリズ
ムをベースに効率的な整数最適化問題の分割方法を検討し，これを用いることでさらに高
精度な解が得られることを確認する．

1.3 本論文の構成

本論文は全 8章から成り，全体の構成は以下の通りである．
第 2章ではQAの概要を説明した後，組合せ最適化問題を Ising表現する方法を述べる．

また，Isingモデルの基底状態探索の難しさについてスピングラス理論の観点から簡単に
説明する．
第 3章ではD-Waveマシンの構成や制約について説明した後，組合せ最適化問題の処理

フローについて概説する．
第 4章は部分問題サイズと処理時間を両立した埋め込みアルゴリズムの提案が主題であ

り，先行研究をベースに新たなアルゴリズムを検討した後，提案アルゴリズムの性能を評
価する．また，提案アルゴリズムを用いて大きな部分問題を繰り返し最適化することで，
従来の方法に対して高精度な解が得られることも確認する．
第 5章では，第 4章で提案したアルゴリズムを発展させて，大規模な整数最適化問題を

効率的に解くための分割方法を検討する．また，整数最適化問題の構造に適した部分問題
を抽出することで高精度な解が得られることも示す．
ここまでが本論文の主要部分であり，第 6章以降の後半ではQAの高速化に関する理論

的な研究がまとめられている．
第 6章では，量子揺らぎを制御するパラメータのスケジューリングを工夫してQAを高

速化することを検討する．また，虚時間シュレーディンガー方程式とマスター方程式の対
応関係に着目し，SAにおける疑似温度の効率的なスケジューリングについても考察する．
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第 7章では，量子揺らぎの導入方法を変更した場合のQA性能の変化を理論的に解析す
る．SAとは異なり，QAは量子揺らぎを導入する方法の自由度が高く，これを上手く利用
することで SAよりも幅広いクラスの問題を効率的に解けるようになると期待される．
第 8章では，Isingモデルベースで整数最適化問題を解く場合の高速解法を検討する．こ

こで提案する方法はQAと SAの両方に対して適用可能な汎用的なものである．
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第2章 量子アニーリングとIsingモデルの基
底状態探索

2.1 本章の概要

QAは SAに着想を得て提案された方法であり，連続変数の最適化問題から組合せ最適
化問題まで幅広い最適化問題に適用可能なメタヒューリスティクスである．本章の第 2.2

節ではQAの概要を説明し，局所最適解からの脱出方法の違いに起因する SAとの性能差
を示す．第 2.3節では組合せ最適化問題を Isingモデルの基底状態探索として定式化（Ising

表現)する方法をいくつかの例を用いて説明する．また，第 2.4節では Isingモデルの基底
状態探索の難しさについて，スピングラス理論の観点から簡単に説明する．

2.2 量子アニーリングの概要

QAは一般の最適化問題に適用可能なメタヒューリスティクスであり，解きたい最適化
問題の評価関数を物理系のハミルトニアン（エネルギー関数）に見立てて基底状態を探索
する．最適化問題の評価関数をH0とおくと，QAのハミルトニアンは

ĤQA(t) = s(t)Ĥ0 + [1− s(t)]Ĥq, (2.1)

と書くことができる．ここで，Ĥqは量子揺らぎを導入するために追加されたハミルトニ
アンであり，Ĥqを導入したことに対応して評価関数は量子力学的な演算子 Ĥ0として表
現されることになる．また，アニーリング時間を τ とおくと，アニーリング開始時点で
s(t = 0) = 0, ĤQA(t = 0) = Ĥqとなり，終了時点では s(t = τ) = 1, ĤQA(t = τ) = Ĥ0と
なるように制御される．Ĥqは解きたい問題に依存して様々なものを用いることができる
が，基本的には以下の要件:

• Ĥ0と非可換:[Ĥq, Ĥ0] ̸= 0であること

• Ĥqの基底状態が全状態の重ね合わせとなっていること

を満たすものが採用される．例えば，評価関数がスピン変数 {σzi }i=1,2,...,N によって定義
される場合には，横磁場:

Ĥq ∝
N∑
i=1

σ̂xi , (2.2)
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が用いられることが多い [7]．また，評価関数が連続変数 {xi}i=1,2,...,N によって定義され
る場合は，{xi}を位置と見立てて運動量:

Ĥq ∝
N∑
i=1

p̂2i , (2.3)

を用いることができる [58]．
QAの開始時点で系は Ĥq の基底状態に設定され，Ĥq の要件から分かるように，評価

関数値が高い解から低い解まで全ての解を等確率で重ね合わせた状態となる．この段階で
系の観測を行うと全ての解が等確率で現れるので，得られる解の評価関数値の揺らぎは大
きい．時間の経過と共に s(t)を大きくすると Ĥ0の影響が強くなり，評価関数値が小さい
状態に確率が集中するようになる．ĤQA(t)の変化による系の時間発展はシュレーディン
ガー方程式:

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = ĤQA(t) |ψ(t)⟩ , (2.4)

で記述される．ここで，|ψ(t)⟩は系の状態ベクトルを，ℏはディラック定数を表す．断熱
定理 [59]によれば，ĤQA(t)の時間変化が十分ゆっくりであり，以下の条件:

1

[ε1(t)− ε0(t)]2

∣∣∣∣∣
⟨
1(t)

∣∣∣∣∣ ĤQA(t)

dt

∣∣∣∣∣ 0(t)
⟩∣∣∣∣∣≪ 1, (2.5)

を満たす場合，系が ĤQA(t)の基底状態と非常に近い状態に保たれることが保証される．
ここで，ε0(t)と ε1(t)はそれぞれ ĤQA(t)の基底状態と第一励起状態の固有エネルギーを
表し，|0(t)⟩と |0(t)⟩はそれぞれ基底状態と第一励起状態の固有状態を表す．Ĥqの基底状
態から出発し，アニーリングの過程で ĤQA(t)の基底状態を辿ることができれば，QA終
了時点では ĤQA(τ) = Ĥ0の基底状態，即ち最適解を高い確率で得られることになる．
次に，局所最適解からの脱出方法の違いによる QAと SAの性能差について説明する．
第 1章で説明したように，SAは評価関数値の改悪を確率的に許容し，評価関数の山を登
ることで局所最適解から脱出する．一方で，QAでは量子力学的なトンネル効果によって
評価関数の山を透過する（図 1.3参照）．先行研究 [25]では，SAと QAが局所最適解か
ら脱出するのに要する時間を評価関数の形状に関連させて計算しており，SAでは局所最
適解の谷の高さ∆Eに依存して

TSA ∝ eβ∆E , (2.6)

となるのに対して，QAでは局所最適解の谷の距離Dを用いて

TQA ∝ eα(Γ)D, (2.7)

と求められている．ここで，β = 1/kBT，kB はボルツマン定数を表し，α(Γ)は量子揺
らぎの強さに依存する定数である．この結果は，解空間の狭い範囲に多数の局所最適解を
もつ評価関数では SAに対してQAが優位となり，局所最適解の谷が浅い場合には SAが
優位となることを示している（図 2.1）．以上のように，QAと SAが有効となる状況は
異なっており，それぞれの良さを引き出すためのハイブリッドな方法も様々提案されてい
る [48, 54]．∆E とDの両方が大きい場合には，QAと SAを組み合わせたとしても効率
的に解くことはできないが，従来とは異なる方法で局所最適解から抜け出すQAの登場に
よって，効率的に近似解を求められる問題の範囲が広がることが期待される．
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図 2.1: QAと SAのそれぞれが得意とする評価関数の形状

2.3 組合せ最適化問題の Ising表現

D-Waveマシンを用いて組合せ最適化問題を解く場合は，Isingモデルの基底状態探索と
して定式化（Ising表現）する必要がある．Isingモデルの基底状態探索は一般的に以下の
ように定義される．

min
σz

−∑
i

hiσ
z
i −

∑
i<j

Jijσ
z
i σ

z
j −

∑
i<j<k

Jijkσ
z
i σ

z
jσ

z
k − · · ·

 , (2.8)

ここで，σzi ∈ (+1,−1)はスピン変数を表し，Jij , Jijk, · · · はスピン変数間の相互作用の強
さを表す．つまり，組合せ最適化問題は一般的に評価関数と制約条件によって定義される
が，Ising表現するためにはスピン変数で定義される制約なしの評価関数を求める必要が
ある．多くの組合せ最適化問題は Ising表現できることが知られており，様々な NP困難
問題に対する定式化が先行研究 [23]にまとめられている．本節では，グラフ分割問題と巡
回セールスマン問題を式 (2.8)の形に定式化する方法を説明する．
最初にグラフ分割問題を Ising表現する方法を示す．最も基本的なグラフ分割問題は，

グラフG = (V,E)が与えられたとき，頂点を 2つのグループに半分ずつ分ける方法の中
で，異なるグループに属する頂点を結ぶエッジの数が最小となる分割を求める問題であ
る [図 2.2(a)参照]．グラフ分割問題の評価関数は「異なるグループの頂点を結ぶエッジの
数」であり，制約条件は「各グループの頂点数が等しい」ことである．各頂点にスピン変
数 σzi ∈ (−1,+1)を割り当て、σzi の値によって各頂点のグループを指定すると，グラフ分
割問題は

min
σz

∑
(ij)∈E

1− σzi σ
z
j

2
s.t.

∑
i∈V

σzi = 0, (2.9)

と定式化される．ここで，式 (2.9)の評価関数では，頂点 iと j が同じグループに属する
場合に σzi σ

z
j = +1となり，異なるグループに属する場合に σzi σ

z
j = −1となることを利用

した．次にやるべきことは式 (2.9)を制約条件を含まない形に変形することである．多く
の場合，制約条件に対応する 2次のペナルティ項（罰金項）を評価関数に追加して以下の
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図 2.2: グラフ分割問題の例

ように書き直される．

min
σz

 ∑
(ij)∈E

1− σzi σ
z
j

2
+ λ

(∑
i∈V

σzi

)2
 . (2.10)

ここで，λはペナルティ項の重みづけを決定する正の定数である．ペナルティ項 [式 (2.10)

の第二項]によって制約条件を満たさない組合せの評価関数値が大きくなり，λを十分大き
くすると式 (2.9)と式 (2.10)の最適解は一致する．以上で，2分割のグラフ分割問題を式
(2.8)の形に定式化することに成功した．
次に，再度グラフ分割問題において，頂点を複数個 (Q > 2)のグループに等しく分割す

る問題を考える [図 2.2(b)参照]．各頂点に整数変数 Si ∈ (1, 2, · · · , Q)を割り当て，Siの
値によって各頂点のグループを指定すると，グラフ分割問題は

min
S

∑
(ij)∈E

[1− δ(Si, Sj)] s.t.
∑
i∈V

δ(Si, q) =
N

Q
, ∀q ∈ (1, 2, · · · , Q), (2.11)

と定式化される．ここで，Nはグラフに含まれる頂点数を，δはクロネッカーのデルタを表す．
式 (2.11)を式 (2.8)の形に変形するためには，まず整数変数Siをスピン変数 σzi ∈ (−1,+1)

で表現する必要がある．整数変数の 2値化はBinary encodingを含め様々な方法が検討さ
れているが [33]，D-Waveマシンの利用を念頭に置いた場合は one-hot表示が最も広く採
用されている．one-hot表示を説明する上ではブール変数（Boolean variable）xi ∈ (0, 1)

を用いた方が式の見通しが良いため，以降ではスピン変数 σzi ∈ (−1,+1)ではなくブール
変数 xi ∈ (0, 1)を用いて話を進める ({xi}を用いて表した評価関数は，xi = (1− σzi )/2を
用いて容易に Isingモデルのハミルトニアンに書き換えることが可能)．one-hot表示では
Si ∈ (1, 2, · · · , Q)に対してQ個のブール変数 {xqi}q=1,2,··· ,Qを割り当てた上で，以下の制
約条件 (本論文では one-hot制約と呼ぶ):

Q∑
q=1

xqi = 1, (2.12)
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を課す．そのうえで，xqi = 1, xq′i = 0(q′ ̸= q)の時に Si = qであると定義する．one-hot

制約を満たす組合せに限れば，式 (2.11)の評価関数に含まれるクロネッカーのデルタは

δ(Si, Sj) =

Q∑
q=1

xqixqj , (2.13)

と書き換えることができ，各グループの頂点数を等しくする制約条件は∑
i∈V

xqi =
N

Q
, (2.14)

となるため，式 (2.11)は

min
x

∑
(ij)∈E

1− Q∑
q=1

xqixqj

 s.t.
∑
i∈V

xqi =
N

Q
,

Q∑
q=1

xqi = 1, (2.15)

と変形できる．ここまでで整数変数の 2値化が完了した．さらに，2次のペナルティ項を
用いると式 (2.15)は

min
x

 ∑
(ij)∈E

1−
Q∑

q=1

xqixqj

+ λ1

Q∑
q=1

(∑
i∈V

xqi −
N

Q

)2

+ λ2
∑
i∈V

 Q∑
q=1

xqi − 1

2 ,
(2.16)

となり，Q > 2個のグループへのグラフ分割問題が式 (2.8)の形に定式化される．
最後に，巡回セールスマン問題を Ising表現する方法を説明する．巡回セールスマン問

題とはN 個の都市と都市間の距離が与えられた時，全ての都市を 1度だけ訪問して最初
の都市に戻ってくる巡回路の中で、移動距離が最小のものを求める問題である．この問題
の評価関数は「巡回路の総距離」であり，制約条件は「巡回路であること」と「全ての都
市を 1度だけ訪問すること」である．i番目に訪問する都市を ci ∈ (1, 2, · · · , N)とし，都
市 qと q′の間の距離を d(q, q′)と置くと，巡回セールスマン問題は

min
c

N∑
i=1

d(ci, ci+1) s.t.

N∑
i=1

δ(ci, q) = 1, ∀q ∈ (1, 2, · · · , N), (2.17)

と定式化される．ただし，巡回路の制約を満たすために cN+1 = c1とする．先程のグラフ分
割問題と同様に，まずは整数変数 ciを one-hot表示を用いて 2値化する．ci ∈ (1, 2, · · · , N)

にN 個のブール変数 {xqi}q=1,2,··· ,N を割り当て，one-hot制約:

N∑
q=1

xqi = 1, (2.18)

を課す．ここで，xqi = 1は都市 qを i番目に訪問することを意味している．式 (2.17)の評
価関数は

N∑
i=1

N∑
q=1

N∑
q′=1

d(q, q′)xqixq′,i+1, (2.19)
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と変形でき，全ての都市を 1度だけ訪問する制約条件は

N∑
i=1

xqi = 1, ∀q ∈ (1, 2, · · · , N), (2.20)

となるため，式 (2.17)は

min
x

N∑
i=1

N∑
q=1

N∑
q′=1

d(q, q′)xqixq′,i+1 s.t.

N∑
i=1

xqi = 1,

N∑
q=1

xqi = 1, (2.21)

と変形できる．巡回セールスマン問題は xqiの q方向と i方向の両方に one-hot制約が課
せられた形になっており，このような制約条件は組合せ最適化問題を Ising表現した際に
よく現れる．2次のペナルティ項を用いると，式 (2.21)を式 (2.8)の形に変形することが
できる．

min
x

 N∑
i=1

N∑
q=1

N∑
q′=1

d(q, q′)xqixq′,i+1 + λ1

N∑
q=1

(
N∑
i=1

xqi − 1

)2

+ λ2

N∑
q=1

 N∑
q=1

xqi − 1

2 .
(2.22)

本節では整数変数で定義され，等式制約を含む組合せ最適化問題を式 (2.8)の形式で表
現する方法を示したが，ナップサック問題等の不等式制約を含む問題も Ising表現できる．
不等式制約の取り扱い方については先行研究 [23]に詳しく述べられている．

2.4 Isingモデルの基底状態探索の難しさ

本節では Isingモデルの基底状態探索の難しさについて，スピングラス理論の観点から
簡単に説明する．式 (2.8)に示したようにハミルトニアンの一般系はスピン変数の高次の
相互作用を含むが，本節では 2体相互作用のみを含むハミルトニアン:

H0 = −
∑
i<j

Jijσ
z
i σ

z
j −

∑
i

hiσ
z
i , (2.23)

を用いて話を進める．前節のグラフ分割問題と巡回セールスマン問題は 2体相互作用のみ
で定式されており，多体相互作用を含む場合でも基底状態を変えることなく式 (2.23)に書
き換え可能であることが知られている．以降では，特定の 2変数間の相互作用に伴う局所
的なエネルギー（−Jijσzi σzj）を局所エネルギーと呼ぶことにする．
まず，スピン間に相互作用が存在しない場合 (Jij = 0)の基底状態探索は簡単に解くこと

ができ，σzi = sgn(hi)が最適解となる．基底状態探索が難しくなり得るのはスピン間の相
互作用が存在する場合であり，特に強磁性相互作用 (Jij > 0)と反強磁性相互作用 (Jij < 0)

の競合があると非自明な基底状態をもつようになる．ここで言う自明な基底状態とは，全
ての変数間の局所エネルギーの最小化によって得られる基底状態のことを指し，強磁性
（反強磁性）相互作用では隣接スピンが同じ値 σzi = σzj（異なる値 σzi ̸= σzj）になったとき
に局所エネルギーが最小となる．i番目と j番目のスピン変数間の局所エネルギーが最小
化されているかを判断するにはAij ≡ sgn(Jij)σ

z
i σ

z
j を調べれば良く，Aij = +1(−1)のと

18
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図 2.3: 自明な基底状態と非自明な基底状態の例

きに局所エネルギーが最小化（最大化）される．自明な基底状態と非自明な基底状態をも
つ Isingモデルの簡単な例をそれぞれ図 2.3(a)と (b)に示す．図 2.3(a)では強磁性相互作
用しているスピンペアは同じ値 (σz1 = σz4 , σ

z
2 = σz3)となっており，反強磁性相互作用して

いるペアは異なる値 (σz1 = −σz2 , σz3 = −σz4)になっているため，全ての局所エネルギーで
Aij = +1となる自明な基底状態である．一方で図 2.3(b)では全ての局所エネルギーを最
小化することができず，基底状態であってもA34 = −1となっている．一般的に，閉ルー
プ内に奇数個の反強磁性相互作用を含む場合は全ての局所エネルギーを最小化することが
できず，フラストレーションが存在すると言われる [60]．フラストレーションは日常生活
で言えば「あっちを立てればこっちが立たず」といった状況を指しており，全体最適の観
点から誰に我慢してもらうかを決めなければならない．また，各スピンペアで |Jij |が異な
る場合には，図 2.4に示すように 4スピンのような小規模系であっても局所最適解が発生
することが知られている [61]．左側の状態は |Jij |が最小のスピンペアでA12 = −1となる
基底状態であり，右側の状態は |Jij |が 2番目に大きい相互作用でA34 = −1となる第 1励
起状態である．図 2.4に示した第 1励起状態はどのスピンを反転させてもエネルギーが上
昇するので，1スピンフリップの意味で局所最適解となっている．大規模な Isingモデル
では，多数のフラストレーションが複雑に絡み合うことで，ハミルトニアンが多数の局所
最適解をもつ複雑な構造になると予想される．
スピングラスモデルの中で Sherrington-Kirkpatrick(SK)模型 [62,63]についてはハミル

トニアンの谷の構造が詳細に調べられている．SK模型は全てのスピン変数間で相互作用
する Isingモデルで，解析計算の容易性から Jij の確率分布としてガウス分布が採用され
ることが多い．この模型は平均場理論によって解析的に調べることが可能で，基底状態探
索を難しくする特徴的な構造として以下の 3つが挙げられる．

• Isingスピンの数N に対して局所最適解の数が指数関数的に増加

• 局所最適解の谷の深さ∆EがN の増加と共に発散

• 局所最適解の間のハミング距離DがN に比例して増加
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図 2.4: 局所最適解が発生する例

式 (2.6)と (2.7)から分かるように，局所最適解から脱出するのに要する時間は，SAとQA

で共にN に対して指数関数的に増加し，高精度な近似解を得ることが難しくなる．また，
近傍探索をベースとして近傍範囲の拡張によって精度を改善するにしても，局所最適解の
間の距離がN に比例して増加するため，N の増加と共に近傍範囲を広げていかなければな
らない．近傍範囲を十分大きくとれば，その中でのハミルトニアンも上記 3つの構造を引
き継ぐため，近傍の中からエネルギーが最小の解を探すこと自体が難しくなる．一方で，複
数スピンの同時更新による局所最適解からの脱出は，物理ではクラスタ更新として検討さ
れてきた [64–68]．その中でも，スピングラスモデルで有効とされる方法としてHoudayer

の方法 [65–68]がある．Houdayerの方法 [66]では，同じハミルトニアンの Isingモデルを
2つ用意し，それぞれの Isingモデルで独立に基底状態を探索していく操作と，特定の条
件を満たすスピン変数を 2つの Isingモデル間で入れ替える操作を交互に繰り返す．特定
の条件とは「2つの Isingモデルの間でスピン変数の値が異なること」であり，この方法は
近傍探索と違って近傍範囲でエネルギーを最小化する解を探索する必要がない．しかしな
がら，O(N)個のスピンを入れ替えた場合は，2つの Isingモデルの単純な入れ替えと本質
的に変わらなくなってしまうことが原論文で指摘されており，この方法を用いて遠く離れ
た局所最適解に移動するのは難しい．これまで提案されてきたどのような方法をもってし
ても SK模型の基底状態を多項式時間で求めることは不可能であり，この事実はNP困難
問題を厳密に解くためには指数関数時間を要するという予想を支持している．
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第3章 D-Waveマシンの概要

3.1 本章の概要

本章ではD-Waveマシンの制約とD-Waveマシンを用いた最適化の流れについて説明し
た後，D-Waveマシンの今後の発展について簡単に示す．

3.2 D-Waveマシンの制約

D-Waveマシンが取り扱える Isingモデルのハミルトニアンを以下に示す．

min
σz

− ∑
(ij)∈Chimera

Jijσ
z
i σ

z
j −

Nq∑
i=1

hiσ
z
i

 . (3.1)

ここで，(ij) ∈ Chimeraは相互作用を表現可能な qubitのペアを示し，Nqは D-Waveマ
シンに実装された qubit数を表す．現行のマシンではNq = 2, 048qubitが実装されており，
qubit間の相互作用は図 3.1に示すキメラグラフ [69]に制限される．図 3.1の頂点は qubit

を表し，エッジは相互作用を表現可能な qubit間を接続している．キメラグラフは完全 2

部グラフK4,4をタイル状に並べた構造をしており，K4,4の左側の qubitは上下のK4,4に
接続され，右側の qubitは左右のK4,4と接続される．また，キメラグラフの最大次数は 6

であり，その内訳はK4,4セル内の 4本の相互作用に加えて，異なるK4,4に属する qubit

との 2本の相互作用である．現在利用可能なD-Wave 2000Qは 16 × 16個のK4,4が実装
されており，先程述べたようにNq = 16× 16× 8 = 2, 048である．
当然ながら qubit数以上の 2値変数を一度に取り扱うことはできないが，D-Waveマシ

ンを利用するにあたって最も厄介なのが相互作用の制約である．一般的に組合せ最適化問
題は任意の変数間で相互作用する可能性があり，解きたい問題のグラフ表現がキメラグラ
フの部分グラフになっていない場合，キメラグラフに適合するように問題を書き換える必
要がある．ここで，組合せ最適化問題のグラフ表現とは，Ising表現した後のハミルトニ
アンに対して，スピン変数を頂点とし，相互作用する変数間をエッジで結んで得られるグ
ラフのことである．また，qubitを頂点とし，相互作用を表現可能な qubit間をエッジで
結んで得られるグラフのことをハードウェアグラフと呼ぶことにする．D-Wave2000Qの
利用を想定している場合，ハードウェアグラフはキメラグラフを指す．問題グラフをハー
ドウェアグラフの部分グラフに変換する処理はマイナー埋め込みと呼ばれ，任意の問題グ
ラフを任意のハードウェアグラフへ埋め込む最適な方法を探索するのはNP困難であるこ
とが知られている [70]．マイナー埋め込みのイメージを掴むため，簡単な例を図 3.2に示
す．左側の図が解きたい問題のグラフを表しており，変数 1はその他の 8個の変数と相互
作用している．しかしながら，キメラグラフの最大次数は 6であるため，そのままの形で
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図 3.1: キメラグラフの構造

は取り扱うことができない．そこで，マイナー埋め込みでは 1つの変数に複数の qubitを
割り当て，1qubitあたりに必要とされる相互作用を分散させる．この問題の場合は，変数
1に 2つの qubitを割り当て，それぞれの qubitに変数 2～5と変数 6～9との相互作用を分
担させることでキメラグラフの部分グラフに変換できる．変数 1に割り当てられた 2つの
qubitは同じ値にならなければならないので，キメラグラフ上で相互作用するペアを選択
し，qubit間に十分強い強磁性相互作用をかける必要がある．同じ変数に割り当てられた
qubitによって構成される連結グラフは chain と呼ばれる．この例から分かるように，各
変数に対して如何に少ない qubitを割り当ててキメラグラフに埋め込むかが非常に重要で
あり，マイナー埋め込みの良し悪しによって 1度に解ける問題のサイズは大きな影響を受
ける．
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図 3.2: マイナー埋め込みの簡単な例
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図 3.3: D-Waveマシンを用いた最適化処理の流れ

3.3 D-Waveマシンによる最適化の流れ

前節で示したようにD-Waveマシンで解ける問題には制約があるため，D-Waveマシン
を利用するに際しては事前処理と事後処理が必要になる．D-Waveマシンを用いて最適化
する流れを図 3.3に示し，各ステップの処理内容について以下で説明する．

1. ハミルトニアンH0の定式化

第 2.3節で説明したように，解きたい組合せ最適化問題を Ising表現し，対応する
IsingモデルのハミルトニアンH0を求める．

2. マイナー埋め込み処理

前節で例を示したように，一つの変数に複数の qubitを割り当てることで問題グラ
フをキメラグラフの部分グラフとして表現し直す．

3. qubit数の制約内か確認

マイナー埋め込みした後の利用 qubit数を計算し，qubit数の制約の範囲内であるか
確認する．制約を超えている場合はD-Waveマシンによる最適化を実行できない．

4. 埋め込み後のハミルトニアンHembedを定式化

マイナー埋め込みによって解きたい問題のグラフ表現が変わっているため，埋め込
み後のハミルトニアンHembedを求める必要がある．図 3.2に示した例では，もとも

23



と解きたい問題のハミルトニアンH0は

H0 = −
9∑

j=2

J1jσ
z
1σ

z
j , (3.2)

であるが，マイナー埋め込み後のハミルトニアンHembedは

Hembed = −
5∑

j=2

J1jσ
z
11σ

z
j −

9∑
j=6

J1jσ
z
12σ

z
j − JFσ

z
11σ

z
12, (3.3)

となる．ここで、σz11と σz12は変数 1に割り当てられた 2つの qubitを表しており，
JF > 0は chainの強磁性相互作用である．式 (3.3)の第一項は変数 1と変数 2～5と
の相互作用を，第二項は変数 1と変数 6～9との相互作用を表す．式 (3.2)と式 (3.3)

の基底状態を一致させるためには JFを十分大きな正の値に設定する必要があるが，
大きくしすぎると本質的に最小化したい第一項と第二項が潰れてしまい良い解が得
られなくってしまう．現状では最適な JFを事前に決定する一般的な方法は見つかっ
ておらず，様々な値を試して適切な値を見つけるのが基本となる．chainが長くなる
ほど JFを大きい値に設定しなければならず [71]，マイナー埋め込みの良し悪しはこ
の意味でもD-Waveマシンが出力する解精度に大きな影響を与える．

5. D-Waveマシンで最適化

D-Waveマシンを用いてHembedの基底状態探索を実行する．通常のコンピュータを
用いてQAを実行しようとすれば，シュレーディンガー方程式を解いて系の時間発
展を計算しなければならないが，D-WaveマシンではQAのハミルトニアンHQA(t)

の変化に伴って系が自然に時間発展していく．ミクロな世界における時間スケール
は非常に短く，D-Waveマシンで実行される QAのアニーリング時間はマイクロ秒
オーダーである．QAはメタヒューリスティクスであり解精度が保証されていない
ため，アニーリング時間の短さを活かして QAによる最適化を繰り返し，1個の問
題に対して 1,000個程度の解を出力させることが多い．短時間で多数の解候補を出
力（解のサンプリングを実行）できるのはD-Waveマシンの強みの 1つと考えられ
ており，この特徴を活かした最適化手法 [52,53]や実応用への検証例 [72–79]も多く
報告されている．

6. H0の有効解に変換

最後にやらなければならないのは，D-Waveが出力した解をH0の解に戻すことであ
る．QAはメタヒューリスティクスであり，D-Waveマシンには熱等のノイズが存在
するため，常に最適解を得られるわけではない．これに起因して，D-Waveマシンの
出力した解が one-hot制約や chain の制約 [式 (3.3)で σz11 = σz12]等を破っている場
合がある．このような場合は，制約条件を満たす近傍解を探索する等の事後処理が必
要となる．chain の破れへの対応方法やパラメータ調整に関しては先行研究 [80,81]

で議論されている．

以上が，D-Waveマシンを用いて組合せ最適化問題を解く際の基本的なフローであり，事
前処理と事後処理は最終的に得られる解の精度に大きな影響を及ぼす．
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図 3.4: キメラグラフの別の表現

3.4 今後のD-Waveマシンの発展

D-Waveマシンは発展途上の技術であり，第 3.2節で説明した qubit数と相互作用の制
約は将来的に緩和される可能性が非常に高い．実際に，qubit数に関しては，2011年に
128qubitを実装した D-Wave Oneが発表されて以来，約 2年毎に qubit数が倍増してお
り，現行のD-Wave2000Qでは 2,048qubitが実装されている．また，qubit間の相互作用
も現行のキメラグラフからペガサスグラフ [82,83]への改良が検討されている．ここでは，
ペガサスグラフの構造を簡単に説明する．まず，ペガサスグラフとの対応が取りやすいよ
うに図 3.1のキメラグラフを図 3.4に示すように書き換える．ペガサスグラフでは，図 3.4

のキメラグラフを 3枚用意し，それらを図 3.5に示すように右斜め上に平行移動させて配
置する．その上で，赤線で示した完全 2部グラフK4,4間の相互作用が追加される．図 3.5

では中心の完全 2部グラフに関連して追加される相互作用のみを示したが，その他の完全
2部グラフに対しても同様に相互作用が追加される．ペガサスグラフが実装されれば，同
じ qubit数が実装されていたとしても，キメラグラフに対して大きな問題を埋め込めるよ
うになる．ただし，全結合グラフを実装するのは現段階では困難だと考えられており，近
い将来にマイナー埋め込み処理が不要になるわけではない．
本節で示したように，D-Waveマシンの qubit数や qubit間相互作用に対する制約は将
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図 3.5: ペガサスグラフ
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来的に緩和される可能性が高い．このため，D-Waveマシンを使いこなすためのアルゴリ
ズムは，将来的なD-Waveマシンの発展も考慮して検討していく必要がある．
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第4章 大規模問題への量子アニーリングマシ
ンの適用

4.1 本章の概要

D-Waveマシンは第 3章で説明した制約をもつため，大規模な組合せ最適化問題を直接
解くことは難しい．また，第 2章で説明したように，QAを用いればどのような問題の高精
度解も効率的に得られるわけではなく，QAを用いるべき場合もあれば，他の方法に頼っ
た方が良い状況もある．そこで，現在活発に研究されているのが，従来の最適化手法の枠
組みの中で D-Waveマシンを利用するハイブリッド手法である．ハイブリッド手法では
D-Waveマシンを用いて直接問題を解くことを諦め，従来の最適化手法と組合わせた処理
をする中でD-Waveマシンの特徴を活かすことを考える．D-Waveマシンが任意の組合せ
最適化問題を最速で解けるわけではない以上，D-Waveマシンのみに固執した方法よりも
ハイブリッド手法を展開していく方が建設的だと言える．本章の第 4.2節ではハイブリッ
ド手法の先行研究を示し，ハイブリッド手法を効率的に実行するためには部分問題を高速
に埋め込むアルゴリズムが不可欠であることを示す．第 4.3節ではマイナー埋め込みアル
ゴリズムの先行研究を示し，第 4.4節で部分問題を高速に埋め込むための新しいアルゴリ
ズムを提案する．また，第 4.5節では提案したアルゴリズムの埋め込み性能を評価し，第
4.6節では提案アルゴリズムを用いることで従来より高精度な解が得られることを示す．

4.2 ハイブリッド手法の先行研究と課題

従来の最適化手法と組合せてD-Waveマシンを利用するハイブリッド手法は，これまで
に様々なものが提案されている [44–57]．その中で最も代表的なものが，山登り法の性能
改善のために D-Waveマシンを利用する方法である [44, 45]．この方法では，大規模な組
合せ最適化問題からD-Waveマシンが解けるサイズの部分問題を抜き出し，D-Waveマシ
ンによる部分問題の最適化を繰り返して暫定解を更新していく（図 4.1参照）．D-Waveマ
シンは 1度に探索する近傍範囲を広げるために利用されている．近傍範囲の拡張による高
精度化はオペレーションズリサーチの分野で large-neighborhood local search [1, 2]として
研究されており，このような形でD-Waveマシンを利用するのは自然な流れと言える．そ
の他のハイブリッド手法としては，D-Waveマシンから出力される多数の候補解の統計的
な偏りを用いて解を絞り込んでいく方法 [52, 53]や，D-Waveマシンのサンプリング性能
を活かして部分問題ベースの Belief propagationを実行する方法 [55]，遺伝的アルゴリズ
ムの突然変異過程で複数変数を同時更新する際に D-Waveマシンを利用する方法 [56]等
がある．これらのハイブリッド手法の中でどの方法を利用すべきかは解きたい問題に応じ
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図 4.1: 山登り法をベースとしたハイブリッド手法

て変わってくるが，様々な考え方に基づいた方法が提案されることでD-Waveマシンを活
用する幅が広っていくと期待される．
一方で，大規模な組合せ最適化問題を解くことを考えると，D-Waveマシンが取扱い可

能な部分問題を抜き出して最適化するという処理に関しては，ほぼ全てのハイブリッド手
法で共通すると考えられる．当然ながら，1度に取り扱う部分問題が大きい方が高い精度
の解が得られると期待される．そこで問題となるのが，qubit間の相互作用に対する制約が
ある中で，如何にして大きな部分問題を取り扱うかということである．第 3.2節で説明し
たように，D-Waveマシンが扱える部分問題のサイズに大きな影響を与えるのはマイナー
埋め込み処理である．D-Waveマシンで取り扱い可能な最大の問題サイズは，問題グラフ
のエッジの数に依存して大きく異なる．図 4.2は，様々な問題グラフに対して，現行のキメ
ラグラフで取扱い可能な問題サイズを示している．この図から分かるように，可能な限り
大きな問題を埋め込むためには，与えられた問題グラフに対して適切な埋め込み方法を探
す必要がある．また，図 4.1から分かるように，多くのハイブリッド手法では部分問題を
繰り返し埋め込むことが要求されるので，計算時間と部分問題サイズを両立したマイナー
埋込みアルゴリズムが必要である．さらにもう 1つ重要なことは，D-Waveマシンは発展
途上の技術であって，将来的に qubit数や相互作用に関する制約はほぼ確実に緩和される
ということである（第 3.4節参照）．以上のことを考慮すると，ハイブリッド手法の枠組
みでD-Waveマシンのポテンシャルを最大限に引き出すためには，以下の要件を満たす部
分問題の埋め込みアルゴリズムが要求される．

• 計算時間の qubit数依存性が小さい

• 最大限埋め込み可能な問題サイズと同等の部分問題を埋め込める

• アルゴリズムの中身が相互作用の詳細に依存しない

マイナー埋め込みアルゴリズムの先行研究に関しては次節で述べるが，現状では上記の要
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図 4.2: 問題グラフと埋め込み可能な最大の問題サイズの例

件を満たすアルゴリズムは存在しない．本章の主要なテーマは，上記の要件を満たす部分
問題埋め込みアルゴリズムを提案することである．
本節の最後に，部分問題のグラフ構造に関する注意点を簡単に述べておく．部分問題の最

適化を繰り返す方法の中で，部分問題のグラフを木構造に限定したものはD-Waveマシン
の登場以前から研究されてきた [84–87]．問題グラフが木構造の場合はBelief propagation

や動的計画法によって多項式時間で解けるため，大きな部分問題の最適解を効率的に計算
できることに着目した方法である．しかしながら，Isingモデルの基底状態探索の難しさ
がフラストレーションに起因している（第 2.4節参照）ことを考慮すると，部分問題は閉
ループを含む問題グラフを抜き出してくるべきだと考えられる．D-Waveマシンは閉ルー
プを含む部分問題も取り扱うことができるため，従来の木構造に限定した方法に対して高
精度な解が得られると期待される．

4.3 マイナー埋込みアルゴリズムの先行研究

本節では，マイナー埋め込みアルゴリズムの先行研究を概観した後，マイナー埋め込み
の定義について説明し，新たなアルゴリズムを検討していく上でベースとなった先行研究
について詳しく述べる．

4.3.1 先行研究の概観

マイナー埋め込みはD-Waveマシンを用いて最適化する際に必須の処理であるため，こ
れまでに多くのアルゴリズムが提案されてきた [88–95]．これらの中で最も汎用的なもの
がCaiらによって提案されたアルゴリズム [90]である．Caiのアルゴリズムは任意の問題
グラフを任意のハードウェアグラフに埋め込む方法をヒューリスティックに探索し，ハー
ドウェアグラフが qubitや相互作用の製造欠陥を含む場合でもアルゴリズムの変更が必要
ないという強みをもつ．このアルゴリズムは，問題グラフに合わせた埋め込みを探索する
ため大きな部分問題を埋め込むことができ，またハードウェアグラフに対する柔軟性に関
しても申し分ない．しかしながら，問題グラフのエッジが少ない場合に計算時間が非常に
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図 4.3: 完全グラフのマイナー埋め込み

長くなるという欠点をもつ．一方で，計算時間を最も短くするためには，問題グラフが完
全グラフであった場合の埋め込み方法 [89,91,92]を用いればよい．ハイブリッド手法の中
で一般的に用いられているのがこの方法である．先行研究 [92]で提案された埋め込み方
法を図 4.3に示す．完全グラフの埋め込み方法は，64変数以下の任意の問題グラフに対し
て適用できるため，64変数の部分問題を繰り返し最適化することにすれば埋め込み方法
を毎回検討する必要はなくなる．このため，マイナー埋め込み処理の計算時間を大幅に低
減できるが，問題グラフのエッジ数が少ない場合には必要以上に小さい部分問題を扱って
いることになる（図 4.2参照）．その他にも，キメラグラフの特徴を生かしたアルゴリズ
ム [93,95]や，頻出する問題グラフに狙いを絞ったアルゴリズム [94]も提案されているが，
ハイブリッド手法で求められる要件を満たすアルゴリズムは存在しないのが現状である．
そこで，本章ではハイブリッド手法に適した部分問題の埋込みアルゴリズムを提案するこ
とを目標とする．また，ハイブリッド手法に適したアルゴリズムの要件を既に 2つ満たし
ている Caiのアルゴリズムをベースに検討していくことにする．

4.3.2 マイナー埋め込みの定義

Caiのアルゴリズムについて詳しく示す前に，ここでマイナー埋め込みの定義を先行研
究 [91]に沿って示しておく．問題グラフ Gp = G(Vp, Ep)のハードウェアグラフ Gq =

G(Vq, Eq)へのマイナー埋め込みは以下のように定義される．

1. Gpに含まれる各頂点 vはGqの 1つ以上の頂点集合 Tvに割当てられ，且つ Tvに属
する頂点はGq上で連結グラフを構成する．

2. (u, v) ∈ Ep ならば，Gq の頂点 iu ∈ Tu, iv ∈ Tv で (iu, iv) ∈ Eq となるものが存在
する．

1番目の項目は同じ変数を割当てられた qubitがGq上で chain を形成することを意味し，
2番目の項目は変数間の相互作用をGq上で表現するために必要である．ここで，1つの変
数に複数の qubitを割当てることは問題ないが，1つの qubitに複数の変数を割当てるこ
と（本論文では重複割当てと呼ぶ）は許されないことに注意が必要である．
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図 4.4: Caiのアルゴリズムにおける変数の埋め込み方法

4.3.3 Caiのアルゴリズムの詳細

Caiのアルゴリズムは前半と後半に分けることができる．前半では重複割当を許容しな
がら暫定的に全変数を埋め込み，後半で重複割当を解消するように暫定的な埋め込みを改
善する．ここでは新たなアルゴリズムを提案する上で重要となる前半の処理について詳し
く説明する．
暫定的な埋め込みを求めるにしても，全ての変数の埋め込みを同時に考えるのは難しい

ので，変数を 1つずつハードウェアグラフに埋め込んでいくことを考える．次に埋め込
む変数を xadd とし，既にハードウェアグラフ上に埋め込まれた変数 x1, ..., xk と xadd が
問題グラフ上で相互作用している場合を考える [図 4.4(a)参照]．埋め込み済みの隣接変数
x1, ..., xk が qubitの集合 Tx1 , ..., Txk

に割当てられているとすると，変数間の相互作用を
ハードウェアグラフ上で正しく表現するためには，xaddは Tx1 , ..., Txk

に隣接する qubitに
割当てられなければならない．また，xaddが割当てられた qubitはハードウェアグラフ上
で chainを形成する必要がある．これらの条件を最小限の qubit数で満足させるため，Cai

のアルゴリズムでは未使用の qubitを起点として選択し，その起点から Tx1 , ..., Txk
への

ハードウェアグラフ上の最短経路をダイクストラ法で求める [図 4.4(b)参照]．その後，最
短経路上の qubitに xaddか x1, ..., xkを適切に割当てることによって変数間の相互作用を
ハードウェアグラフ上で表現できるようになる．しかしながら，この方法では後から埋め
込まれる変数を考慮せずに貪欲的に割当てを決定しているので，未使用 qubitのみを用い
て経路を構成できないことがしばしば発生する．例えば，図 4.4(c)では Tx1 の隣接 qubit

が変数 zによって全て利用された状況を示している．このような場合，Caiのアルゴリズ
ムでは暫定的に変数 xaddか x1のどちらか一方と変数 zが重複して qubitに割当てられる．
前半では図 4.4に示した処理を繰り返すことで全変数の埋め込みを暫定的に求める．後半
では重複割当てが解消されるまで暫定的な埋め込みを改善するが，本論文において後半の
処理内容は重要ではないのでここでは説明しない．Caiのアルゴリズムは変数間の相互作
用に合わせて埋め込みを探索するので，問題グラフがスパースなほど大きな問題を埋め込
むことができる．
次にアルゴリズムの計算時間について説明する．計算時間の大部分がダイクストラ法に
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よる最短経路の探索で占められているので，要求される最短経路の探索回数に焦点をあて
る．ダイクストラ法の計算時間は，ハードウェアグラフの頂点数 |Vq|とエッジの数 |Eq|を
用いて

TDijkstra ∼ O(|Eq|+ |Vq| log |Vq|), (4.1)

で与えられる．キメラグラフでは

|Eq| ∼ O(|Vq|1), (4.2)

である．前半処理では問題グラフに含まれる相互作用の数 |Ep|だけ最短経路を探索する
必要があるので，最短経路の探索回数N

(1)
Dijkstraは，

N
(1)
Dijkstra ∼ O(|Ep|), (4.3)

となる．後半処理における最短経路の探索回数N
(2)
Dijkstraは

N
(2)
Dijkstra ∼ O(|Vp||Vq||Ep|), (4.4)

であることが先行研究 [90]の中で示されている．ここで，|Vp|は問題グラフに含まれる変
数の数を表す．計算時間は明らかに後半処理が支配的となっている．このことから，前半
における重複割当てを上手く避ける方法を見つけ出せれば，後半の処理が不要となり，計
算時間を大幅に低減できると期待される．

4.4 部分問題の埋込アルゴリズムの提案

本節では，Caiのアルゴリズムをベースとして重複割当を必要としない部分問題の埋め
込みアルゴリズムを検討する．Caiのアルゴリズムとの大きな違いは以下の 3つ:

• 重複割当ての拒否

• 予約制度の導入

• 最短経路探索の計算時間低減

である．
Caiのアルゴリズムを改良していくにあたって，最初に注目しなければならないのは，

従来の埋め込みアルゴリズムの問題設定と部分問題の埋め込みアルゴリズムの問題設定の
違いである．それぞれのアルゴリズムの問題設定を以下に比較する．

• 従来の埋め込みアルゴリズムの問題設定

問題グラフが与えられたとき，そのグラフに含まれている全ての変数を埋め込む方
法を求める．

• 部分問題の埋め込みアルゴリズムの問題設定

大規模問題の問題グラフが与えられたとき，そこに含まれる変数の一部を可能な限
り多く埋め込む方法を求める．
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この問題設定から分かるように，従来の埋め込みアルゴリズムはD-Waveマシンを用いて
直接問題を解くことを前提として考えられてきた．一方で，部分問題の埋め込みアルゴリ
ズムでは，一部の変数で構成される部分問題を埋め込めば良い．この違いを考慮すると，
部分問題の埋め込みに限って言えば，Caiのアルゴリズムから重複割当てを取り除くこと
は容易である．つまり，重複割当てが不要な埋め込み易い変数で部分問題を構成し，重複
割当てを利用しないと埋め込めない変数の埋め込みは諦めれば良い．
しかしながら，単純に重複割当てを拒否するだけでは埋め込み可能な変数がすぐになく

なり，qubitを使い切る前に埋め込みが終了するという問題が発生する．簡単な例として，
図 4.5(a)に示す問題グラフにおいて，変数 1から順番にキメラグラフに埋め込むことを
考える．変数 1が図 4.5(b)に示すように左上の qubitに割当てられたとすると，変数 2～
6は最短経路に基づいて図 4.5(c)に示すように埋め込まれる．この時点で変数 1が割当て
られた qubitの隣接は全て使い切っているので，未使用 qubitが多く残っているにも関わ
らず変数 7～9が埋め込まれずに終了してしまう．この問題は変数 1の chain を伸ばす余
地が残されていないことに起因しており，解決策として提案アルゴリズムでは qubitの予
約という概念を導入する．最短経路探索の結果として重複割当てをせずに変数 xaddを埋
め込めると分かった場合，xaddは最短経路の起点 qubitに関連付けて chainを伸ばすため
に必要な qubitを予約する．起点 qubitがキメラグラフ内の完全 2部グラフの左側と右側
のどちらに位置するかに依存して予約される qubitは異なる．起点が左側に位置する場合
は図 4.6(a)に示すようにキメラグラフ上で縦方向に chainを伸ばすための qubitが予約さ
れ，右側に位置する場合は図 4.6(b)に示すようにキメラグラフ上で横方向に chainを伸ば
すための qubitが予約される．xaddが予約した qubitに対して xadd以外の変数を割当てる
ことは禁止され，xaddの全ての隣接変数の埋め込みが完了した時点で xaddによる予約が
解消される．予約制度の導入によって図 4.5(a)の問題グラフの全ての変数が埋め込めるよ
うになることを図 4.7を用いて示す．図 4.7(a)に示すように，変数 1がキメラグラフの左
上の qubitに割当てられると，その下の完全 2部グラフにある qubitが変数 1によって予
約される．変数 2～5が追加で埋め込まれた状態が図 4.7(b)であり，変数 2～5は chainを
横方向に伸ばすための qubitを予約する．図 4.7(c)に示すように，変数 6～9が埋め込まれ
る時点で変数 1の予約 qubitに対して変数 1が実際に割当てられ，新たに変数 1が割当て
られた qubitに隣接するように変数 6～9が割当てられる．以上のように，予約制度の導
入によって多くの変数と相互作用する変数が存在する場合でも，chain を伸ばしながら埋
め込んでいくことが可能となる．起点に関連させて予約する qubitの選び方は，問題グラ
フの中で最も相互作用の数が多い完全グラフの埋め込み方法を参考にすればよい．図 4.3

を見ると分かるように，完全グラフの埋め込みでは変数間の相互作用を表現するために完
全 2部グラフ内の濃い相互作用を利用し，相互作用する変数の種類を増やすために異なる
完全 2部グラフを跨ぐように chainを伸ばしている．予約制度ではこれを参考にして，起
点 qubitから異なる完全 2部グラフに向けて chain を伸ばせるように予約 qubitを決めて
いる．予約制度はキメラグラフの構造を利用したものであり，第 4.2節で挙げた「アルゴ
リズムの中身が相互作用の詳細に依存しない」という要件を満たしていないように思える
が，ハードウェアグラフが変更されたときでも完全グラフの埋め込みを参考にするという
方針の下で柔軟にアルゴリズムを修正することができる．
最後に，重複割当ての拒否による最短経路探索の計算時間低減について説明する．Cai
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図 4.5: 重複割当ての拒否により問題が発生する例
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図 4.6: 基点 qubitに関連して予約される qubit
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図 4.7: 予約制度の導入による埋め込みの改善
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図 4.8: Gpathに含まれる完全 2部グラフの例

のアルゴリズムでは重複割当てを許容しているため，変数が割当てられた qubitも含めて
ハードウェアグラフ全体で最短経路を探索する必要がある．一方で，提案したアルゴリズ
ムでは重複割当てを拒否するため，最短経路を探索するグラフGpathは未使用 qubitのみ
で構成すれば十分である．図 4.8に示すように，Gpathは利用済みの qubitを含む完全 2部
グラフ (青色)と，それらに隣接する完全 2部グラフ (赤色)のみで構成すれば良い．利用
済みの qubitがGpathから除かれることを考慮すると，Gpathの頂点数 |Vpath|とエッジの
数 |Epath|は赤色のセルに含まれるものが支配的であり，

|Vpath| ∼ O(|Vq|1/2), (4.5)

|Epath| ∼ O(|Vpath|), (4.6)

となる．ダイクストラ法の計算時間が式 (4.1)で与えられ，キメラグラフのエッジ数が式
(4.2)で与えられることを考慮すると，最短経路の計算時間だけを見ても Caiのアルゴリ
ズムに対して約 1/

√
|Vq|に減少する．

4.5 埋め込み性能の評価

本節では提案した埋め込みアルゴリズムの性能を評価する．
まず，処理時間に関連する最短経路の探索回数Npathと部分問題サイズNsubの qubit数

依存性を評価する．ここでは，図 4.9に示すように相互作用が薄い正方格子と，相互作用
が濃い完全グラフを問題グラフとして用意し，100から 10万 qubitのキメラグラフに部分
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図 4.9: 最短経路の探索回数と部分問題サイズの qubit数依存性の評価方法

問題を埋め込む．また，各 qubit数のキメラグラフに対して 100回部分問題の埋め込みを
実施し，平均と分散を評価した上で平均±標準偏差をエラーバー付きでプロットする．最
短経路の探索回数Npathの評価結果が図 4.10に示してある．問題グラフが正方格子と完全
グラフの場合のNpathの qubit依存性を線形近似により求めると

N
(grid)
path ∼ O(N1.27

q ), (4.7)

N
(complete)
path ∼ O(N0.84

q ), (4.8)

が得られる．ここで，Nqは qubit数を表す．一般的に実時間アルゴリズムはN3
q 以下が望

ましいと言われることを考えると，提案アルゴリズムにおける経路探索回数の qubit数依
存性は十分小さいと言える．図 4.11にはNsubの qubit数依存性を示す．問題グラフが正
方格子と完全グラフの場合のNsubの qubit数依存性を線形近似により求めると

N
(grid)
sub ∼ O(N0.90

q ), (4.9)

N
(complete)
sub ∼ O(N0.50

q ), (4.10)

が得られる．完全グラフに対しては，理論的に埋め込み可能な最大の部分問題サイズを埋
め込めている．正方格子では，理論的に埋め込み可能な部分問題サイズはO(N1.0

q )である
のに対して，評価結果ではO(N0.9

q )と近い依存性を示している．ここで重要なのは，完全
グラフの埋め込み方法 [92]を用いた場合は，問題グラフが正方格子であってもO(N0.5

q )の
部分問題しか埋め込めないのに対して，提案アルゴリズムを用いることでO(N0.9

q )の大き
な部分問題を埋め込めるということである．以上の評価結果から，最短経路の探索回数と
部分問題サイズの qubit数依存性は問題ないと言える．
次に，任意の 2変数間に対してランダムに相互作用を発生させたグラフ（Erdős-Rényi

graph）を問題グラフとしたときに，2048qubitのキメラグラフに埋め込まれる部分問題の
サイズを確認する．ここでは，問題グラフ上で相互作用を発生させる確率 Pbondを変化さ
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図 4.10: 最短経路の探索回数Npathの qubit数依存性
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図 4.11: 部分問題サイズNsubの qubit数依存性
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図 4.12: 部分問題サイズNsubの qubit数依存性

せて，キメラグラフに埋め込まれる部分問題サイズNsubを評価する．各 Pbondに対して
1個の問題グラフを生成し，部分問題を 100回埋め込んだときの平均と分散を評価した上
で，平均±標準偏差をエラーバー付きでプロットする．問題グラフの相互作用密度 Pbond

の減少に伴って部分問題サイズNsubは大きくなっており，問題グラフの相互作用をラン
ダムに発生させた場合でも，問題グラフに合わせて大きな部分問題を埋め込めていること
が分かる．
最後に，100 × 100変数の正方格子の問題グラフに提案アルゴリズムを適用したとき

に，2,048qubitのキメラグラフ上に埋め込まれた部分問題の例を図 4.13と 4.14に示す．
100× 100の各グリッドが 2値変数を表しており，部分問題としてキメラグラフ上に埋め
込まれた変数を黒く塗りつぶしてある．本章の第 4.2節で説明したように，部分問題のグ
ラフは木構造になっていないことが好ましいが，提案アルゴリズムによって埋め込まれた
部分問題は閉ループを多く含む構造になっていることが分かる．
以上の評価結果によって，提案アルゴリズムが期待通りの動作をしていることを確認で

きたと言える．

4.6 近傍範囲の拡大による解精度の改善

次に，大きな部分問題を解くことによる解精度への影響を，実際にD-Waveマシンを用
いて評価する．ここでは，10× 10× 10変数の 3次元 Isingモデルの基底状態探索に対し
て解精度を評価する．ハミルトニアンは

H0 = −
∑
⟨i,j⟩

Jijσiσj , (4.11)

P (Jij) = PFδ(Jij − J) + (1− PF)δ(Jij + J), (4.12)
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図 4.13: 正方格子の問題グラフからキメラグラフに埋め込まれた部分問題の例 1
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図 4.14: 正方格子の問題グラフからキメラグラフに埋め込まれた部分問題の例 2
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表 4.1: ハミルトニアンのパラメータ設定

モデル PF インスタンスの数 (NJ) 初期条件の数 (Ninit)

強磁性 1.0 1 32

スピングラス 0.5 8 8

で与えられる．ここで，⟨i, j⟩は 3次元格子上の最近接スピン対を，P (Jij)は相互作用 Jij

の確率分布を，PFは強磁性相互作用となる確率を，δはディラックのデルタ関数を表し，
Jij は+J と−J の 2種類の値をとる．PFは 1.0(強磁性相)と 0.5(スピングラス相)に設定
し，PF = 0.5に関しては {Jij}の実現値が異なる 8個のインスタンスに対する平均エネル
ギーを評価する．また，各インスタンスに対して強磁性モデルでは 32個の異なる初期条
件に対して，スピングラスモデルでは 8個の異なる初期条件に対してエネルギーを評価す
る (表 4.1参照)．
今回実施した最適化処理を図 4.15に示す．近傍範囲の拡大による山登り法の性能変化を

確認するため，部分問題を完全グラフの埋め込み [92]を用いて埋め込んだ場合と，提案ア
ルゴリズムを用いて埋め込んだ場合の 2パターンで解精度を評価する．完全グラフの埋め
込みを用いた場合，D-Waveマシンの qubitと相互作用の欠損を考慮すると 63変数しか埋
め込むことができないため，4× 4× 4変数の部分問題を抽出した後，1つの変数をランダ
ムに部分問題から除く．一方で，提案アルゴリズムを用いた場合は，部分問題サイズの平
均値は 380まで増加する．部分問題を埋め込んだ後に，D-Waveマシンによる最適化を実
行して 1, 000個の解候補を出力させる．次に，1, 000個の解候補の中から最もエネルギー
が低い解を選び，部分問題の変数の値を更新する．さらに，D-Waveマシンは熱ノイズ等
の影響によって極小からズレた解を出力している可能性があるので，デジタルコンピュー
タで 1スピンフリップによる山登り法を実行して極小値に到達させる．ここで実施した山
登り法は，1つのスピン変数をランダムに選択し，スピン変数の符号反転によってエネル
ギーが下がる場合に限って符号を変更する．山登り法による解の改善は，全ての変数に対
して符号反転によるエネルギー変化が 0以上になった時点で終了する．その後，全体のエ
ネルギーを計算し，これまでに得られた中で最小のエネルギーをもつ解を記録した後，再
度部分問題の埋め込みに戻って上記の処理を繰り返す．
今回評価する強磁性モデルとスピングラスモデルは，山登り法を含む近傍探索を用いて

基底状態を探索する場合に，近傍範囲の拡大が高精度化のための有効な手段になると期待
されるモデルである．近傍探索が苦手とする評価関数の形状は主に 2つあり，平坦な構造
をもつ評価関数と局所最適解を多く含む評価関数である．スピングラスモデルでは，強磁
性と反強磁性相互作用が同じ確率でランダムに配置されるので多数のフラストレーション
をもち，それらが複雑に絡み合うことで多くの局所最適解が発生すると考えられる（第 2.4

節参照）．このような評価関数では，近傍範囲を広げることで現状の暫定解より精度の高い
解に更新できる可能性が高まる（図 4.16）．一方で，強磁性モデルは全てのスピン変数が
同じ値となる自明な基底状態をもつにも関わらず，評価関数が平坦な構造をもつため，近
傍探索によって基底状態を見つけ出すことが難しくなる．ここで，評価関数が平坦な構造
をもつというのは，ある解の近傍範囲の中でエネルギーを最小化する解が多数存在するこ
とを指す．評価関数が平坦な構造をもつ場合，どのように解を更新していけばエネルギー
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図 4.15: 解精度の評価方法

を下げられるかが分からないため，近傍探索による解の改善が難しくなる（図 4.17参照）．
強磁性モデルで頻繁に発生するドメインウォールは，暫定解が平坦な構造に捕まっている
ことを表す特徴的な現象である．図 4.18(a)にドメインウォールが発生した状況を示す．ス
ピン変数は σ = +1の領域と σ = −1の領域に分かれており，σ = +1と σ = −1の領域
の境目がドメインウォールと呼ばれる．基底状態を得るためには 2つのドメインウォール
を一致させたいのであるが，ドメインウォールを左右に動かしてもエネルギーは変化しな
いため，片側のドメインウォールに関する局所的な情報を頼りにしてもエネルギーを下げ
るための更新方法を知ることはできない．しかしながら，図 4.18(b)のように 2つのドメ
インウォールを含む部分問題を考えた場合は，部分問題の中で少数派のスピンを多数派に
揃えた方がエネルギーが低くなるため，図 4.18(c)に示す最適解に近い状態に更新される．
以上のことから，フラストレーションとドメインウォールの両方に対して，部分問題を大
きくすることは有効な手段だと言える．
最後に，強磁性モデルとスピングラスモデルに対する解精度の評価結果を示す．各イン

スタンス {Jij}と初期条件σinitに対して，D-Waveマシンによる部分問題の最適化がNopt

回終了した時点でのエネルギーをE(Nopt, {Jij},σinit)とおき，

Eave(Nopt) ≡
1

NJNinit

∑
{Jij}

∑
{σinit}

E(Nopt, {Jij},σinit), (4.13)

Emin(Nopt) ≡
1

NJ

∑
{Jij}

[
min
σinit

E(Nopt, {Jij},σinit)

]
, (4.14)
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図 4.16: 多数の局所最適解をもつ評価関数で近傍範囲を拡大する効果
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図 4.17: 平坦な構造をもつ評価関数で近傍範囲を拡大する効果

図 4.18: ドメインウォールと近傍範囲を拡大する効果

43



-3.2

-3

-2.8

-2.6

-2.4

-2.2

-2

-1.8

 1  10  100

Optimal value

500

E
a

v
e
(N

o
p

t)
 /
 N

s
p

in

The number of iterations: Nopt

Complete graph embedding
Proposed algorithm

図 4.19: 強磁性モデルに対するEave(Nopt)/Nspinの評価結果

と定義する．ここで，NJ はインスタンスの数を，Ninitは初期条件の数を表す（表 4.1参
照）．また，インスタンス {Jij}に対する平均は配位平均と呼ばれる．強磁性モデルとスピ
ングラスモデルに対して，完全グラフの埋め込みを用いた場合と提案アルゴリズムを用い
た場合でEaveを比較したのが図 4.19と 4.20である．ここで，Nspin = 1, 000はスピン変数
の数を表し，エラーバーは標準偏差を表す．両方のモデルで提案アルゴリズムを用いた方
が高精度な解が得られており，部分問題埋め込みアルゴリズムの工夫による近傍範囲の拡
大が重要な意味をもつことを示している．強磁性モデルに関しては基底状態が自明であり，
3次元格子の基底エネルギーは−3となる．提案アルゴリズムを用いた場合は，Nopt = 43

の時点で初期条件 σinitに依存せずに基底状態が得られているのに対して，完全グラフの
埋め込みを用いた場合はNopt = 500の段階でも初期状態に依存して基底状態に到達でき
ていないものが存在する．スピングラスモデルに関しては，今回の評価と同じ Isingモデ
ルの基底エネルギーの配位平均が先行研究 [10]で評価されている．図 4.21は，完全グラ
フの埋め込みと提案アルゴリズムを用いた場合の Emin(Nopt)を示しており，点線は先行
研究 [10]で求められた値を示している．今回の評価によって高精度な解が得られているな
らば，Emin(Nopt)の評価値と先行研究 [10]の値は近い値となっているはずである．提案
アルゴリズムを用いた場合，先行研究 [10]の値はEmin(Nopt)の標準偏差の範囲内に位置
しており，山登り法の拡張のような単純な方法であっても近傍範囲の拡大によって高精度
な解が得られることを示している．

44



-1.8

-1.7

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

 1  10  100  1000

E
a

v
e
(N

o
p

t)
 /
 N

s
p

in

The number of iterations: Nopt

Complete graph embedding
Proposed algorithm

図 4.20: スピングラスモデルに対するEave(Nopt)/Nspinの評価結果
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図 4.21: スピングラスモデルに対するEmin(Nopt)/Nspinの評価結果

4.7 本章のまとめ

本章では従来の最適化手法と D-Waveマシンのハイブリッド手法について紹介した後，
ハイブリッド手法における部分問題の埋め込みアルゴリズムの重要性を説明した．D-Wave

マシンの将来的な発展も考慮すると，以下の要件を満たすアルゴリズムが必要となって
くる．

• 計算時間の qubit数依存性が小さい

• 最大限埋め込み可能な問題サイズと同等の部分問題を埋め込める
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• アルゴリズムの中身が相互作用の詳細に依存しない

マイナー埋め込みアルゴリズムはこれまでに多くの方法が提案されているが，上記の要件
を満たす方法は存在しない．このため，本章ではCaiのアルゴリズムをベースに部分問題
の埋め込みアルゴリズムを検討した．提案アルゴリズムは部分問題の埋め込みに照準を絞
ることでCaiのアルゴリズムを高速化しており，予約制度の導入によってエッジ数が多い
問題グラフにも対応できるようになっている．予約制度はキメラグラフの特徴を利用した
ものではあるが，「完全グラフの埋め込みを参考にする」という方針に従えば，ハードウェ
アグラフの変更に対して柔軟に対応できる．また，計算時間に直結する最短経路の探索回
数の qubit数依存性は O(N1.27

q )と小さく，部分問題サイズも埋め込み可能な最大サイズ
と近い qubit数依存性を示すことを確認できた．さらに，近傍探索が苦手とする評価関数
に対して，提案アルゴリズムを用いて大きな部分問題を埋め込むことで，完全グラフの埋
め込みを用いた場合に比べて高精度な解が得られることも確認した．これらの結果は，提
案アルゴリズムがハイブリッド手法の枠組みで重要なツールとなり得ることを示しており，
且つ将来的にD-Waveマシンの制約が変化した場合でも有望なアルゴリズムであることを
示している．
近い将来，D-Waveマシンが大規模な組合せ最適化問題を直接解けるようになる可能性

は低く，しばらくの間は部分問題に分割する等のハイブリッド手法が主流になると予想さ
れる．本章で提案したような部分問題の埋め込みに特化したアルゴリズムの高速化は，こ
れまでにない全く新しい考え方である．この研究成果を契機として，今後ハイブリッド手
法の効率的な実行に照準を絞った埋め込みアルゴリズムが活発に研究されることが期待さ
れる．
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第5章 整数変数で定義された最適化問題の分
割方法

5.1 本章の概要

本章では，前章で提案した埋め込みアルゴリズムを発展させて，整数変数で定義された
最適化問題（本論文では整数最適化問題と呼ぶ）の効率的な分割方法を検討する．第 2.3

節で説明したように，D-Waveマシンを用いる場合は整数変数を one-hot表示によって 2

値化して，Ising表現するのが基本となる．本章の第 5.2節では one-hot表示についておさ
らいし，one-hot表示した整数最適化問題を部分問題に分割する際の課題を示す．第 5.3節
では先行研究とその課題を説明し，第 5.4節でそれらの課題に対応した分割方法を提案す
る．第 5.5節では提案した方法によって効率的に高精度な解が得られることを示し，第 5.6

節は得られた結果に対する考察にあてられる．

5.2 one-hot表示と部分問題分割における課題

本節では one-hot表示についておさらいし，大規模問題を部分問題に分割する際の課題
を示す．ここでは簡単のため，1つの整数変数に絞って話を進めていく．
評価関数が整数変数 Si ∈ (1, 2, ..., Q)で定義されている場合，one-hot表示ではQ個の
ブール変数 {xqi}q=1,2,...,Qを割当てた上で，以下の制約条件（本論文では one-hot制約と
呼ぶ）:

Q∑
q=1

xqi = 1, (5.1)

を課す．そして，one-hot制約下で xqi = 1となっている場合に Si = qとする．或いは，
one-hot制約を満たしているという前提のもとで

Si =

Q∑
q=1

qxqi, (5.2)

と書くこともできる．Q = 4の場合に，Siを one-hot表示した様子を図 5.1に示す．ここ
で注意しなければならないのは，D-Waveマシンでは制約条件付きの組合せ最適化問題を
そのままの形で取り扱えないため，one-hot制約はペナルティ項:

λ

 Q∑
q=1

xqi − 1

2

, (5.3)
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図 5.1: Q = 4の場合の整数変数の one-hot表示
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図 5.2: 非効率的な部分問題の例

として評価関数に取り込まれるということである．つまり，D-Waveマシンを用いて整数
最適化問題を解く場合には，2Q個の組合せの中から one-hot制約を満たし，且つ評価関数
を最小化する組合せを探索することになる．one-hot制約を満たす組合せ（本論文では許
容解と呼ぶ）は Q個しか存在しないので，Qが増えるほど全体の組合せに占める許容解
の割合が減少する．このような one-hot表示の冗長性に起因して，one-hot表示した大規
模な整数最適化問題を部分問題に分割する際には，部分問題の解空間に許容解が可能な限
り多く含まれるように工夫する必要がある．例えば，Q = 4の整数変数の暫定解が Si = 1

の場合に，非効率的な部分問題への分割方法を図 5.2に示す．このような部分問題を抜き
出してしまった場合，部分問題の最適化による更新先の候補に許容解が含まれないため，
暫定解より評価関数値が小さい許容解を探索することはできない．本章の目的は，前章で
提案したアルゴリズムを発展させて，one-hot表示した整数最適化問題の効率的な分割方
法を提案することである．

5.3 one-hot制約下の分割に関する先行研究

ハイブリッド手法に特化したマイナー埋め込みの先行研究が存在しなかったのと同様に，
one-hot制約下の効率的な分割方法に関する先行研究も非常に少なく，調査した範囲で見
つかったのは 1件だけである．先行研究 [38]では広告配信の最適化を 2次割り当て問題
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として表現してD-Waveマシンを適用しており，ハミルトニアンは第 2.3節で示した巡回
セールスマンと同様の形となる．ここでは，巡回セールスマン問題のハミルトニアン:

H0 =

N∑
i=1

N∑
q=1

N∑
q′=1

d(q, q′)xqixq′,i+1 + λ1

N∑
q=1

(
N∑
i=1

xqi − 1

)2

+ λ2

N∑
q=1

 N∑
q=1

xqi − 1

2

,

(5.4)

を用いて先行研究の分割方法を説明する．前節の整数変数の one-hot表示では q方向にの
み one-hot制約が課せられていた [式 (5.3)]が，巡回セールスマン問題では q方向と i方向
の両方に one-hot制約が課せられる [式 (5.4)の第 2項と第 3項]ので，単純な整数最適化
問題よりも複雑な状況である．先行研究では，最初に q方向と i方向の one-hot制約を満
たす許容解を暫定解として設定する．図 5.3(a)に許容解の例を示してあり，それぞれの行
と列で xqi = 1が 1個ずつ配置されている．この暫定解を部分問題の最適化によって改善
していくにあたって，先行研究では図 5.3(b)に示すように xqi = 1となっているブール変
数を複数選択して赤枠で囲む．その上で，図 5.3(c)に示すようにそれぞれの赤枠を行方向
と列方向に伸ばした後，複数の赤枠に共通して含まれるブール変数を部分問題として抜き
出す [図 5.3(d)参照]．このようにして部分問題を抜き出すことで，部分問題の解空間に許
容解が必ず含まれることになり，この例では図 5.3(e)に示す許容解への遷移が可能となる．
図 5.3で示した方法で部分問題を抜き出した後，先行研究では完全グラフの埋め込みを用
いて部分問題をキメラグラフに埋め込んでいる．
ここで説明した方法には以下の 2つの課題がある．

• 完全グラフの埋め込みを用いているため部分問題のサイズが小さい

• 部分問題の解空間に one-hot制約を満たさな組合せが含まれる

次節では，one-hot制約が q方向にのみ課せられた整数最適化問題に対して，上記の課題
に対応する方法を検討していく．

5.4 効率的な分割方法の提案

大規模な整数最適化問題を分割する方法として，整数分割と 2値分割の 2つの方法を提
案する．整数分割は先行研究 [38]と同様の分割方法であるが，前章で提案したアルゴリズ
ムを発展させて大きな部分問題を埋め込めるように改良する．2値分割は部分問題の解空
間が許容解のみで構成される分割方法で，整数分割と比較して多くの許容解を解空間に含
む部分問題を抜き出すことができる．

5.4.1 整数分割の方法

整数分割では先行研究 [38]と同様の考え方によって部分問題を抜き出す．この方法で
は，暫定解で Si = q となっている整数変数に対して，xqi = 1のブール変数に加えて，
xq′i = 0(q′ ̸= q)のブール変数の少なくとも 1つ以上を部分問題として抜き出す．整数分割
の簡単な例を図 5.4に示す．この例では，部分問題の最適化によって Si = 2や Si = 3に
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図 5.3: 先行研究 [38]の分割方法
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図 5.4: 整数分割の例

更新される可能性がある．図 5.4では簡単のため 1つの整数変数を用いて説明したが，実
際の整数最適化問題は複数の整数変数によって定義されるので，それぞれの整数変数に対
して同様の処理をして部分問題を抜き出す．また，整数変数が多い場合には部分問題に含
まれない整数変数も発生する．
整数分割を実際に利用する際には，整数分割の条件を満たす大きな部分問題をどのよ
うにして埋め込むかが課題となる．前章で提案した部分問題の埋め込みアルゴリズムは
埋め込み易い変数のみで部分問題を構成していた．一方で，整数分割では one-hot制約に
起因して埋め込まれるべき変数が決められる．このため，整数分割で前章のアルゴリズム
を利用するためには，「埋め込み易い変数」と「埋め込まれるべき変数」という 2つの要素
を両立するように修正を加える必要がある．ここでは，「埋め込むべき変数」の存在を考慮
してブール変数の埋め込み順序を工夫することにした．具体的には，最初に整数変数 Sinit

をランダムに 1つ選択し，Sinitに割当てられたブール変数を埋め込んだ後，以下の手続き
に沿って次に埋め込まれるブール変数を選択する．ここで，以下の文章に出てくる「埋め
込み済みの整数変数」とは，整数変数に割当てられたブール変数が既にハードウェアグラ
フ上に埋め込まれた整数変数を指す．

1. 埋め込み済みの整数変数 Sctrを埋め込んだ順番に選択する．

2. Sctrに隣接する未埋め込みの整数変数 {Si}を取得する．

3. 隣接変数 {Si}の中から整数変数 Siをランダムに 1つ選択する．

4. 整数変数 Siに割当てられたブール変数 {xqi}q=1,2,...,Qを取得する．

5. {xqi}の中から，暫定解において xqi = 1となっているブール変数を選択してハード
ウェアグラフに埋め込む．

6. {xqi}の中から，暫定解において xqi = 0となっているブール変数をランダムな順番
でハードウェアグラフに埋め込む．

提案アルゴリズムでは重複割当てが必要な場合に埋め込みを諦めるため，Siに割当てられ
たブール変数 {xqi}q=1,2,...,Qの埋め込みが終了した時点で，以下の要件を満たしているか
を確認する必要がある．
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図 5.5: 部分問題から除外するべき例

• xqi = 1のブール変数を含めて 2つ以上のブール変数の埋め込みに成功している．

図 5.5に示すように，もしこの要件を満たしていない場合は Siを部分問題として含めるべ
きではなく，埋め込みに成功したブール変数をハードウェアグラフ上から取り除かなけれ
ばならない．前章のアルゴリズムに埋め込み順序の修正を加えることで，整数分割の要件
を満たす部分問題を埋め込めることは第 5.5節で示す．

5.4.2 2値分割の方法

2値分割の方法では，部分問題の解空間が許容解のみで構成されるように分割する．2

値分割では以下の手順に沿って部分問題をハードウェアグラフに埋め込む（図 5.6参照）．

1. 全ての整数変数に対して，xqi = 1のブール変数に加えて，xq′i = 0(q′ ̸= q)のブー
ル変数を 1つランダムに選択して部分問題として抜き出す．このように部分問題を
抜き出した場合，各整数変数で探索可能な許容解は 1つに絞られるため，「暫定解を
維持する」か「探索可能な許容解に遷移する」かの 2択問題に落とし込むことがで
きる．

2. 上記の 2択を表す新たな 2値変数 {yi}i=1,2,...,N（yi = 0: 維持，yi = 1: 遷移）をそ
れぞれの整数変数に対して導入し，2値の部分問題を生成する．

3. 2値の部分問題に対して部分問題の埋め込みアルゴリズムを適用して，{yi}の一部
をキメラグラフに埋め込む．

次に，{yi}i=1,2,...,N で定義される 2値の部分問題のハミルトニアンを示す．もともとの
問題のハミルトニアンが xqi ∈ (0, 1)を用いて

H0 =
∑

(ij)∈Ep

Q∑
q=1

Q∑
q′=1

Qqq′

ij xqixq′j +
∑
i∈Vp

∑
q

Qqq
ii xqi + λ

∑
i∈Vp

 Q∑
q=1

xqi − 1

2

, (5.5)

で与えられているとする．ここで，Qqq′

ij は xqiと xq′j の相互作用を，
∑

i∈Vp
は全ての整数

変数に対する和を，
∑

(ij)∈Ep
は相互作用する整数変数のペアに対する和を表す．この場合
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図 5.6: 2値分割の方法の説明図

の 2値の部分問題のハミルトニアンHBinaryは

HBinary =
∑

(ij)∈Ep

Rijyiyj +
∑
i∈Vp

Riiyi, (5.6)

Rij = Q
αiαj

ij −Q
αiβj

ij −Q
βiαj

ij +Q
βiβj

ij , (5.7)

Rii =
∑
k∈∂i

(Qβiαk
ik −Qαiαk

ik )−Qαiαi
ii +Qβiβi

ii , (5.8)

となることが容易に示せる．ここで，暫定解において Si = αiであり，βiは Siの遷移先の
候補を表す．2値の部分問題を定義する 2値変数 {yi}は許容解の間の遷移を表しているの
で，2値の部分問題に含まれる全ての状態は one-hot制約を満たしている．このため，式
(5.6)にはペナルティ項が含まれていない．ペナルティ項が xqi と xq′i の間で全結合相互
作用を発生させることも考慮すると，2値分割の長所として以下の 3つを挙げることがで
きる．

• 部分問題の解空間が許容解のみで構成される．

• 2値の部分問題では相互作用が少なくなっており，多くのブール変数を埋め込める．

• ペナルティ項の強さを決めるパラメータ λを調整する手間が省ける．

特に 1番目と 2番目の長所によって，2値分割で抽出した部分問題の解空間には，整数分
割で抽出した場合に比べて多くの許容解が含まれるようになる．一方で，各整数変数に対
して 2つの状態しか考慮していないことに起因して，次節で示すように強磁性 Pottsモデ
ルにおける性能が著しく悪化する．
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表 5.1: ハミルトニアンのパラメータ設定

モデル Jij ∆ij

強磁性 Pottsモデル +1 0

反強磁性 Pottsモデル -1 0

Pottsグラスモデル +1(50%) or -1(50%) 0

Pottsゲージグラスモデル -1 0(50%) or +1(25%) or -1(25%)

5.5 評価結果

本節では，部分問題の分割方法を工夫することで高精度な解を効率的に得られることを
示した後，部分問題の解空間に含まれる許容解の数を整数分割と 2値分割で比較する．ま
た，整数分割によって想定通りの部分問題が埋め込めていることも確認する．

5.5.1 解精度の比較

まず，前章の部分問題埋め込みアルゴリズムを整数最適化問題に直接適用した場合に比
べて，整数分割と 2値分割を用いた方が高精度な解を少ない繰り返し回数で得られること
を示す．問題設定は，10× 10× 10変数の 3次元Pottsモデル [96]の基底状態探索とする．
Pottsモデルとは Isingモデルを一般化したモデルで，ハミルトニアンが整数変数によって
定義される．今回の評価では以下のハミルトニアンで与えられる Pottsモデルを用いる．

Hpotts = −
∑
⟨i,j⟩

Jijδ (Si, Sj +∆ij) . (5.9)

ここで，Si ∈ (1, 2, 3, 4)，∆ij ∈ (−1, 0,+1)，Jij ∈ (−1,+1)であり，δはクロネッカーの
デルタを表す．また，

∑
⟨i,j⟩は 3次元格子上で隣接する整数変数のペアに対する和を表す．

ハミルトニアンに含まれるパラメータは表 5.1に示すように設定され，以下の 4種類のモ
デルに対して解精度を評価する．

• 強磁性 Pottsモデル

• 反強磁性 Pottsモデル

• Pottsグラスモデル

• Pottsゲージグラスモデル

強磁性と反強磁性 Pottsモデルは全ての局所エネルギーを最小化する自明な基底状態をも
つ．一方で，Pottsグラスモデルと Pottsゲージグラスモデルにはフラストレーションが
存在し，ハミルトニアンが多くの局所最適解をもつことが予想される [97–99]．
Pottsモデルのハミルトニアン [式 (5.9)]を one-hot表示すると

H0 = −
∑
⟨i,j⟩

Jij

4∑
q=1

xqixq−∆ij ,j + λ
1000∑
i=1

 4∑
q=1

xqi − 1

2

, (5.10)

54



�����������

Si Sj

x1i

x2i

x3i

x4i

x1j

x2j

x3j

x4j

��������	��� �
������	���

Jij

Jij

Jij

Jij

Si Sj

x1i

x2i

x3i

x4i

x1j

x2j

x3j

x4j

Jij

Jij

Jij

Jij

Si Sj

x1i

x2i

x3i

x4i

x1j

x2j

x3j

x4j

Jij

Jij

Jij

Jij

図 5.7: 隣接する整数変数に割当てられたブール変数間の相互作用

となる．ここで，第二項は one-hot制約に起因するペナルティ項であり，式 (5.9)と式 (5.10)

の基底状態を一致させるためには λを十分大きな正の値に設定しなければならない．隣接
する整数変数間の相互作用が，one-hot表示でどのように表現されるかを示したのが図 5.7

である．ブール変数間の相互作用の強さは全て Jij で与えられるが，∆ij の値に依存して
相互作用するブール変数のペアが異なる．
今回の評価で実行した最適化処理を図 5.8に示す．部分問題への分割方法の違いによる

解精度への影響を確認するため，部分問題をランダム分割，整数分割，2値分割の 3つの
方法で抜き出して比較する．ここで，ランダム分割では one-hot制約の構造を無視して，
前章の部分問題埋め込みアルゴリズムを直接適用する．部分問題は D-Waveマシンを用
いて最適化する．D-Waveマシンに 1000個の近似解を出力させ，部分問題の変数は最も
エネルギーの低い解の値に更新される．ここで，D-Waveマシンの出力は近似解であり，
マシン内部の熱ノイズ等の影響も受けて one-hot制約を満たさない解や，局所最適解から
ズレた解が出力される可能性があることに注意が必要である．そこで，本評価では古典
コンピュータによる事後処理として制約の修復と山登り法による極小化を行う．制約の修
復では，one-hot制約を破っているブール変数 {xqi}q=1,2,3,4 を整数変数単位で抜き出し，
one-hot制約を満たす組合せの中でエネルギーを最も小さくするものに更新する．この処
理を one-hot制約を破っている全てのブール変数 {xqi}q=1,2,3,4に対して実行し，D-Wave

出力の近傍にある許容解を作り出す．その後，山登り法による極小化では整数変数 Siを
ランダムに 1つ選択し，エネルギーを最も小さくする値に Siを更新する．全ての整数変
数に対して，Siの更新によるエネルギー変化が 0以上になった時点で山登り法による改良
が終了する．最後に，最適化処理の中で得られた最もエネルギーの低い解を記憶して，上
記の処理を繰り返す．
評価条件は表 5.2に示した通りである（λの設定理由に関しては付録.Aを参照）．Potts

グラスモデルとPottsゲージグラスモデルに関しては，それぞれ表 5.1に示した確率に従っ
て {Jij}と {∆ij}の実現値が異なる 8個の問題を生成して平均を取る．各インスタンス
{Jij}, {∆ij}と初期条件σinitに対して，D-Waveマシンによる部分問題の最適化がNopt回
終了した時点でのエネルギーを E(Nopt, {Jij}, {∆ij},σinit)とおいたとき，各モデルに対
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図 5.8: 解精度の評価方法

表 5.2: 評価条件

モデル インスタンスの数（Nproblem） 初期条件の数（Ninit） λ

強磁性 Pottsモデル 1 16 3.3

反強磁性 Pottsモデル 1 16 1.0

Pottsグラスモデル 8 8 3.3

Pottsゲージグラスモデル 8 8 3.3

して

Eave(Nopt) ≡
1

NproblemNinit

∑
{Jij}

∑
{∆ij}

∑
σinit

E(Nopt, {Jij}, {∆ij},σinit), (5.11)

を評価する．ここで，2値分割を用いた場合には，部分問題が one-hot制約のペナルティ
項を含まないので λを決める必要はない．表 5.2の λはランダム分割と整数分割を用いた
場合に利用する．
強磁性 Pottsモデルと反強磁性 Pottsモデルに対する評価結果を図 5.9と 5.10に示す．

横軸はD-Waveマシンによる部分問題の最適化を繰り返した回数を表し，Nintegerは整数
変数の数（Ninteger = 1, 000)を表す．強磁性 Pottsモデルの基底エネルギーは-3であり，
反強磁性 Pottsモデルの基底エネルギーは 0である．これらのモデルでは予想に反して，
ランダム分割と整数分割の解精度がほぼ同等となっている．また，2値分割に関しては，
反強磁性 Pottsモデルではランダム分割に対して少ない繰り返し回数で最適解が得られて
いるが，強磁性Pottsモデルではランダム分割に対して解精度が悪化している．図 5.11と
5.12は Pottsグラスモデルと Pottsゲージグラスモデルに対する評価結果である．これら
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図 5.9: 強磁性 Pottsモデルに対する解精度の評価結果

のモデルでは，ランダム分割に対して整数分割と 2値分割の解精度が良くなるという期待
通りの結果が得られている．また，その中でも 2値分割の解精度が最も良い．ここでの評
価結果に対しては，以下の 3つの疑問が湧く．

1. 強磁性と反強磁性 Pottsモデルで，ランダム分割の解精度が改善しないのは何故か．

2. 強磁性 Pottsモデルで 2値分割の解精度が著しく悪化するのは何故か．

3. 強磁性 Pottsモデル以外で 2値分割の解精度が最も良いのは何故か．

これらの疑問に関しては次節で考察する．ここでの評価結果で注目すべきことは，フラス
トレーションが存在し，基底状態を探索するのが難しいと考えられる Pottsグラスモデル
と Pottsゲージグラスモデルに対して，分割方法の工夫によって高精度な解が得られてい
るということである．

5.5.2 部分問題に含まれる許容解の数

次に，整数分割と 2値分割を用いて抜き出した部分問題に含まれる許容解の数を比較す
る．ここでは，Pottsゲージグラスモデルに対して 1,000回部分問題を埋め込んだ時の平
均性能を示す．3つの分割方法に対して，前章で提案した部分問題埋め込みアルゴリズム
を用いた場合と完全グラフの埋め込みを用いた場合で，部分問題の解空間に含まれる許容
解の数Nfeasubleを比較したのが表 5.3である．ただし，完全グラフの埋め込みを用いた場
合は埋め込む変数を自由に選べるので，敢えてランダム分割との組合せを考える意味はな
い．提案アルゴリズムを用いた場合の許容解の数は，全ての分割方法で完全グラフの埋め
込みを用いた場合より多くなっていることが分かる．また，整数分割と 2値分割を用いる
ことで，部分問題の解空間に含まれる許容解の数がランダム分割に対して増加している．
整数分割に対して，2値分割の方が許容解の数が多くなる理由としては以下の 2つが考え
られる．
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図 5.10: 反強磁性 Pottsモデルに対する解精度の評価結果
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図 5.11: Pottsグラスモデルに対する解精度の評価結果
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図 5.12: Pottsゲージグラスモデルに対する解精度の評価結果

表 5.3: 部分問題の解空間に含まれる許容解の数: logNfeasible

前章で提案した埋め込みアルゴリズム 完全グラフの埋め込み

ランダム分割 25.3 -

整数分割 33.9 9.6

2値分割 122.8 19.3

• 2値分割によって抜き出した部分問題の解空間は許容解のみを含む

• 2値分割の部分問題の方が多くのブール変数をキメラグラフ上に埋め込める

2番目の理由は，2値分割の部分問題のハミルトニアンが one-hot制約のペナルティ項を
含まないことが重要な寄与をしている．つまり，ペナルティ項は同じ整数変数に割当てら
れたブール変数間に全結合相互作用を発生させるが，2値分割で抜き出した部分問題のハ
ミルトニアンはペナルティ項を含まない．この結果として，部分問題の相互作用の数が整
数分割に対して減少し，多くのブール変数を埋め込めるようになる．部分問題埋め込みア
ルゴリズムを用いてキメラグラフ上に埋め込まれたブール変数の数を，それぞれの分割方
法で比較したのが表 5.4である．

表 5.4: 各分割方法でキメラグラフ上に埋め込まれたブール変数の数

分割方法 ブール変数の数

ランダム分割 354.1

整数分割 225.6

2値分割 408.1
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表 5.5: 各整数変数で埋め込まれたブール変数の数の内訳

ブール変数の数 割合 [%]

2 22.1

3 12.2

4 65.7

また，前章の部分問題の埋め込みアルゴリズムを用いて整数分割の部分問題が想定通り
埋め込まれていることも確認する必要がある．2値分割では 2値の部分問題を抜き出すた
め，整数分割では各整数変数に割当てられた 4つのブール変数の中で 3つ以上が埋め込ま
れていることが望ましい．部分問題に含まれる各整数変数に対して，埋め込まれたブール
変数の数の内訳を示したのが表 5.5である．部分問題に含まれる整数変数の中で 65.7%は
4つのブール変数が全て埋め込まれており，3つ以上のブール変数が埋め込まれる割合は
77.9%となっている．この結果から，整数分割では 2値分割とは異なる部分問題を埋め込
めていると言える．

5.6 考察

本節では，解精度の評価において得られた以下の 3つの疑問に対する考察にあてられる．

1. 強磁性と反強磁性 Pottsモデルで，ランダム分割の解精度が改善しないのは何故か．

2. 強磁性 Pottsモデルで 2値分割の解精度が著しく悪化するのは何故か．

3. 強磁性 Pottsモデル以外で 2値分割の解精度が最も良いのは何故か．

最初の疑問に対する答えとして考えられるのは，強磁性や反強磁性 Pottsモデルでは
one-hot制約を破る組合せを経由して現状の暫定解を改善していけることが挙げられる．
つまり，one-hot制約を破る組合せであるにも関わらず，現状の暫定解よりもエネルギー
が低い組合せが近傍に存在し，この組合せを経由してさらにエネルギーの低い許容解に到
達できる（図 5.13参照）．ここでは，簡単のため 1次元強磁性 Pottsモデルを例にとって
説明する．1次元 Pottsモデルでは各整数変数が隣接する 2つの整数変数と相互作用して
おり，図 5.14(a)は one-hot表示した場合の問題グラフを示している．整数変数 Siと Si+1

の間の局所エネルギー −Jδ(Si, Sj)（Si = Sj のときに局所エネルギーが小さくなる）は
ブール変数を用いて

−J
Q∑

q=1

xqixq,i+1, (5.12)

と表され，xqi = xq,i+1 = 1(Si = Si+1 = q)の場合に−J となり，xqi = xq′,i+1 = 1(Si =

q, Si+1 = q′ ̸= q)の場合に 0となる．ここで，現状の暫定解が図 5.14(a)となっている状
況で，これを改善するために x1iが部分問題として選択されたとする．当然ながら，この
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図 5.13: one-hot制約を破る状態を経由した暫定解の改善
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図 5.14: 1次元強磁性 Pottsモデルにおける暫定解の改善例

部分問題は更新先の候補に許容解を含まない．部分問題の変数を x1i = 0から x1i = 1に
更新した場合のエネルギー変化∆Eは

∆E = −2J + λ, (5.13)

となる．ここで，第一項は x1,i−1 = x1i = x1,i+1 = 1となることで得するエネルギーを
表しており，第二項は one-hot制約を破ることによるペナルティを表している [図 5.14(b)

参照]．1次元強磁性 Pottsモデルの基底状態を正しく表現するためには λ > J で十分で
あることは簡単に示すことができ，J < λ < 2J と設定されている場合は one-hot制約を
破るにも関わらずエネルギーが減少（∆E < 0）する．つまり，わざわざ整数分割のよう
な方法を用いるまでもなく，one-hot制約を破る組合せを経由して暫定解を改善していけ
る．ここで重要なことは，x1iの更新によって複数のブール変数間の局所エネルギーが同
時に最小化されていることであり，その結果として制約を破ることによるペナルティを打
ち消してエネルギーが下がっていることである．複数の局所エネルギーを同時に最小化で
きるか否かは問題に依存して決まり，フラストレーションが存在する Pottsグラスモデル
や Pottsゲージグラスモデルではこのような状況は発生しにくい．一方で，強磁性や反強
磁性Pottsモデルの基底状態では全ての整数変数間の局所エネルギーを最小化できるため，
ランダム分割を用いても暫定解を改善していけると考えられる．
2番目の疑問に対する答えとして，2値分割を用いた場合はドメインウォールを解消で

きる部分問題が選択されにくいことが挙げられる．ここでも，簡単のため 1次元強磁性
Pottsモデルを例にとって説明する．10個の整数変数をもつ 1次元強磁性 Pottsモデル

61



�

�

�

�

�

�

�

�

S1 S2

q=1

q=2

q=3

q=4

�

�

�

�

S3

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

S4 S5 S6 S7 S8 S9 S10

��������

図 5.15: 1次元強磁性 Pottsモデルにおけるドメインウォールの例
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図 5.16: Si = 1の最適解に更新可能な部分問題

でドメインウォールが発生した状況を図 5.15に示してあり，{Si = 1|i = 1, 2, ..., 5}と
{Si = 2|i = 6, 7, ..., 10}の 2つの領域に別れている．この暫定解に対して 2値分割を用い
てドメインウォールを解消するためには，以下に示す 2値の部分問題のいずれかを抜き出
さなければならない．

• S6から S10に関する 2値の部分問題として，q = 1に割当てられたブール変数を選択

• S1から S5に関する 2値の部分問題として，q = 2に割当てられたブール変数を選択

• 全ての整数変数で，q = 3に割当てられたブール変数を 2値の部分問題として選択

• 全ての整数変数で，q = 4に割当てられたブール変数を 2値の部分問題として選択

1番目と 3番目の部分問題で抜き出されるブール変数を図 5.16と 5.17に示す．2値分割で
は xq′i = 0となっているブール変数をランダムに選択するため，1番目と 2番目の部分問題
が選択される確率は (1/3)5であり，3番目と 4番目の部分問題が選択される確率は (1/3)10

となる．この確率は整数変数の数に対して指数関数的に減少するため，ドメインウォール
を 2値分割を用いて解消するのは難しい．
3番目の疑問に対する答えとして，暫定解を改善可能な更新先が複数存在することが挙

げられる．ここでは，1次元反強磁性Pottsモデルを例にとって説明する．反強磁性Potts

モデルにおける整数変数間の局所エネルギーは Jδ(Si, Sj)（Si ̸= Sj のときに局所エネル
ギーが小さくなる）であり，図 5.18(a)に示した暫定解では Si−1と Siの間の局所エネル
ギーが最大化されている．この暫定解を改善するため，Siを更新することを考える．この
場合は，Si = 1または Si = 3に更新することで暫定解を改善できるため，暫定解を改善
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図 5.17: Si = 3の最適解に更新可能な部分問題
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図 5.18: 1次元反強磁性 Pottsモデルにおける暫定解の改善例

可能な 2値の部分問題が複数存在することが分かる [図 5.18(b)参照]．結果として，反強
磁性 Pottsモデルでは 2値問題に落とし込んでも暫定解の改善を続けていける可能性が高
い．このように，2値問題に限定しても特段の問題が発生しない状況であれば，部分問題の
解空間に許容解を多く含む 2値分割を用いるのが最も効率的と考えられる．同様のことは
PottsグラスモデルやPottsゲージグラスモデルに対しても言える．ここでは，Pottsゲー
ジグラスモデルを例に図 5.19を用いて説明する．このモデルにはフラストレーションが存
在し，全ての整数変数間の局所エネルギー−Jδ(Si, Sj +∆ij)を最小化することはできな
い．基底状態では 1つの整数変数間の局所エネルギーが最大化されており，図 5.19(a)に
示した例では S1と S4の間の相互作用が最大化されている．図 5.19(b)には 2つの整数変
数間の局所エネルギーが最大化された第一励起状態が示されている．ここで，図 5.19(b)

の第一励起状態を改善するために，S4を更新することを考える．この場合は，S4 = 1ま
たは S4 = 2に更新することで基底状態に到達することができ，Pottsゲージグラスモデ
ルでも第一励起状態を改善可能な 2値の部分問題が複数存在することが分かる [図 5.19(c)

参照]．Pottsゲージグラスモデルのようなフラストレーションが存在するモデルでは，局
所エネルギーを最大化させたまま残しておく整数変数ペアの選び方が複数存在することに
対応して，第一励起状態を改善できる部分問題の数が増加する．以上の理由から，強磁性
Pottsモデルを除くすべてのモデルに対して，2値分割を用いた場合の性能が最も高くなっ
たと考えられる．
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図 5.19: 1次元反強磁性 Pottsモデルにおける暫定解の改善例

5.7 本章のまとめ

本章では one-hot表示した整数最適化問題を効率的に分割する方法を検討した．特に，
先行研究 [38]の以下の 2つの課題:

• 完全グラフの埋め込みを用いているため部分問題のサイズが小さい

• 部分問題の解空間に one-hot制約を満たさな組合せが含まれる

に対応する方法として，整数分割と 2値分割を提案した．整数分割では，前章で提案した
埋め込みアルゴリズムを用いて先行研究 [38]の分割方法を実現することで，完全グラフを
用いた場合に比べて部分問題の解空間に含まれる許容解の数を増やすことができる．2値
分割では部分問題の解空間が許容解のみで構成される分割方法を検討し，許容解の数が整
数分割に対して増加することを確認した（表 5.3参照）．また，基底状態探索が難しくな
るフラストレーションが存在するモデル（Pottsグラスモデル，Pottsゲージグラスモデ
ル）に対して，ランダム分割よりも整数分割や 2値分割を適用した方が高精度な解を少な
い繰り返し回数で得られるという結果が得られた．2値分割では 2値問題に落とし込むこ
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とが原因で性能が悪化する場合もあるが，部分問題の解空間に許容解が最も多く含まれて
いるため，状況に応じて上手く使い分ければ強力な方法になり得ると期待される．当然な
がら，部分問題を埋め込む際に毎回同じ分割方法を使い続ける必要はなく，2値分割と整
数分割を組み合わせることでより汎用的な方法になる可能性もある．また，現状ではラン
ダムに選択している 2値の部分問題の抜き出し方に工夫を加えられれば，それは有効な改
善になり得る．ここで提案した分割方法には未だ改善の余地が残されていると考えられ，
それを検討していくのは今後の課題である．
実応用で表れる多くの組合せ最適化問題は整数変数で定義されるため，大規模な問題を

効率的に分割する方法は必須の技術である．また，one-hot制約下の分割方法は D-Wave

マシンの適用に限った話ではなく，デジタルアニーラー [100]等の Isingマシンを用いて整
数最適化問題を解く場合に共通して必要となる基盤技術である．今後，Isingモデルベー
スの最適化が発展していくためには，整数最適化問題の取り扱い方を充実させていくこと
が重要と考えられる．
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第6章 量子揺らぎのスケジューリングによる
高速化

ここからが本論文の後半部分であり，第 6章から第 8章ではQAの高速化に関する理論
的な研究の結果がまとめられている．

6.1 本章の概要

本章では，短いアニーリング時間で基底状態を得ることを目指して，QAのハミルトニ
アン ĤQA(t)の時間依存性を工夫することを考える．また，後半では SAのダイナミクス
を記述するマスター方程式と虚時間シュレーディンガー方程式の対応関係に着目し，SA

における効率的なスケジューリングについて検討する．本論文では，ĤQA(t)の時間依存
性をスケジューリングと呼ぶことにする．第 6.2節ではスケジューリングを効率化するに
あたって重要な指針となる断熱定理を導出する．第 6.3節では断熱定理に基づいてQAの
効率的なスケジューリングを検討し，高い成功確率を得るために必要なアニーリング時間
のスケジューリング依存性を調べる．ここで，本論文では基底状態が得られる確率を成功
確率と呼び，励起状態が得られる確率を失敗確率と呼ぶ．第 6.4節では，十分長いアニー
リング時間をかけたときの失敗確率のスケジューリング依存性を調べる．第 6.5節と 6.6

節では，グローバー問題と数分割問題に対して第 6.3節で検討したスケジューリングを適
用し，短いアニーリング時間で高い成功確率が得られるようになることを示す．第 6.7節
以降が本章の後半部分であり，第 6.7節でマスター方程式と虚時間シュレーディンガー方
程式の対応関係を示し，虚時間シュレーディンガー方程式に基づいたQA（QA-IT）の効
率的なスケジューリングは，SAの温度揺らぎのスケジューリングの効率化に役立つこと
を説明する．第 6.8節では虚時間シュレーディンガー方程式の断熱定理を導出し，第 6.2

節で導出した断熱定理と比較する．第 6.9節では，QA-ITを用いてグローバー問題を解い
たときの失敗確率を解析計算と数値計算によって評価し，第 6.8節の断熱定理から予想さ
れるものと異なる結果が得られることを示す．第 6.10節はQA-ITの効率的なスケジュー
リングに対する考察にあてられる．

6.2 断熱定理の導出

QAではハミルトニアン ĤQA(t)を十分ゆっくり変化させ，各時刻の基底状態を辿るこ
とで解きたい問題の最適解を得る．QAの過程で励起状態への遷移を防ぎ，基底状態を維
持するための条件を表すのが断熱定理である [59]．本節では断熱定理を導出する．
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量子系の時間発展はシュレーディンガー方程式:

i
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = ĤQA(t) |ψ(t)⟩ , (6.1)

で記述される．ここで，|ψ(t)⟩は系の状態ベクトルを表し，簡単のため ℏ = 1とした．第
2.2節で説明したように，アニーリング時間を τ とおくと，ĤQA(t = 0) = Ĥq, ĤQA(t =

τ) = Ĥ0となるように制御される．Ĥ0は解きたい問題の評価関数を表し，Ĥqは量子揺ら
ぎを導入するためのハミルトニアンである．まず，以降の計算でアニーリング時間 τ の次
数を分かり易くするため，時間 tをアニーリング時間 τ で規格化する．

u ≡ t

τ
. (6.2)

また，QAのハミルトニアンと状態ベクトルも uの関数とみなし，関数形は変わるが同じ
文字を用いて ĤQA(u), |ψ(u)⟩と書くことにする．式 (6.1)のシュレーディンガー方程式を
uを用いて書き換えると

i

τ

∂

∂u
|ψ(u)⟩ = ĤQA(u) |ψ(u)⟩ , (6.3)

となる．次に，各時刻 uでの基底状態との重なりを調べるため，|ψ(u)⟩を ĤQA(u)の固有
ベクトル |k(u)⟩を用いて展開する．

|ψ(u)⟩ =
∑
k

Ck(u)e
−iτϕk(u) |k(u)⟩ , (6.4)

ϕk(u) ≡
∫ u

0
εk(u

′)du′, (6.5)

ĤQA(u) |k(u)⟩ ≡ εk(u) |k(u)⟩ . (6.6)

これを式 (6.3)に代入し，左から ⟨j(u)|を掛けると

dCj(u)

du
e−iτϕj(u) +

∑
k

Ck(u)e
−iτϕk(u)

⟨
j(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩ = 0, (6.7)

となる．j ̸= kの場合は，式 (6.6)の両辺を uで微分し，左から |j(u)⟩をかけると⟨
j(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩ = − 1

εj(u)− εk(u)

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤQA(u)

du

∣∣∣∣∣ k(u)
⟩
, (6.8)

と変形できる．一方で，j = kの場合は以下に示すように位相の設定を工夫することで⟨
k(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩ = 0, (6.9)

と設定することができる．まず，|k′(u)⟩ ≡ eiθ(u) |k(u)⟩と定義して両辺を uで微分し，左
から ⟨k(u)|を掛けると⟨

k′(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k′(u)⟩ = i

dθ(u)

du
+

⟨
k(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩ , (6.10)
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が得られる．また，シュレーディンガー方程式ではノルムが保存することから，

0 =
d

du
⟨k(u)|k(u)⟩ =

⟨
k(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩+

⟨
k(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩∗

(6.11)

が成り立つため，右辺の第一項が純虚数であることが分かる．このことから，j = kの場
合は位相を適切に選ぶことで，常に式 (6.9)を満たすことができる．式 (6.8)と (6.9)を式
(6.7)に代入すると

dCj(u)

du
=
∑
k ̸=j

Ck(u)
1

∆jk(u)

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤQA(u)

du

∣∣∣∣∣ k(u)
⟩
eiτ∆ϕjk(u), (6.12)

∆εjk(u) ≡ εj(u)− εk(u), (6.13)

∆ϕjk(u) ≡
∫ u

0
∆εjk(u

′)du′, (6.14)

が得られる．∆εjk(u)は第 j励起状態と第 k励起状態のエネルギーギャップと呼ばれる．式
(6.12)の両辺を積分すると，各時刻の展開係数は

Cj(u) = Cj(0) +
∑
k ̸=j

∫ u

0
du′Ck(u

′)
1

∆εjk(u′)

⟨
j(u′)

∣∣∣∣∣ dĤQA(u
′)

du′

∣∣∣∣∣ k(u′)
⟩
eiτ∆ϕjk(u

′),

(6.15)

となる．次に，アニーリング時間 τ は十分長く，QAの過程で励起状態の展開係数が小さ
く保たれると仮定して，式 (6.15)の右辺の被積分関数に含まれる展開係数を

Cj(u) ≃

1 j = 0,

0 j ̸= 0,
(6.16)

と近似する．C0(u)は基底状態の展開係数を，Cj ̸=0(u)は励起状態の展開係数を表してい
る．式 (6.16)を式 (6.15)に代入すると，長時間極限での励起状態の展開係数として

Cj ̸=0(u) ≃
∫ u

0
du′

1

∆εj0(u′)

⟨
j(u′)

∣∣∣∣∣ dĤQA(u
′)

du′

∣∣∣∣∣ 0(u′)
⟩
eiτ∆ϕj0(u

′), (6.17)

が得られる．ここで，この式では基底状態から励起状態への遷移しか考慮されておらず，
励起状態から励起状態への遷移等は無視されていることに注意が必要である．さらに，

d

du
eiτ∆ϕj0(u) = iτ∆εj0(u)e

iτ∆ϕj0(u), (6.18)

を用いて式 (6.17)を部分積分すると

Cj(u) =
i

τ

[
Aj0(0)−Aj0(u)e

iτ∆ϕj0(u)
]
+O(τ−2), (6.19)

Aj0(u) ≡
1

∆εj0(u)2

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤQA(u)

du

∣∣∣∣∣ 0(u)
⟩
, (6.20)
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となる．この結果から，長時間極限において j番目の励起状態が得られる確率 |Cj(u)|2は

|Cj(u)|2 ∝ O
(
τ−2

)
, (6.21)

となることが分かる．また，任意の時刻で全ての励起状態に対して

1

τ
|Aj0(u)| ≪ 1, (6.22)

を満たす場合に，QAの過程で励起状態への遷移を発生させずに基底状態を辿ることがで
きることも示された．ここで，QAの特徴的な時間 τc(δ)として

max
u,j

[
1

τc(δ)
|Aj0(u)|

]
= δ, (6.23)

を導入する．τc(δ = 1)は断熱的な時間発展が実現され始めるアニーリング時間の目安に
なっていると考えられる．QAの性能を図る指標として基底状態と励起状態のエネルギー
ギャップ∆εj0(u)が用いられることが多いが，これはAj0(u)の分母がエネルギーギャップ
の 2乗を含んでいることに由来する．例えば，エネルギーギャップがスピン変数の数に依存
して多項式的に減少する場合は τc(δ)は多項式的な増加に抑えられるが，エネルギーギャッ
プがN に依存して指数関数的に閉じる場合は τc(δ)は指数関数的に増加する．このことか
ら，エネルギーギャップが指数関数的に閉じる場合はQAを用いて基底状態を得るのは難
しいということになる．

6.3 アニーリング時間のスケジューリング依存性

本節では，QAのハミルトニアン ĤQA(u)の時間依存性を工夫することで，τc(δ)を小さ
くすることを考える．スケジューリングの工夫によるQAの高速化は先行研究 [101–103]

で既に検討されており，特に先行研究 [102]では

d|A10(u)|
du

= 0, (6.24)

に基づいてスケジューリングを決定することで性能が向上することを確認している．しか
しながら，式 (6.24)では第一励起状態しか考慮されておらず，式 (6.23)の定義によると

d

du

(
max

j
|Aj0(u)|

)
= 0, (6.25)

に基づいてスケジューリングした方が良いように思える．また，スケジューリングの工夫
によってどの程度の高速化が期待されるかを一般的な数式として示した例はない．そこで，
本節では様々なスケジューリングに対して τc(δ)を計算する一般式を導出し，第 6.5節と
6.6節でグローバー問題と数分割問題に対して本節の結果を適用する．
QAのハミルトニアン ĤQA(u)を

ĤQA(u) = s(u)Ĥ0 + [1− s(u)]Ĥq, (6.26)
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とし，s(u) を用いて ĤQA(u) の時間依存性を制御することを考える．ここで，s(0) =

0, s(1) = 1 であり，Ĥ0 は解きたい問題の評価関数を，Ĥq は量子揺らぎを導入するハ
ミルトニアンを表す．また，s(u)のスケジューリングを決定する一般的な微分方程式と
して

ds

du
f(s) = 1, (6.27)

f(s) > 0, (6.28)

を導入する．s(u)のスケジューリングは sの関数である f(s)によって決定されるとして
おり，f(s)は s(0) = 0, s(1) = 1の制約条件を満たすように定める必要がある．式 (6.26)

の両辺に du/dsを掛けて sに関する積分を実行すると，f(s)に対する条件として∫ 1

0
f(s)ds = 1, (6.29)

が得られる．ここで，s(u)のスケジューリングを sの関数 f(s)によって決定することにし
た理由は，QAのハミルトニアン [式 (6.26)]の形を直接的に決定するのは sだからである
（各時刻 uにおけるQAのハミルトニアンは，s(u)のスケジューリングに依存して変わっ
てしまう）．以降ではQAのハミルトニアンを sの関数とみなし，関数形は変わるが同じ
文字を用いて

ĤQA(s) = sĤ0 + (1− s)Ĥq. (6.30)

と書くことにする．式 (6.30)を式 (6.20)に代入し，Aj0(u),∆εj0(u), |j(u)⟩を全て sの関
数とみなし，·̃によって関数形の変化を表すと

Ãj0(s) =
1

∆ε̃j0(s)2

⟨
j̃(s)

∣∣∣∣∣ dĤQA(s)

ds

ds

du

∣∣∣∣∣ 0̃(s)
⟩
,

≡ 1

f(s)
ATj0(s), (6.31)

となる．ここで，2番目の等号では式 (6.27)を利用し，

ATj0(s) ≡
1

∆ε̃j0(s)2

⟨
j̃(s)

∣∣∣ Ĥ0 − Ĥq

∣∣∣ 0̃(s)⟩ , (6.32)

と定義した．さらに，
|ATmax(s)| ≡ max

j
|ATj0(s)|, (6.33)

と定義すると，

max
j

|Ãj0(s)| =
1

f(s)
|ATmax(s)|, (6.34)

が得られる．f(s)はスケジューリングを決定する関数であり，|ATmax(s)|は各 sにおける
ハミルトニアンを特徴づける量となっている．様々な物理量を uの関数から sの関数と解
釈し直すことで，式 (6.34)ではスケジューリングとハミルトニアンの特徴を分離して書く
ことに成功した．式 (6.34)を式 (6.23)に代入すると，τc(δ)を計算する一般式として

τc(δ) =
1

δ
max

s

[
1

f(s)
|ATmax(s)|

]
, (6.35)
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が得られる．
次に，3種類のスケジューリングに対して τc(δ)を計算する式を導出する．

• 線形スケジューリング

スケジューリングを決定する関数 f(s)を

f(s) = 1, (6.36)

と設定する．これを式 (6.35)に代入すると

τc(δ) =
1

δ
max

s
|ATmax(s)|, (6.37)

を得る．

• 断熱定理に基づくスケジューリング

式 (6.25)を満足するためには，

f(s) ∝ |ATmax(s)|, (6.38)

と設定すれば良い．比例定数は式 (6.29)から導くことができ，

f(s) =
|ATmax(s)|∫ 1

0
|ATmax(s

′)|ds′
, (6.39)

が得られる．式 (6.39)を式 (6.34)に代入すると，断熱定理に基づくスケジューリン
グでは

max
j

|Ãj0(s)| =
∫ 1

0
|ATmax(s

′)|ds′, (6.40)

となる．maxj |Ãj0(s)|は sに依存しない定数であり，式 (6.25)が満たされることが
分かる．また，式 (6.39)を式 (6.35)に代入すると，

τc(δ) =
1

δ

∫ 1

0
|ATmax(s)|ds, (6.41)

が得られる．

• 第一励起状態に基づくスケジューリング

スケジューリングを決定する関数 f(s)を

f(s) ∝ |AT10(s)|, (6.42)

と設定する．比例定数は式 (6.29)から導くことができ，

f(s) =
|AT10(s)|∫ 1

0
|AT10(s′)|ds′

, (6.43)
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となる．このスケジューリングは先行研究 [102]で用いられたものであり，式 (6.24)

が満たされる．式 (6.43)を式 (6.35)に代入すると

τc(δ) =
1

δ
max

s

[
|ATmax(s)|
|AT10(s)|

] ∫ 1

0
|AT10(s)|ds, (6.44)

が得られる．

線形スケジューリングにおける τc(δ)は |ATmax(s)|の最大値で決まるのに対して，断熱定
理に基づくスケジューリングでは |ATmax(s)|の平均値で決まる [式 (6.37)と (6.41)参照]．
この結果は，断熱定理に基づくスケジューリングを用いることで，線形スケジューリング
を用いた場合に比べて τc(δ)を小さくできることを示している．しかしながら，∆ε̃10(s)が
システムサイズに対して指数関数的に減少する場合には，断熱定理に基づくスケジューリ
ングを用いたとしても τc(δ)を多項式的な増加に抑えるのは一般的に困難だと予想される．
断熱定理に基づくスケジューリングの τc(δ)が |ATmax(s)|の平均値で与えられることを考
慮すると，∆ε̃10(s)が指数関数的に閉じ場合でも，その幅が指数関数的に狭まる場合に限っ
て τc(δ)は多項式的な増加に抑えられる．∆ε̃10(s)が指数関数的に閉じる場合は，QAの任
意の時刻で基底状態を辿ることは一般的に難しく，このような状況で高い成功確率を達成
するための方法として励起状態を経由する方法も検討されている [104]．また，Ĥqの自由
度を活かしてエネルギーギャップを広げる方法も検討されており，これについては次章で
検討する．

6.4 長時間極限における失敗確率のスケジューリング依存性

ここでは，長時間極限における失敗確率のスケジューリング依存性を議論する．長時間
極限において j番目の励起状態を得る確率:|C∞

j (τ)|2は，式 (6.19)より

|C∞
j (τ)|2 = 1

τ2

∣∣∣Ãj0(s = 0)− Ãj0(s = 1)eiτ∆ϕ̃j0(s=1)
∣∣∣2 ,

≤ 1

τ2

(
|Ãj0(0)|+ |Ãj0(1)|

)2
, (6.45)

で与えられる．j 番目の励起状態を得る確率の上限を P∞
j (τ)とおき，式 (6.31)を代入す

ると

P∞
j (τ) =

1

τ2

(
1

f(0)
|ATj0(0)|+

1

f(1)
|ATj0(1)|

)2

, (6.46)

と変形できる．P∞
j (τ)を全ての励起状態について足し合わせると，長時間極限における失

敗確率の上限 P∞
all (τ)として

P∞
all (τ) =

1

τ2

∑
j≥1

(
1

f(0)
|ATj0(0)|+

1

f(1)
|ATj0(1)|

)2

, (6.47)

が得られる．以降では，P∞
all (τ) = 1となるアニーリング時間を τ∞と書くことにする．

線形スケジューリングでは f(s) = 1と設定するので，

P∞
all (τ) =

1

τ2

∑
j≥1

(|ATj0(0)|+ |ATj0(1)|)2 , (6.48)
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が得られ，

τ∞ =

√∑
j≥1

(|ATj0(0)|+ |ATj0(1)|)2, (6.49)

となる．一般的に証明することはできないが，第 6.5節と 6.6節の例では

|ATj0(0)| ≪ max
s

|ATmax(s)| = τc(1), (6.50)

|ATj0(1)| ≪ max
s

|ATmax(s)| = τc(1), (6.51)

が成り立っており，これを仮定すると

τ∞ ≪ τc(1), (6.52)

となる．ここで，式 (6.50)と (6.51)の等号では式 (6.37)を用いた．失敗確率が下がり始
めるアニーリング時間の目安として

τth ≡ max(τc(1), τ∞), (6.53)

を導入すると，
τth = τc(1), (6.54)

となる．線形スケジューリングにおける失敗確率の τ 依存性は，基本的に図 6.1に示すよ
うな概形になる．τ ≳ τthから長時間極限の失敗確率に収束するまでの間は Landau-Zener

遷移が発生していると考えられる [105]．Landau-Zenerの公式では 2準位系における励起
状態への遷移確率が計算されており，励起状態への遷移確率がアニーリング時間 τ に対し
て指数関数的に減少するという結果が得られている．
断熱定理に基づくスケジューリングでは，式 (6.39)を式 (6.47)に代入して式 (6.41)を
用いると

P∞
all (τ) =

(
τc(1)

τ

)2∑
j≥1

(
|Aj0(0)|
|Amax(0)|

+
|Aj0(1)|
|Amax(1)|

)2

, (6.55)

≥
(
2τc(1)

τ

)2

, (6.56)

が得られ，

τ∞ = τc(1)

√√√√∑
j≥1

(
|Aj0(0)|
|Amax(0)|

+
|Aj0(1)|
|Amax(1)|

)2

, (6.57)

≥ 2τc(1), (6.58)

となる．断熱定理に基づくスケジューリングでは

τth = τ∞, (6.59)

であり，失敗確率の τ 依存性は図 6.2に示すような概形になる．
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図 6.2: 断熱定理に基づくスケジューリ
ングにおける失敗確率

最後に，第一励起状態に基づくスケジューリングでは，式 (6.43)を式 (6.47)に代入して
式 (6.44)を用いると

P∞
all (τ) =

(
τc(1)

τ

)2(
max

s

[
|ATmax(s)|
|AT10(s)|

])−2∑
j≥1

(
|Aj0(0)|
|A10(0)|

+
|Aj0(1)|
|A10(1)|

)2

, (6.60)

が得られ，

τ∞ = τc(1)

(
max

s

[
|ATmax(s)|
|AT10(s)|

])−1
√√√√∑

j≥1

(
|Aj0(0)|
|A10(0)|

+
|Aj0(1)|
|A10(1)|

)2

, (6.61)

となる．τc(1)と τ∞の大小関係は解きたい問題に依存して変わると考えられ，失敗確率の
概形が図 6.1と 6.2のどちらになるかを決めることはできない．

6.5 グローバー問題のスケジューリング

本節では，グローバー問題における τc(δ)のスケジューリング依存性を計算し，結果の
妥当性を数値計算により確認する．グローバー問題とは，与えられたN 個の項目の中か
ら特定の 1個を探す問題である [106]．各項目を |i⟩ , i = 0, 1, ..., N − 1で表し，探したい
項目を |0⟩とすると，グローバー問題のハミルトニアンは

Ĥ0 = ÎN − |0⟩ ⟨0| , (6.62)

と設定すればよい．ここで，ÎN は恒等演算子を表す．量子揺らぎを導入するハミルトニ
アン Ĥqとしては

Ĥq = ÎN − |Ψ0⟩ ⟨Ψ0| , (6.63)

|Ψ0⟩ ≡
1√
N

N−1∑
i=0

|i⟩ , (6.64)

を採用する [101]．QAのハミルトニアン ĤQA(s)は sの関数として

ĤQA(s) = sĤ0 + (1− s)Ĥq, (6.65)

と与えられ，sは規格化された時間 u ≡ t/τ の関数とみなす．
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6.5.1 ハミルトニアンの対角化

グローバー問題のハミルトニアン ĤQA(s)は容易に対角化でき，この結果を用いて各ス
ケジューリングにおける τc(δ)を計算できる．ここでは，ĤQA(s)の対角化について説明
する．
まず，ハミルトニアンの対称性を考慮して，ハミルトニアンを行列表示する際の基底を

|i⟩から変更する．式 (6.62)，(6.63)，(6.64)から分かるように，グローバー問題では最適
解以外の状態 |i > 0⟩に区別はない．このため，以下に示す 2つの状態:

|0⟩ , (6.66)

|Ψ⟩ = 1√
N − 1

N−1∑
i=1

|i⟩ , (6.67)

の重ね合わせとして表された状態が，ハミルトニアンの対称性を反映した低いエネルギー
状態になると考えられる．そこで，|0⟩と |Ψ⟩を基底として採用し，残りのN − 2個の基
底を

|φα⟩ =
N−1∑
i=1

Cα,i |i⟩ , (6.68)

とおく．ここで，α = 1, 2, ..., N − 2であり，Cα,iは各基底における |i > 0⟩の重ね合わせ
係数を表す．また，|φα⟩は規格化条件:

⟨φα|φα⟩ =
N−1∑
i=1

|Cα,i|2 = 1, (6.69)

と直交条件:

⟨φα|φβ ̸=α⟩ =
N−1∑
i=1

C∗
β,iCα,i = 0, (6.70)

⟨Ψ|φα⟩ =
1√
N − 1

N−1∑
i=1

Cα,i = 0, (6.71)

を満たしているとする（その他の直交条件: ⟨0|Ψ⟩ = ⟨0|φα⟩ = 0は既に満たされている）．
基底として |0⟩ , |Ψ⟩ , |φα⟩を採用して Ĥ0を行列表示すると

⟨0|Ĥ0|0⟩ = 0, (6.72)

⟨Ψ|Ĥ0|Ψ⟩ = 1, (6.73)

⟨φα|Ĥ0|φβ⟩ = δαβ, (6.74)

⟨0|Ĥ0|Ψ⟩ = 0, (6.75)

⟨0|Ĥ0|φα⟩ = 0, (6.76)

⟨Ψ|Ĥ0|φα⟩ = 0, (6.77)
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となり，Ĥqを行列表示すると

⟨0|Ĥq|0⟩ = 1− 1

N
, (6.78)

⟨Ψ|Ĥq|Ψ⟩ = 1

N
, (6.79)

⟨φα|Ĥq|φβ⟩ = δαβ, (6.80)

⟨0|Ĥq|Ψ⟩ = −
√
N − 1

N
, (6.81)

⟨0|Ĥq|φα⟩ = 0, (6.82)

⟨Ψ|Ĥq|φα⟩ = 0, (6.83)

となる．これを用いると，ĤQA(s)の行列表示はブロック対角化された形で

Ĥ
(
s(t)

)
=



(1− s)

(
1− 1

N

)
−(1− s)

√
N − 1

N

−(1− s)

√
N − 1

N
s+ (1− s)

1

N

ÎN−2


. (6.84)

と求まる．QAの初期状態は全状態の等確率な重ね合わせとして

1√
N

|0⟩+
√
N − 1

N
|Ψ⟩ , (6.85)

と設定されるので，QAの状態発展は |0⟩と |Ψ⟩に張られた部分空間内に限定される．以
上より，グローバー問題のQAは 2準位系となり，固有エネルギーは

ε0(s) =
1

2
[1−∆10(s)] , (6.86)

ε1(s) =
1

2
[1 + ∆10(s)] , (6.87)

∆ε10(s) ≡

√
1− 4

(
1− 1

N

)
s(1− s), (6.88)

と求まる．ここで，ε0(s)と ε1(s)はそれぞれ基底状態と第一励起状態の固有エネルギーを
表し，∆ε10(s)はエネルギーギャップを表す．エネルギーギャップ∆ε10(s)は s = 1/2で最
小値:

∆ε
(min)
10 =

1√
N
, (6.89)
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をとる．また，固有状態は

|0(s)⟩ = P (s) |0⟩+Q(s) |Ψ⟩ , (6.90)

|1(s)⟩ = −Q(s) |0⟩+ P (s) |Ψ⟩ , (6.91)

P (s) ≡

√
1

2
+

[
1

2
−
(
1− 1

N

)
(1− s)

]
1

∆ε10(s)
, (6.92)

Q(s) ≡

√
1

2
−
[
1

2
−
(
1− 1

N

)
(1− s)

]
1

∆ε10(s)
, (6.93)

と求まる．ここで，|0(s)⟩と |1(s)⟩はそれぞれ基底状態と第一励起状態の固有状態を表し，
P (s)とQ(s)は展開係数を表す．N = 102における固有エネルギーと展開係数の s依存性
を図 6.3と図 6.4に示す．N が増加すると s = 1/2付近のエネルギーギャップが小さくな
り，|P (s)|と |Q(s)|の変化も激しくなる．
QAに関連する 2つの基底 |0⟩ , |Ψ⟩以外の基底 |φα⟩は，式 (6.69)，(6.70)，(6.71)の条

件を満たすように係数を決めればよく，例えば

|φα⟩ =

√
1

α(α+ 1)

(
α∑

i=1

|i⟩ − α |α+ 1⟩

)
, (6.94)

とすれば良い．

6.5.2 アニーリング時間のスケジューリング依存性

次に，τc(δ)のスケジューリング依存性を計算する．グローバー問題の QAは 2準位系
に帰着するため，断熱定理に基づくスケジューリング [式 (6.39)]と第一励起状態に基づく
スケジューリング [式 (6.43)]は一致する．このため，ここでは線形スケジューリングと断
熱定理に基づくスケジューリングの 2種類に対して τthを求めることにする．前節で導入
したハミルトニアンを特徴づける量: |ATmax(s)|(= |AT10(s)|)は，式 (6.88)から (6.93)を
用いると

|ATmax(s)| =
√
N − 1

N

1

∆ε10(s)3
, (6.95)
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と求まる．N = 100における |Amax(s)|を図 6.5に示す．
線形スケジューリングでは，式 (6.37)と (6.89)，(6.95)から

τc(δ) =

√
N(N − 1)

δ
∼ O(N), (6.96)

となる．また，式 (6.88)と (6.95)を式 (6.49)に代入すると

τ∞ = 2

√
N − 1

N
∼ O(N−1/2), (6.97)

と求まり，

τth = max(τc(1), τ∞),

= τc(1) ∝ O(N), (6.98)

が得られる．長時間極限における失敗確率の上限 P∞
all (τ)は

P∞
all (τ) =

(τ∞
τ

)2
,

=
4

τ2
N − 1

N2
∼ O

(
1

τ2N

)
, (6.99)

と計算できる．この結果は，N が大きい方が τ ≫ τc(1)における失敗確率が低くなること
を表している．
断熱定理に基づくスケジューリングでは，式 (6.88)と (6.95)を式 (6.41)に代入すると

τc(δ) =

√
N − 1

δ
∼ O(

√
N), (6.100)

が得られる．また，式 (6.57)において |ATmax(s)| = |AT10(s)|であることを用いると

τ∞ = 2τc(1), (6.101)

と求まり，
τth = 2τc(1) ∼ O(

√
N), (6.102)

が得られる．長時間極限における失敗確率の上限 P∞
all (τ)は

P∞
all (τ) = 4

N − 1

τ2
∼ O

(
N

τ2

)
, (6.103)

と計算できる．線形スケジューリングの場合と異なり，断熱定理に基づくスケジューリン
グではN の増加と共に P∞

all (τ)も増加する．また，式 (6.27)と (6.39)，(6.88)，(6.95)よ
り sの u依存性は

s(u) =
1

2

1− 1√
N

1− 2u√
1−

(
1− 1

N

)
(1− 2u)2

 , (6.104)

と求まる．断熱定理に基づくスケジューリング (N = 100)における s(u)を図 6.6に示す．
|ATmax(s)|が最小となる辺り s ≃ 1/2で ds/duが小さくなっている．
式 (6.98)と (6.102)の結果から，線形スケジューリングにおける計算時間はO(N)で増

加し，断熱定理に基づくスケジューリングではO(
√
N)で増加することが予想される．
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図 6.6: 断熱定理に基づくスケジュール

6.5.3 数値計算による確認

最後に，式 (6.98)と (6.102)で求めた τthの妥当性を数値計算によって確認する．ここで
は，4次のルンゲ-クッタ法を用いてシュレーディンガー方程式を解いてN = 102, 104, 106

における失敗確率の τ 依存性を求め，式 (6.98)と (6.102)の結果と比較する．
線形スケジューリングにおける失敗確率の τ 依存性を図 6.7に示す．グラフには失敗確
率に加えて，長時間極限における失敗確率P∞

all (τ)[式 (6.99)]が実線で示してあり，τthが点
線で示してある．全てのN に対して失敗確率は τ ≃ τthから低下し始めており，式 (6.98)

で求めた τthの依存性は妥当な結果であることが分かる．また，τ ≫ τthにおける失敗確
率の上限は P∞

all (τ)で抑えられており，N が増加すると共に長時間極限における失敗確率
が低下することが分かる．図 6.8にはQAの各時刻 uで ĤQA(u)の基底状態を得る確率:

Pinst(u) = | ⟨0(u) |ψ(u)⟩ |2, (6.105)

をN = 104, τ = 3000の場合にプロットしてある．ここで，|ψ(u)⟩は各時刻の状態ベクト
ルを表し，|0(u)⟩は ĤQA(u)の基底状態を表す．線形スケジューリングでは |ATmax(s)|が
最大となる領域で Pinst(u)が急激に減少することが分かる．
断熱定理に基づくスケジューリングにおける失敗確率の τ 依存性を図 6.9に示す．線形
スケジューリングの場合と同様に，全てのN に対して失敗確率は τ ≃ τthから低下し始め
ており，式 (6.102)で求めた τthの依存性は妥当な結果であることが分かる．また，τ ≳ τth

における失敗確率の上限は P∞
all (τ)[式 (6.103)]で抑えられており，N が増加すると共に長

時間極限における失敗確率が増加する．図 6.10にはN = 104, τ = 100における Pinst(u)

が示してあり，断熱定理に基づくスケジューリングでは uに対して直線に近い形で減少す
ることが分かる．
最後に，線形スケジューリングと断熱定理に基づくスケジューリングにおける失敗確率

の τ 依存性を比較する．図 6.11はN = 104における τ 依存性を示している．断熱定理に
基づくスケジューリングは線形スケジューリングに対して τthが小さくなるが，τ ≫ τthに
おける失敗確率は線形スケジューリングの方が小さくなっている．これは線形スケジュー
リングの方が P∞

all (τ)が小さいことに起因している．長時間極限における失敗確率を下げ
るためには |Ãj0(0)|と |Ãj0(1)|を小さくする必要があり，これについては先行研究 [59]で
議論されている．
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6.6 数分割問題のスケジューリング

本節では，数分割問題 [107–109]に対して、τthのスケジューリング依存性を確認する．
ここで，数分割問題とは与えられた数を 2つのグループに分割する方法の中で，各グルー
プに含まれる数の和が最も近くなるものを探す問題である．先ほどのグローバー問題の
QAは 2準位系に帰着したが，数分割問題では第一励起状態以外の励起状態も QAに関
わってくる．このような場合は，第一励起状態に基づくスケジューリングよりも断熱定理
に基づくスケジューリングの方が基底状態を効率的に探索できることを示す．以降では，
τthのスケジューリング依存性を確認した後，失敗確率と残留エネルギーの τ 依存性を各ス
ケジューリングで評価する．ここで，残留エネルギーとはQAで得られる平均エネルギー
と基底状態のエネルギーの差を表す．グローバー問題のような 2準位系では失敗確率と残
留エネルギーは同じ意味をもつが，数分割問題ではこれら 2つの量は分けて考える必要が
ある．

6.6.1 問題設定

今回の評価では 8個の数: {8.8, 9.7, 5.0, 6.8, 9.4, 9.2, 4.8, 6.9}を 2つのグループに分ける
問題を設定する．最適解は {8.8, 9.7, 5.0, 6.8}と {9.4, 9.2, 4.8, 6.9}への分割であり，複数
の最適解が発生しないように問題を設定した（図 6.12参照）．それぞれの数に対してスピ
ン変数 σzi ∈ (−1,+1)を割当て，スピン変数の値によってグループ分けを表現する．ただ
し，数分割問題はグループの入れ替えに対して対称なので，n8 = 6.9を σz8 = −1のグルー
プに固定する．この場合の評価関数は

H0 =

(
N+1∑
i=1

niσ
z
i

)2

,

=

(
N∑
i=1

niσ
z
i

)2

− 2nN+1

N∑
i=1

niσ
z
i , (6.106)

となる．ここで，N = 7は最適化問題を定義するスピン変数の数を表し，niは与えられた
数を表す．

6.6.2 アニーリング時間のスケジューリング依存性

第 6.3節で導入したハミルトニアンを特徴づける量: |ATj0(s)|は厳密対角化により計算
でき，図 6.13に |ATmax(s)|と |AT10(s)|の計算結果を示す．第一励起状態のみを考慮す
ると QAの序盤と終盤で励起状態への遷移のし易さを過小評価してしまうことが分かる．
線形スケジューリング，断熱定理に基づくスケジューリング，第一励起状態に基づくスケ
ジューリングにおける τthは厳密対角化の結果を用いて計算することができ，以下に示す
値となる．
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図 6.12: 今回の評価で取り扱う数分割問題

• 線形スケジューリング [式 (6.37)と (6.49)参照]

τc(1) = 2.23× 104, (6.107)

τ∞ = 8.04× 102, (6.108)

τth = 2.23× 104, (6.109)

• 断熱定理に基づくスケジューリング [式 (6.41)と (6.57)参照]

τc(1) = 6.88× 102, (6.110)

τ∞ = 2.32τc(1), (6.111)

τth = 1.60× 103, (6.112)

• 第一励起状態に基づくスケジューリング [式 (6.44)と (6.60)参照]

τc(1) = 1.83× 109, (6.113)

τ∞ = 0.73τc(1), (6.114)

τth = 1.83× 109, (6.115)

断熱定理に基づくスケジューリングの τthが最も小さく，第一励起状態に基づくスケジュー
リングの τthが最も大きくなっている．この結果は，第一励起状態に基づいたスケジュー
リングで断熱的な時間発展を達成するためには，線形スケジューリングよりも長いアニー
リング時間を必要とすることを示している．スケジューリングを工夫してQAを高速化す
る際には，式 (6.32)の分子にある行列要素も考慮してある程度の高エネルギー状態まで考
慮する必要があることが分かる．
断熱定理に基づくスケジューリングと第一励起状態に基づくスケジューリングにおける

sの u依存性を図 6.14に示す．2つのスケジューリングにおける sはほとんど同じ u依
存性を示となっているにも関わらず，τthは式 (6.112)と (6.115)に示すように大きく異な
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図 6.13: ハミルトニアンを特徴づける量
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図 6.14: sの u依存性の比較
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図 6.15: QA序盤における s(u)の比較
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図 6.16: QA終盤における s(u)の比較

る．このことから，τthはスケジューリングの変更に対して非常に敏感であり，現実的に
はD-Waveマシン等のアニーリングマシンでスケジューリングの工夫による高速化を達成
するのは非常に難易度が高いことが分かる．また，断熱定理に基づくスケジューリングを
導出できて，且つD-Waveマシン等で正確にスケジューリングを設定できたとしても，第
6.3節で議論したように指数関数的な高速化を達成できる状況は極めて限定的である．QA

の序盤と終盤における s(u)を比較したのが図 6.15と 6.16である．第一励起状態に基づく
スケジューリングではQAの序盤と終盤における励起状態への遷移のし易さが過小評価さ
れるので（図 6.13参照），断熱定理に基づくスケジューリングに対して s(u)が高速に変
化している．

6.6.3 数値計算による確認

次に，シュレーディンガー方程式を数値的に解いて，失敗確率と残留エネルギーの τ 依
存性を確認する．シュレーディンガー方程式は 4次のルンゲ-クッタ法を用いて解いた．
線形スケジューリング，第一励起状態に基づいたスケジューリング，断熱定理に基づい

たスケジューリングを用いた場合の失敗確率の τ 依存性を図 6.17に示す．赤の実線は断熱
定理に基づくスケジューリングにおける長時間極限の失敗確率の上限 P∞

all (τ)[式 (6.57)]を
表しており，点線は各スケジューリングの τthを表している．図から明らかなように，断
熱定理に基づくスケジューリングを利用すると失敗確率を下げることができるが，第一励
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図 6.17: N = 104における失敗確率の τ 依存性の比較

起状態に基づくスケジューリングでは線形スケジューリングと同等以下の成功確率しか得
られない．第一励起状態に基づくスケジューリングによってQA性能が改善しないこと自
体は予想通りであるが，失敗確率が 1から下がり始める時間に関しては τth[式 (6.115)]よ
り小さくなっている．一方で，線形スケジューリングと断熱定理に基づくスケジューリン
グでは τ = τth付近から失敗確率が 1から下がり始めており，この結果は断熱的な時間発
展が実現されることで成功確率が上がり始めていることを示唆している．長時間極限にお
ける失敗確率に関しても，断熱定理に基づくスケジューリングでは式 (6.57)に近い値と
なっている．第一励起状態に基づくスケジューリングで τthよりも短いアニーリング時間
から失敗確率が下がり始める原因ははっきりと分からないが，励起状態から基底状態への
遷移が寄与しているのではないかと予想される [104, 121]．また，線形スケジューリング
の 101 ≲ τ ≲ 103で失敗確率が若干下がっていることも，励起状態から基底状態への遷移
が関わっているのではないかと推測される．
図 6.18は残留エネルギーの τ 依存性を示している．予想に反して，断熱定理に基づく
スケジューリングより線形スケジューリングの残留エネルギーの方が低くなってる．成功
確率は断熱定理に基づくスケジューリングが最も高くなっていることを考慮すると，断熱
定理に基づくスケジューリングでは基底状態かエネルギーの非常に高い励起状態が出力さ
れることが分かる．この原因としては，断熱定理に基づくスケジューリングではQAの終
盤で sを高速に動かすため，s ≃ 0.4で第一励起状態への遷移が発生するとQA終盤で励
起状態から励起状態への遷移が発生してしまうことが挙げられる．この結果は，高い成功
確率を得るためのスケジューリングと低い残留エネルギーを得るためのスケジューリング
は一般的に異なっていることを示している．基底状態を効率的に得るための指針は断熱定
理によって与えられるが，低い残留エネルギーを得るための効率的なスケジューリングを
設定する方法に関してはよく分かっていない．
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図 6.18: N = 104における失敗確率の τ 依存性の比較

6.7 SAの量子系へのマッピング

本節以降では，SAにおける効率的な温度スケジューリングを検討していく．そのため
の準備として，本節では SAのダイナミクスを記述するマスター方程式の概要を説明した
後，マスター方程式と虚時間シュレーディンガー方程式の対応について説明する．

6.7.1 マスター方程式の概要

古典的な Isingモデルを例にとってマスター方程式の概要を説明する．マスター方程式
は各時刻で各スピン配位σを得る確率 Pσ(t)に対する微分方程式であり，全体の確率が保
存されること: ∑

σ

Pσ(t) = 1, (6.116)

を用いて
dPσ(t)

dt
=
∑
σ′ ̸=σ

[Wσσ′Pσ′(t)−Wσ′σPσ(t)] , (6.117)

で与えられる．ここで，σ ≡ {σ1, σ2, ..., σN}であり，Nはスピン変数の数を表す．また，W
は遷移行列と呼ばれ，遷移行列の要素Wσ ̸=σ′はσ′からσへの遷移確率を表す．式 (6.117)

の右辺の第一項はσ′からσに入ってくる確率の流れを表しており，第二項はσからσ′へ
出ていく確率の流れを表している．遷移行列の対角要素Wσσ を

Wσσ ≡ −
∑
σ′ ̸=σ

Wσ′σ, (6.118)

と定義すると，マスター方程式は行列を用いて

dP (t)

dt
=WP (t), (6.119)
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と書くことができる．ここで，P (t)は 2N 個のスピン配位に対する確率を列ベクトルで表
現したものである．遷移行列W の固有値と固有ベクトルが求まればマスター方程式を解
くことができ，固有値と固有ベクトルをそれぞれ λi,ψiとおくと，

P (t) =
2N−1∑
i=0

aie
λitψi, (6.120)

が得られる．ここで，
Wψi = λiψi, (6.121)

であり，λ0 > λ1 > ... > λ2N−1とする．遷移行列の最大固有値は 0で縮退がないことが知
られており，平衡状態 P∞ ≡ P (t→ ∞)は

P∞ = ψ0, (6.122)

となる．また，1/|λ1|は緩和時間と呼ばれており，系が平衡状態に到達するために必要な
時間の目安を与える．平衡状態では式 (6.117)の右辺が 0となるので∑

σ′ ̸=σ

Wσσ′P∞
σ′ =

∑
σ′ ̸=σ

Wσ′σP
∞
σ , (6.123)

が成り立つ．これが成り立つための十分条件は両辺の各項が等しくなること:

Wσσ′P∞
σ′ =Wσ′σP

∞
σ , (6.124)

であり，詳細つり合い条件と呼ばれる．系が熱浴と相互作用している場合の平衡状態はボ
ルツマン分布:

P∞
σ =

1

Z
e−βH0(σ), (6.125)

Z(T ) =
∑
σ

e−βH0(σ), (6.126)

で与えられる．ここで，βは逆温度（1/kBT）であり，H0(σ)は Isingモデルのハミルトニ
アンであり，Z(T )は分配関数（規格化定数）である．以降では，ボルツマン定数 kB = 1

として話を進める．式 (6.125)を詳細つり合い条件の式に代入すると，遷移行列の要素に
対する条件として

Wσσ′

Wσ′σ
= eβ[H0(σ′)−H0(σ)], (6.127)

を得る．遷移行列の要素Wσσ′ は式 (6.127)を満たせば何でもよく，一般的な形として

Wσσ′ = wσσ′ exp

(
−1

2
β
[
H0(σ)−H0(σ

′)
])

, (6.128)

と書くことができる．ここで，
wσσ′ = wσ′σ, (6.129)
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を満たす．一般的に wσσ′ は 1スピンフリップで遷移可能なスピン配位のペアに対しての
み非ゼロの値が設定される．1スピンフリップで遷移可能なペアに対して，メトロポリス
法では

wσσ′ = min

{
exp

(
−1

2

[
H0(σ)−H0(σ

′)
])

, exp

(
+
1

2

[
H0(σ)−H0(σ

′)
])}

, (6.130)

とし，熱浴法では

wσσ′ =
1

exp

(
−1

2

[
H0(σ)−H0(σ

′)
])

+ exp

(
+
1

2

[
H0(σ)−H0(σ

′)
]) , (6.131)

とする．

6.7.2 マスター方程式と虚時間シュレーディンガー方程式の対応

ここでは，SAのダイナミクスを量子系のハミルトニアンの下での時間発展とみなす方
法について，先行研究 [110]に沿って説明する．
まず，基底状態において各スピン配位を得る確率が式 (6.125)で与えられる量子系のハ
ミルトニアンを求める．つまり，基底状態 |ϕ0⟩が

|ϕ0⟩ =
1√
Z(T )

e−
1
2
βĤ0

∑
σ

|σ⟩ , (6.132)

となるようなハミルトニアン Ĥq(T )を求めることが目標である．ここで，

Ĥ0 =
∑
σ

|σ⟩H0(σ) ⟨σ| , (6.133)

である．|ϕ0⟩を基底状態にもつ量子系のハミルトニアンは一意に決まるわけではない．先
行研究 [111]では

Ĥq = 1̂− e
1
2
βĤ0Ŵe−

1
2
βĤ0 , (6.134)

が提案されているが，先行研究 [110]で提案されている量子系のハミルトニアン:

Ĥq = −e
1
2
βĤ0Ŵe−

1
2
βĤ0 , (6.135)

では遷移行列W の固有値と Ĥqの固有値が一対一対応しているため，古典系から量子系
へのマッピングを議論するのに都合が良い．ここで，

Ŵ =
∑
σ,σ′

|σ⟩Wσσ′ ⟨σ′| , (6.136)

である．実際に，Ŵ の固有値と固有ベクトルを λi, |ψi⟩とおくと，

|ϕi⟩ = e
1
2
βĤ0 |ψi⟩ , (6.137)

は Ĥqの固有値 λiに属する固有ベクトルになっていることが分かる．また，式 (6.122)を
用いると，基底状態が式 (6.132)となっていることも容易に確認できる．さらに，マスター
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方程式において重要な寄与を及ぼす緩和時間 1/|λ1|は，Ĥqの基底状態と第一励起状態の
エネルギーギャップの逆数として表れている．式 (6.135)に完全性:∑

σ

|σ⟩ ⟨σ| = 1̂, (6.138)

を挿入して，式 (6.133)と (6.136)を代入すると

Ĥq = −
∑
σ,σ′

e
1
2
β[H0(σ)−H0(σ′)]Wσσ′ |σ⟩ ⟨σ′| , (6.139)

と変形できる．さらに，式 (6.118)と (6.128)を代入すると

Ĥq = −
∑
σ

Wσσ |σ⟩ ⟨σ| −
∑
σ ̸=σ′

wσσ′ |σ⟩ ⟨σ′| , (6.140)

が得られる．第一項は対角要素を表し，第二項は非対角要素を表している．第二項の和を
1スピンフリップで遷移可能なスピン配位のペアに制限し，σの j番目のスピンを反転さ
せたスピン配位を σ̄j とおくと

−
∑
σ ̸=σ′

wσσ′ |σ⟩ ⟨σ′| = −
∑
j

∑
σ

wσσ̄j |σ⟩ ⟨σ̄j | , (6.141)

となり，横磁場量子揺らぎに対応していることが分かる．式 (6.134)や (6.135)のマッピン
グを用いることで古典系の熱平衡状態を量子系の基底状態に対応させることができ，横磁
場QAを用いて熱平均値を計算できるようになる．古典系より量子系の方が表現能力が高
いことを前提とするならば，古典系の熱平衡状態を量子系の基底状態として表現できると
予想するのは自然な話である．
次に，量子系のハミルトニアン Ĥqのもとで，SAの時間発展を記述する運動方程式を求
める．SAでは温度 T が時間 tに依存して変化し，Ŵ や Ĥqも時間 tと共に変化する．こ
れらの量が時間の関数であることを明示的に表すため

Ĥq(t) = −e
1
2
β(t)Ĥ0Ŵ (t)e−

1
2
β(t)Ĥ0 , (6.142)

と書くことにする．また，式 (6.137)を参考にして量子系の状態ベクトル |ϕ(t)⟩を

|ϕ(t)⟩ ≡ e
1
2
β(t)Ĥ0 |P (t)⟩ , (6.143)

と定義する．ここで，Pσ(t) = ⟨σ|P (t)⟩である．式 (6.143)をマスター方程式:

d

dt
|P (t)⟩ = Ŵ (t) |P (t)⟩ , (6.144)

に代入して式 (6.142)を用いると，SAの時間発展を記述する運動方程式として

− d

dt
|ϕ(t)⟩ =

[
Ĥq(t)−

1

2

dβ(t)

dt
Ĥ0

]
|ϕ(t)⟩ , (6.145)

が得られる．式 (6.145)の左辺の tを itに置き換えると通常のシュレーディンガー方程式
（以降，実時間シュレーディンガー方程式と呼ぶ）となるため，これは虚時間シュレーディ
ンガー方程式と呼ばれる．この結果から，虚時間シュレーディンガー方程式における効率
的なスケジューリングが分かれば SAの高速化に繋がると期待される．
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6.8 虚時間シュレーディンガー方程式の断熱定理

本節では，先行研究 [112]の内容に沿って虚時間シュレーディンガー方程式の断熱定理
を導出する．先行研究 [112]では導出した断熱定理に基づいて SAの収束定理 [13]を導い
ている．
虚時間シュレーディンガー方程式は

− d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t) |ψ(t)⟩ , (6.146)

で与えられる．ここで，Ĥ(t)は系のハミルトニアンであり，|ψ(t)⟩は状態ベクトルを表す．
虚時間シュレーディンガー方程式では，状態ベクトルのノルム ⟨ψ(u)|ψ(u)⟩が保存しない
ことに注意しなければならない．式 (6.146)を用いると，⟨ψ(u)|ψ(u)⟩の時間微分は

d

dt
⟨ψ(u)|ψ(u)⟩ =

[
d

dt
⟨ψ(t)|

]
|ψ(t)⟩+ ⟨ψ(t)|

[
d

dt
|ψ(t)⟩

]
(6.147)

= −2 ⟨ψ(t)|Ĥ(t)|ψ(t)⟩ , (6.148)

となることが分かる．つまり，虚時間シュレーディンガー方程式による時間発展を考えた
場合は，励起状態の展開係数に加えて規格化定数 | ⟨ψ(u)|ψ(u)⟩ |2の値も調べる必要がある．
第 6.2節で断熱定理を導出したときと同様に，時間 tをアニーリング時間 τ で規格化して

u ≡ t

τ
, (6.149)

とおくと，虚時間シュレーディンガー方程式は

−1

τ

d

du
|ψ(u)⟩ = Ĥ(u) |ψ(u)⟩ , (6.150)

と書くことができる．ハミルトニアンと状態ベクトルは uの関数とみなすことで関数形が
変化するが，同じ文字を用いて Ĥ(u), |ψ(u)⟩としている．状態ベクトル |ψ(u)⟩を Ĥ(u)の
固有ベクトルで展開して

|ψ(u)⟩ =
∑
k

ck(u) |k(u)⟩ =
∑
k

c′k(u)e
−τϕk(u) |k(u)⟩ , (6.151)

とする．ここで，|k(u)⟩は Ĥ(u)の固有ベクトルを表し，

Ĥ(u) |k(u)⟩ = εk(u) |k(u)⟩ , (6.152)

ϕk(u) ≡
∫ u

0
du′εk(u

′), (6.153)

である．式 (6.151)を式 (6.150)に代入して左から ⟨j(u)|を掛けると，c′j(u)に関する微分
方程式として

dc′j(u)

du
e−τϕj(u) +

∑
k

c′k(u)e
−τϕk(u)

⟨
j(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩ = 0, (6.154)
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が得られる．さらに，式 (6.152)の両辺を uで微分して左から ⟨j ̸= k(u)|を掛けると⟨
j(u)

∣∣∣∣ ddu
∣∣∣∣ k(u)⟩ = − 1

∆εjk(u)

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤ(u)

du

∣∣∣∣∣ k(u)
⟩
, (6.155)

∆εjk(u) ≡ εj(u)− εk(u), (6.156)

が得られるので，c′j(u)の微分方程式は

dc′j(u)

du
=
∑
k ̸=j

c′k(u)
1

∆εjk(u)

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ Ĥ(u)

du

∣∣∣∣∣ k(u)
⟩
eτ∆ϕjk(u), (6.157)

∆ϕjk(u) = ϕj(u)− ϕk(u), (6.158)

と変形できる．式 (6.157)の両辺を積分して e−τϕj(u)を掛けると

cj(u) = cj(0)e
−τϕj(u)

+ e−τϕj(u)
∑
k ̸=j

∫ u

0
du′ck(u

′)
1

∆εjk(u′)

⟨
j(u′)

∣∣∣∣∣ Ĥ(u′)

du′

∣∣∣∣∣ k(u′)
⟩
eτϕj(u

′),

(6.159)

となる．アニーリング時間 τ が十分長い場合を想定し，式 (6.159)の右辺に含まれる ck(u
′)

に対して

cj(u) ≃

c0(0)e−τϕ0(u) j = 0,

0 j ̸= 0,
(6.160)

と近似すると，励起状態の展開係数は

cj≥1(u) ≃ c0(0)e
−τϕj(u)

∫ u

0
du′

1

∆εj0(u′)

⟨
j(u′)

∣∣∣∣∣ Ĥ(u′)

du′

∣∣∣∣∣ k(u′)
⟩
eτ∆ϕj0(u

′), (6.161)

となる．さらに，
d

du
eτ∆ϕj0(u) = τ∆εj0(u)e

τ∆ϕj0(u), (6.162)

を利用して部分積分を実行し，τ−1の項のみを残すと

cj≥1(u)

c
(0)
0 (u)

≃ 1

τ

[
Aj0(u)−Aj0(0)e

−τ∆ϕj0(u)
]
, (6.163)

c
(0)
0 (u) ≡ c0(0)e

−τϕ0(u), (6.164)

Aj0(u) ≡
1

∆εj0(u)2

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤ(u)

du

∣∣∣∣∣ 0(u)
⟩
, (6.165)

が得られる．ϕj0(u) > 0であることを考慮すると τ ≫ 1では式 (6.163)の第二項は消えて

cj≥1(u)

c
(0)
0 (u)

≃ 1

τ
Aj0(u), (6.166)
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となる．式 (6.135)のマッピングを用いると，エネルギーギャップと緩和時間の逆数との間
に対応関係を取れるため，第二項の指数関数的な減衰はマスター方程式における緩和と関
連があると考えられる．励起状態の展開係数の指数関数的な減衰は実時間シュレーディン
ガー方程式にはない特徴であり，虚時間シュレーディンガー方程式ではこれを利用するこ
とで断熱的な時間発展をしない場合でも高い成功確率を得られる場合がある（第 6.9節参
照）．基底状態の展開係数の時間変化を求めるため，式 (6.166)を式 (6.159)に代入すると

c0(u)

c
(0)
0 (u)

≃ 1− 1

τ

∑
k≥1

∫ u

0
du′Bj0(u

′), (6.167)

Bj0(u) ≡
1

∆εj0(u)2

⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤ(u)

du

∣∣∣∣∣ 0(u)
⟩∗

Aj0(u), (6.168)

=
1

∆εj0(u)3

∣∣∣∣∣
⟨
j(u)

∣∣∣∣∣ dĤ(u)

du

∣∣∣∣∣ 0(u)
⟩∣∣∣∣∣

2

, (6.169)

が得られる．式 (6.166)と (6.167)より，虚時間シュレーディンガー方程式の下で断熱的な
時間発展を実現するためには

max
u,j

[
1

τ
|Aj0(u)|

]
≪ 1, (6.170)

max
j

[
1

τ

∣∣∣∣∫ u

0
du′Bj0(u

′)

∣∣∣∣]≪ 1, (6.171)

を満たす必要がある．式 (6.170)は実時間シュレーディンガー方程式の断熱条件と一致し
ており，式 (6.171)はノルムが保存しないことに起因して発生する虚時間シュレーディン
ガー方程式特有の条件である．

6.9 虚時間シュレーディンガー方程式によるグローバー問題のQA

本節では，解析的な計算が可能なグローバー問題を例題として設定し，虚時間シュレー
ディンガー方程式における効率的なスケジューリングを検討する．先行研究 [112]では虚時
間シュレーディンガー方程式の断熱定理をもとに SAの収束定理 [13]を導いている．同様
にして，虚時間シュレーディンガー方程式における効率的なスケジューリングが分かれば，
温度スケジューリングの工夫による SAの高速化に貢献できる可能性がある．グローバー
問題のハミルトニアンは式 (6.62)から (6.65)で与えられ，s(u)のスケジューリングによっ
て ĤQA(u)の時間依存性を制御する．ここで注意しなければいけないのは，本節で扱って
いるのはグローバー問題の SAではないことである．グローバー問題の SAを虚時間シュ
レーディンガー方程式を用いて調べるためには式 (6.135)の変換をする必要がある．しか
しながら，ここでの目的は虚時間シュレーディンガー方程式における効率的なスケジュー
リングに関して一般的な結論を得ることであり，解析が容易な式 (6.62)から (6.65)のハ
ミルトニアンのもとでの時間発展を調べることにする．以降では，時間発展が虚時間シュ
レーディンガー方程式によって記述されるQAをQA-ITと呼ぶことにし，時間発展が実
時間シュレーディンガー方程式で記述されるQAをQA-RTと呼ぶことにする．
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6.9.1 アニーリング時間のスケジューリング依存性

前節で求めた断熱定理を用いて，QA-ITで断熱的な時間発展を実現するために必要な
アニーリング時間のスケジューリング依存性を計算する．ここでは，アニーリング時間を
特徴づける時間として以下の 3つの時間:

max
u

[
1

τc(δc)
|Amax(u)|

]
= δc ≪ 1, (6.172)

max
j

[
1

τd(δd)

∣∣∣∣∫ u

0
du′Bj0(u

′)

∣∣∣∣] = δd ≪ 1, (6.173)

τth = max[τc(1), τd(1)], (6.174)

を導入し，線形スケジューリングと断熱定理に基づいたスケジューリング [式 (6.27)，(6.36)，
(6.39)参照]における τc(δc), τd(δd), τthを計算する．ここで，

|Amax(u)| ≡ max
j

|Aj0(u)|, (6.175)

とおいた．τc(δc)はQA-ITとQA-RTに共通するアニーリング時間であり，τd(δd)はQA-

IT特有のアニーリング時間である．線形スケジューリングにおけるアニーリング時間は，
式 (6.31)，(6.36)，(6.95)，(6.168)を用いると

τc(δc) =
1

δc

√
N(N − 1) ∼ O(N), (6.176)

τd(δd) =
1

δd

(N − 1)(2N + 1)

3N
∼ O(N), (6.177)

τth = τc(1) =
√
N(N − 1) ∼ O(N), (6.178)

が得られる．また，断熱定理に基づくスケジューリングでは式 (6.36)の代わりに式 (6.39)

を用いて

τc(δc) =
1

δc

√
N − 1 ∼ O(

√
N), (6.179)

τd(δd) =
1

δd

√
N − 1 arctan

√
N − 1 ∼ O(

√
N), (6.180)

τth = τd(1) =
√
N − 1 arctan

√
N − 1 ∼ O(

√
N), (6.181)

が得られる．QA-ITとQA-RTの τthは同じN 依存性を示しており [式 (6.98)と (6.178)，
式 (6.102)と (6.181)を参照]，グローバー問題において断熱的な時間発展を実現するため
のアニーリング時間には両者で本質的な違いがないことが分かる．

6.9.2 線形スケジューリングでの成功確率

前節で求めた励起状態の展開係数 [式 (6.163)]から分かるように，励起状態の展開係数
は基底状態とのエネルギーギャップに依存した速さで指数関数的に減衰する．このことか
ら，QA-ITでは基底状態から励起状態への遷移が発生したとしても，エネルギーギャップ
が大きい領域での減衰を利用することで高い成功確率が得られると期待される．実際に，

93



いくつかのモデルでQA-RTよりQA-ITの方が高速となることが先行研究 [16, 18, 19]で
示されている．ここでは，短時間極限での線形スケジューリングにおける成功確率の上限
を計算し，励起状態の指数減衰を考慮した場合の計算時間を算出する．
線形スケジューリングにおけるグローバー問題のハミルトニアンは

ĤQA(s) = sĤ0 + (1− s)Ĥq, (6.182)

Ĥ0 = ÎN − |0⟩ ⟨0| , (6.183)

Ĥq = ÎN − |Ψ0⟩ ⟨Ψ0| , (6.184)

|Ψ0⟩ ≡
1√
N

N−1∑
i=0

|i⟩ , (6.185)

ds

du
= 1, (6.186)

で与えられる．第 6.5節で述べたようにグローバー問題のQAは 2準位系に帰着するので，
基底状態と励起状態の展開係数のみを考えればよく，maxj |Aj0(u)| = |A10(u)|となる．式
(6.157)に式 (6.165)を代入すると，展開係数の微分方程式は

dc′1(u)

du
= +c′0(u)∆ε10(u)A10(u)e

+τ∆ϕ10(u), (6.187)

dc′0(u)

du
= −c′1(u)∆ε10(u)A∗

10(u)e
−τ∆ϕ10(u), (6.188)

となる．この微分方程式に式 (6.34)，(6.36)，(6.95)を代入すると

dc′1(u)

du
= +

√
N − 1

N

c′0(u)

∆ε10(u)2
e+τ∆ϕ10(u),　　 (6.189)

dc′0(u)

du
= −

√
N − 1

N

c′1(u)

∆ε10(u)2
e−τ∆ϕ10(u), (6.190)

と変形できる．式 (6.189)を積分すると，励起状態の展開係数について

c′1(u) = c′1(0) +

√
N − 1

N

∫ u

0
du′

c′0(u
′)

∆ε10(u′)2
eτ∆ϕ10(u′), (6.191)

が得られる．初期条件を

c0(0) = c′0(0) = 1, (6.192)

c1(0) = c′1(0) = 0, (6.193)

と設定すると，式 (6.190)の右辺は負となるので，

c′0(u) ≤ 1, (6.194)

となる．式 (6.191)に式 (6.193)と (6.194)を代入して，両辺に e−τϕ1(u)を掛けると

c1(u) ≤ e−τϕ0(u)D1(u), (6.195)

D1(u) ≡
√
N − 1

N
e−τ∆ϕ10(u)

∫ u

0

du′

∆ε10(u′)2
eτ∆ϕ10(u′), (6.196)
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となる．c1(u)の上限を評価するためには，D1(u)の右辺の積分を計算すればよい．断熱定
理では長時間極限における展開係数を求めることを目指していたので，式 (6.196)の部分
積分を実行する際に eτ∆ϕ10(u′)を積分し，1/τ の次数を増加させていた．一方で，ここで
は短時間アニーリングでの展開係数を求めたいので，部分積分を実行する際に eτ∆ϕ10(u′)

を微分して，τ の次数を増加させていくという方針をとる．ただし，以降の計算が簡単に
なるため，断熱定理の導出と同様の部分積分を 1回だけ実行し，

D1(u) =
1

τ

√
N − 1

N
e−τ∆ϕ10(u)

{[
1

∆ε10(u′)3
eτ∆ϕ10(u′)

]u′=1

u′=0

+12

(
1− 1

N

)∫ u

0

du′

∆ε10(u′)5

(
u′ − 1

2

)
eτ∆ϕ10(u′)

}
, (6.197)

と変形する．式 (6.158)に式 (6.153)と (6.88)を代入すると，N ≫ 1では

∆ϕ10(u) ≃
1

2

(
u− 1

2

)
∆ε10(u) +

1

4
, (6.198)

と近似できる（付録.B参照）．式 (6.198)を式 (6.197)に代入すると，QA終了時点（u = 1）
におけるD1(u = 1)は

D1(u = 1) ≃ 1

τ

√
N − 1

N
(1− e−

τ
2 ) +

12N

τ

(√
N − 1

N

)3

e−
τ
4 I1(1, 0), (6.199)

I1(ua, ub) ≡
∫ ub

ua

du

∆ε10(u)5

(
u− 1

2

)
e

τ
2 (u−

1
2)∆ε10(u), (6.200)

となる．さらに，式 (6.200)の右辺に含まれる指数関数の肩に対して，N ≫ 1として

τ

2

(
u− 1

2

)
∆ε10(u) ≃ τ

(
u− 1

2

) ∣∣∣∣u− 1

2

∣∣∣∣ , (6.201)

と近似する．この近似ではエネルギーギャップの最小値を 0としているため，断熱的な時
間発展について調べたい場合に採用すると間違いを起こすと考えられる．一方で，グロー
バー問題に対する短時間のQA-ITでは励起状態の展開係数の指数減衰が支配的な要素と
なるため，大きな問題にはならない．或いは，短時間のQAではエネルギーギャップの最
小値が 1/

√
N と 0のどちらであったとしても，基底状態を維持するよりも励起状態に遷移

する方が支配的であると考えてもよい．式 (6.201)は |u− 1/2|を含むので，

I1(0, 1) = I1

(
0,

1

2

)
+ I1

(
1

2
, 1

)
, (6.202)

と分解して，第一項と第二項の上限を別々に評価する．第一項に関しては，積分変数を

x = 4(N − 1)

(
u− 1

2

)2

+ 1, (6.203)

と変換すると

I1

(
0,

1

2

)
≃ −1

8

N
5
2

N − 1
e

1
4

τ
N−1J1(1, N), (6.204)

J1(1, N) ≡
∫ N

1

dx

x
5
2

e−
x
4

τ
N−1 , (6.205)
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となる．J1(1, N)の被積分関数に含まれる 1/x
5
2 は繰り返し積分し易い関数であり，部分

積分を実行する際に e−
x
4

τ
N−1 を微分して τ の次数を増やしていくことができる．この部分

積分を 3回実行すると

J1 (1, N) =
2

3
e−

1
4

τ
N−1

[
1− 1

2

(
τ

N − 1

)
− 1

4

(
τ

N − 1

)2
]

− 2

3

(
1

N

) 3
2

e−
1
4

Nτ
N−1

[
1− 1

2

(
Nτ

N − 1

)
− 1

4

(
Nτ

N − 1

)2
]

+
1

24

(
τ

N − 1

)3 ∫ N

1

√
xe−

x
4

τ
N−1dx, (6.206)

が得られる．式 (6.206)の第三項の積分を厳密に計算することはできないが，1 ≤ x ≤ N

で成立する以下の不等式:
1

1 +
√
N
x+

√
N

1 +
√
N

≤
√
x, (6.207)

を用いると J1(1, N)の下限を

J1(1, N) ≥ 2

3
e−

1
4

τ
N−1

[
1− 1

2

√
N − 1√
N + 1

(
τ

N − 1

)]

− 2

3

(
1

N

) 3
2

e−
1
4

Nτ
N−1

[
1 +

1

2

√
N − 1√
N + 1

(
Nτ

N − 1

)]
, (6.208)

と評価することができ，結果を式 (6.204)に代入すると

I1

(
0,

1

2

)
≤ − 1

12

N
5
2

N − 1

[
1− 1

2

√
N − 1√
N + 1

(
τ

N − 1

)]

+
1

12

N

N − 1
e−

τ
4

[
1 +

1

2

√
N − 1√
N + 1

(
Nτ

N − 1

)]
(6.209)

が得られる．式 (6.202)の第二項に関しても，式 (6.203)によって積分変数を変換すると

I1

(
1

2
, 1

)
≃ 1

8

N
5
2

N − 1
e−

1
4

τ
N−1K1(1, N), (6.210)

K1(1, N) ≡
∫ N

1

dx

x
5
2

e+
x
4

τ
N−1 , (6.211)

と変形できる．先程と同様の部分積分を 3回実行すると

K1(1, N) = −2

3

(
1

N

) 3
2

e
1
4

Nτ
N−1

[
1 +

1

2

(
Nτ

N − 1

)
− 1

4

(
Nτ

N − 1

)2
]

+
2

3
e

1
4

τ
N−1

[
1 +

1

2

(
τ

N − 1

)
− 1

4

(
τ

N − 1

)2
]

− 1

24

(
τ

N − 1

)3 ∫ N

1

√
xe

x
4

τ
N−1dx, (6.212)
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となり，式 (6.207)を用いるとK1(1, N)の上限を

K1(1, N) ≤ −2

3

(
1

N

) 3
2

e
1
4

Nτ
N−1

[
1− 1

2

√
N − 1√
N + 1

(
Nτ

N − 1

)]

+
2

3
e

1
4

τ
N−1

[
1 +

1

2

√
N − 1√
N + 1

τ

N − 1

]
, (6.213)

と評価することができる．この結果を式 (6.210)に代入すると，

I1

(
1

2
, 1

)
≤ − 1

12

N

N − 1
e

τ
4

[
1− 1

2

√
N − 1√
N + 1

(
Nτ

N − 1

)]

+
1

12

N
5
2

N − 1

[
1 +

1

2

√
N − 1√
N + 1

(
τ

N − 1

)]
, (6.214)

が得られる．式 (6.199)に式 (6.202)，(6.209)，(6.214)を代入すると

D1(u = 1) ≤ 1

2
√
N − 1

√
N − 1√
N + 1

(
1 + 2

√
Ne−

τ
4 + e−

τ
2

)
≃ e−

τ
4 , (6.215)

となる．この結果は，励起状態の展開係数はN に依存しない速さで指数関数的に減衰す
ることを示しており，この結果の妥当性については後の数値計算で確認する．
次に，基底状態の展開係数の下限を評価する．QA-ITではノルムが保存しないので，成
功確率を計算するためには基底状態と励起状態の展開係数の比を求める必要がある．まず，
以下の不等式:

d

dt

√
PGS(t) =

d

dt

⟨0|ψ(t)⟩
⟨ψ(t)|ψ(t)⟩

≥ 0, (6.216)

を証明する．この不等式は，最適解 |0⟩を得る確率がQA-ITの過程で減少しないことを表
している．式 (6.147)を用いると

d

dt

√
PGS(t) =

⟨0|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|Ĥ(t)|ψ(t)⟩ − ⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ ⟨0|Ĥ(t)|ψ(t)⟩
⟨ψ(t)|ψ(t)⟩

3
2

, (6.217)

と変形できる．式 (6.90)と (6.91)を用いると，最適解 |0⟩は

|0⟩ = P (t) |0(t)⟩ −Q(t) |1(t)⟩ , (6.218)

0 ≤ P (t), Q(t) ≤ 1, (6.219)

と展開でき，状態ベクトルは

|ψ(t)⟩ = L(t)
[
α(t) |0(t)⟩+

√
1− α(t)2 |1(t)⟩

]
, (6.220)

0 ≤ α(t) ≤ 1, (6.221)
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と書くことができる．ここで，L(t)は時間に依存する状態ベクトルのノルムを表している．
式 (6.218)と (6.220)を式 (6.217)に代入すると

d

dt

√
PGS(t) = α(t)

√
1− α(t)2

[√
1− α(t)2P (t) + α(t)Q(t)

]
∆ε10(t) ≥ 0, (6.222)

となり，式 (6.216)が示される．この結果から，

PGS(τ) ≥
1

N
, (6.223)

となることが分かる．ここで，PGS(τ)はQA-ITの終了時点で最適解を得る確率を表して
おり，1/N はQA-ITの初期条件において最適解を得る確率を表している．基底状態の展
開係数を

C0(u) ≡ e−τϕ0(u)D0(u), (6.224)

とおいて，式 (6.224)と (6.195)を用いると，PGS(τ)は展開係数を用いて

PGS(τ) =
c0(1)

2

c0(1)2 + c1(1)2
, (6.225)

=
D0(1)

2

D0(1)2 +D1(1)2
, (6.226)

と書くことができる．励起状態の展開係数に関しては，式 (6.215)より τ → 0, N → ∞で

D1(u = 1) ≤ 1, (6.227)

を満たしており，式 (6.223)，(6.226)，(6.227)を用いると

D0(u = 1) ≥ 1√
N
, (6.228)

が得られる．
最後に，特定の成功確率:

PGS(τ) =
1

1 + δ′2
, (6.229)

を達成するために必要なアニーリグ時間 τGS(δ
′)を計算する．式 (6.215)と (6.228)より，

D1(1)

D0(1)
≲

√
Ne−

τ
4 , (6.230)

が得られ，これを式 (6.226)に代入すると

PGS(τ) =
1

1 +Ne−
τ
2

, (6.231)

となる．この結果から，式 (6.229)を達成するためのアニーリング時間は

τGS(δ
′) = 2 log

(
N

δ′2

)
∼ O(logN), (6.232)

と見積もることができる．
断熱的な時間発展を前提にしたアニーリング時間 τthはO(N)で増加するが，励起状態

の展開係数の指数減衰も考慮するとO(logN)で抑えられることが分かる．
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図 6.19: 線形スケジューリングで 99%の成功確率を得るために必要なアニーリング時間

6.9.3 数値計算による確認

これまでに計算してきた結果の妥当性を数値計算によって確認する．ここでは，4次の
ルンゲ-クッタ法を用いて虚時間シュレーディンガー方程式を解き，QA-ITの τGS(δ

′)と失
敗確率を求めて，それぞれ式 (6.232)と (6.231)と比較する．
線形スケジューリングにおいて 99%の成功確率を得るために必要なアニーリング時間

τGS(δ
′ = 0.01)を図 6.19に示す．横軸は logスケールとしてあるので，数値計算の結果も

τGS ∼ O(logN)となっていることが分かる．線形近似によって τGS(0.01)のN 依存性を
求めると

τGS(0.01) = 1.83 logN + 5.26, (6.233)

が得られる．式 (6.232)では logN の係数が数値計算の結果に対して大きく見積もられて
いることが分かる．この原因として，基底状態の展開係数に対する不等式 (6.228)が緩い
ことが挙げられる．図 6.20には，励起状態の展開係数の τ 依存性をN = 102, 104, 106に
対してプロットしてある．黒の実線は式 (6.215)であり，点線はそれぞれのN に対する長
時間項を表している．短時間領域での展開係数は式 (6.215)とよく一致しており，N に依
存しない速さで指数関数的に減少している．この結果を鑑みると，τGS(δ

′)の係数の違い
は基底状態の展開係数の見積もりが甘いことに起因していると考えられる．図 6.21は，失
敗確率の τ 依存性が示してある．実線は式 (6.231)を示しており，点線は長時間極限にお
ける失敗確率を表している．失敗確率が長時間極限に到達するまでの領域で，失敗確率は
式 (6.231)とよく一致している．
断熱定理に基づくスケジューリングにおける τGS(δ

′ = 0.01)のN 依存性を図 6.22に示
す．線形近似によって τGS(0.01)のN 依存性を求めると

τGS(0.01) = 9.77N0.50, (6.234)

が得られる．線形スケジューリングの場合と異なり，この結果は断熱的な時間発展を実現
するためのアニーリング時間 τth とよく一致している．図 6.23は断熱定理に基づくスケ
ジューリングにおける失敗確率の τ 依存性を示している．実線は長時間極限における失敗
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図 6.23: 断熱定理に基づくスケジューリングにおける失敗確率の τ 依存性

確率を表しており，点線は τth[式 (6.181)参照]を表している．失敗確率の τ 依存性に関し
ても，断熱定理から求めた物理量のみを用いて説明できることが分かる．
以上より，線形スケジューリングでは τthよりも短いアニーリング時間で高い成功確率

が得られるのに対して，断熱定理に基づくスケジューリングでは τthに基づいて必要なア
ニーリング時間が決まることが分かった．短時間領域における線形スケジューリングの性
能は式 (6.231)でよく記述され，断熱定理の結果に基づいて数値計算の結果を説明するこ
とはできない．次節では，本節の結果をもとにQA-ITにおける効率的なスケジューリン
グについて考察する．
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図 6.24: 線形スケジューリングにおける励起状態の展開係数の時間推移（N = 100, τ = 10）

6.10 QA-ITにおける効率的なスケジューリングの考察

グローバー問題のQA-ITでは線形スケジューリングのアニーリング時間がO(logN)と
なり，断熱的な時間発展を仮定したアニーリング時間O(N)より小さくなることが解析計
算と数値計算から明らかになった．τGS(0.01) ≪ τthという結果は，線形スケジューリン
グでは励起状態への遷移が発生したとしても高い成功確率を得られることを示している．
その原因としては，QA-ITではエネルギーギャップに依存して励起状態の展開係数が指数
関数的に減衰することが挙げられる．これは虚時間シュレーディンガー方程式の時間発展
に特有の現象である．N = 100, τ = 10における励起状態の展開係数の時間推移を示した
のが図 6.24である．|ATmax(u)|が最大となる u = 1/2付近で励起状態の展開係数が最大
となった後，励起状態の展開係数が減少していることが分かる．これらの結果は，QA-IT

では励起状態への遷移を防ぐことよりも，励起状態の展開係数の指数減衰を利用すること
に重きを置くべきであることを示している．特に，グローバー問題のエネルギーギャップ
は最小値を取った後に再び増加するため（図 6.3参照），励起状態の展開係数の指数減衰
を有効に利用することができる．以上のことから，エネルギーギャップが最小となった後
に再び増加する問題では，QA-ITの後半で ds/duを減少させるスケジューリングが効率
的であると考えられる．一方で，QA-ITが進むにつれてエネルギーギャップが減少してい
く問題では励起状態の指数減衰にはあまり期待できないため，励起状態への遷移を抑える
スケジューリングが有効であると予想される．この場合は，断熱定理に基づくスケジュー
リングが有効となり，基本的にエネルギーギャップが小さくなるにつれて ds/duを減少さ
せていくことになる．結局のところ，いずれの場合でもQA-ITが進むにつれて ds/duを
小さくしていくスケジューリングが効率的になるという予想が立つ．また，SAのダイナ
ミクスは虚時間シュレーディンガー方程式で記述されるので，温度スケジューリングも同
様の考え方で設定するのが妥当と言える．
断熱定理に基づくスケジューリングでは，失敗確率の τ 依存性が断熱定理の結果と一致
した．つまり，このスケジューリングでは励起状態の指数減衰を全く活用できていない．
この理由としては，断熱定理に基づくスケジューリングではエネルギーギャップが大きい
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領域で ds/duを大きくするため，指数減衰が発生する暇もなくエネルギーギャップが大き
い領域を通過してしまうことが挙げられる．励起状態の指数減衰の利用を放棄するスケ
ジューリングは，グローバー問題等のエネルギーギャップが再度増加する問題では非効率
的である．

6.11 本章のまとめ

本章の前半ではQA-RTにおける効率的なスケジューリングを検討し，後半ではQA-IT

における効率的なスケジューリングを検討した．QA-RTとQA-ITではスケジューリング
を設定する際の観点が異なっており，それぞれについて本節でまとめる．
QA-RTでは，励起状態への遷移を防ぐスケジューリングを設定することで，高い成功

確率を短いアニーリング時間で得られるようになる．本論文では断熱定理に基づくスケ
ジューリングを提案し，断熱的な時間発展が実現され始める時間 τc(1)が |ATmax(s)|の平
均値で与えられることを示した．線形スケジューリングの τc(1)は |ATmax(s)|の最大値で
決まることから，断熱定理に基づくスケジューリングを用いることで，短いアニーリング
時間で断熱的な時間発展を達成できる．ただし，エネルギーギャップが指数関数的に小さ
くなる問題では，断熱定理に基づくスケジューリングを採用したとしても τc(1)が多項式
的な増加に抑えられる可能性は低い．グローバー問題と数分割問題では，以下の 3つのス
ケジューリング:

• 線形スケジューリング

• 断熱定理に基づくスケジューリング

• 第一励起状態に基づくスケジューリング

における失敗確率の τ 依存性を確認し，断熱定理に基づくスケジューリングにおいて最
も高い成功確率が得られることを確認した．先行研究 [102]では第一励起状態に基づくス
ケジューリングを提案しているが，Ãj0(s)に含まれる行列要素の影響によって |AT10(s)|
と |ATmax(s)|は必ずしも一致するとは限らない．|AT10(s)| ̸= |ATmax(s)|となる問題で第
一励起状態に基づくスケジューリングを採用してしまうと，思わぬところで励起状態への
遷移が発生して成功確率が低下してしまう危険性がある．実際に，数分割問題で第一励起
状態に基づくスケジューリングを設定しても，線形スケジューリングに対して性能が改善
されることはなかった．このことから，効率的なスケジューリングを設定するためには多
くの励起状態の固有エネルギーと固有ベクトルの情報を事前に知っている必要がある．ま
た，第一励起状態に基づくスケジューリングと断熱定理に基づくスケジューリングにおけ
る s(u)と失敗確率の評価結果（図 6.14と 6.17参照）から，成功確率はスケジューリング
に対して非常に敏感であることが分かる．以上のことから，スケジューリングによる高速
化を達成するためには以下の 2つのハードル:

• |ATmax(s)|を事前に正確に知ること

• アニーリングマシン上で s(u)を誤差なく設定すること
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を越えなければならず，D-Waveマシン等のQAマシンを用いて一般的な問題を解く際に，
スケジューリングを工夫して高速化するのは非常に難易度が高い．
QA-ITでは，励起状態の展開係数の指数関数的な減衰を利用することを重視し，これが
難しい場合には励起状態への遷移を防ぐスケジューリングを設定すれば良い．グローバー
問題の線形スケジューリングの結果から分かるように，励起状態への遷移を防ぐことは
高い成功確率を得るための十分条件であって，必要条件ではない．励起状態の指数減衰を
有効に活用できるのはエネルギーギャップが最小になった後に再度広がる問題であり，こ
のような問題では ds/duを徐々に小さくするスケジューリングが効率的となる．一方で，
QA-ITが進むにつれてエネルギーギャップが小さくなる問題では励起状態の指数減衰に期
待できないため，QA-RTと同様に断熱定理に基づくスケジューリングによって励起状態
への遷移を抑えるのが良いと予想される．この場合も，基本的にはエネルギーギャップが
閉じると共に ds/duを小さくする必要があるので，QA-ITが進むにつれて ds/duを下げ
ていくことになる．結局のところ，QA-ITではいずれの場合でも時間の経過とともに sを
ゆっくり下げていけば良いことが分かる．ただし，エネルギーギャップが単調減少する場
合は，QA-RTと同様にスケジューリングの誤差に対する成功確率の感度が高くなると予
想されるが，エネルギーギャップが再度広がる問題ではスケジューリングに対するシビア
な調整をしなくてもある程度の成功確率が得られると考えられる．SAのダイナミクスは
虚時間シュレーディンガー方程式に書き換えることができるため，QA-ITにおける効率的
なスケジューリングの考え方は，SAで温度スケジューリングを工夫する際に活用できる
と期待される．
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第7章 XX量子揺らぎの導入による高速化

7.1 本章の概要

本章では，量子揺らぎを導入するハミルトニアン Ĥqを横磁場:

Ĥq = −Γ
∑
i

σ̂zi , (7.1)

から変更してエネルギーギャップを広げることを考える．前章では断熱定理に基づくスケ
ジューリングによる高速化を検討したが，エネルギーギャップが指数関数的に閉じる問題
での効果は限定的であり，且つスケジューリングに要求される精度もシビアであった．し
かしながら，Ĥqの工夫によってエネルギーギャップのシステムサイズ依存性を多項式的
な減少に改善できれば，線形スケジューリングであったとしても τc(δ)は多項式的な増加
に抑えられる．また，揺らぎを導入する方法に自由度があるのは QA特有の強みであり，
SAでは温度以外の方法で揺らぎを導入することはできない．この強みを用いてQAの性
能改善を試みるのがここでの目的であり，σ̂xi の 2次項を含む Ĥqの導入によるQAの性能
変化を調べる．
第 7.2節では先行研究について説明し，第 7.3節では鈴木-トロッター展開によって量子
系を古典系の確率分布に対応させる方法を示す．第 7.4節では {σ̂xi }の全結合相互作用を
平均場理論で取り扱う方法を説明する．第 7.5節と 7.6節では，それぞれ 1次元 Isingモデ
ルと 1次元XYモデルに対して 2次の全結合量子揺らぎ（本論文では，全結合XX相互作
用と呼ぶ）を導入した時のQA性能を解析的に調べる．第 7.7節は本章のまとめにあてら
れる．

7.2 先行研究

QAの断熱定理によると，τc(δ)はエネルギーギャップの逆 2乗に比例して増加するため，
エネルギーギャップの最小値のN 依存性を評価できれば，アニーリング時間の増加が多項
式的か指数関数的かを判断できる．しかしながら，エネルギーギャップを求めるためには
一般的に 2N × 2N の行列の対角化が必要であり，N が大きい極限でのエネルギーギャップ
を評価するのは難しい．そこで，エネルギーギャップを直接求めるのを諦めて，QAの過
程で発生する相転移の次数を調べてエネルギーギャップを間接的に評価するという戦略が
広く利用されている．相転移の次数はエネルギーギャップのN 依存性と強い関連があるこ
とが知られており，例外的な事例 [113]が報告されてはいるものの，2次相転移ではエネ
ルギーギャップの最小値がN に対して多項式的に減少するのに対して，1次相転移では指
数関数的に閉じることが多くの問題で確かめられている [114–116]．本章と次章では，統
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計力学的な解析を用いてQAの過程で発生する相転移の次数を調べ，Ĥqの変更がQA性
能に与える影響を調べる．
横磁場以外の Ĥqの導入によって，横磁場を用いた場合に対して指数関数的に高速化で
きる例を最初に示したのは先行研究 [117]である．この論文では p-spinモデル:

Ĥ0 = −NJ

(
1

N

∑
i

σ̂zi

)p

, (7.2)

のQAを取り扱っている．ここで，J > 0であり，全てのスピン変数が同じ値になる自明
な基底状態をもつ．Ĥqとして横磁場を採用した場合は，横磁場を弱くしていくと 1次相
転移が発生し，エネルギーギャップが指数関数的に減少することが先行研究 [116]で示さ
れている．これに対して，先行研究 [117]では横磁場に加えて反強磁性の全結合XX相互
作用を導入した Ĥq:

Ĥq = −Γ1

∑
i

σ̂xi +NΓ2

(
1

N

∑
i

σ̂xi

)2

, (7.3)

を採用することで 1次相転移を回避できることを発見した．ここで，Γ1,Γ2 > 0である．
また，このようにして 1次相転移を回避した場合に，エネルギーギャップが多項式的な減
少に抑えられることが先行研究 [118]で確かめられている．その他に，ホップフィールド
モデルでも同様の方法で 1次相転移を回避できることが確認されており [119]，XX相互作
用の導入による高速化を検討した研究は多く報告されている [120–122]．
本章では，Ĥqとして横磁場を用いた場合に 2次相転移が発生する問題に対して，強磁

性と反強磁性の全結合 XX相互作用を導入したことによる相転移の次数の変化を調べる．
先行研究では主に 1次相転移が発生する問題に対して反強磁性の全結合XX相互作用を適
用しており，2次相転移が発生する問題でのQAの性能変化や強磁性の全結合XX相互作
用の影響を解析的に調べた研究はなかった．第 7.5節では 1次元 Isingモデルに対して，第
7.6では 1次元XYモデルに対して全結合XX相互作用を導入する効果を調べる．以降は，
Ĥqとして横磁場を採用したQAをTMF-QA（TMFはTransverse Magnetic Fieldの頭文
字）と呼び，反強磁性と強磁性の全結合XX相互作用を採用したQAをそれぞれAF-QA

と FM-QAと呼ぶことにする．

7.3 鈴木-トロッター展開とNon-stoquastic Hamiltonian

本節では，鈴木-トロッター展開 [123]によって d次元の量子系のボルツマン分布を d+1

次元の古典系のボルツマン分布として表現する方法を示し，Non-stoquastic Hamiltonian

と呼ばれる古典的な確率解釈ができないハミルトニアンについて説明する．
ハミルトニアンが

Ĥ = Ĥ0(σ̂
z) + Ĥq(σ̂

x), (7.4)

で与えられる量子系を考える．ここで，σz,x ≡ {σ̂z,x1 , σ̂z,x2 , ..., σ̂z,xN }である．また，本節で
はQAに関連した式 (7.4)のハミルトニアンに限って話を進めるが，以降の話は一般的な
量子系のハミルトニアンに適用可能である．この系の分配関数 Z は

Z = Tr e−βĤ0(σ̂z)−βĤq(σ̂x), (7.5)
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である．ここで，Trは任意の基底を用いた行列表示に対する対角和を表し，β = 1/T は
逆温度を表す．分配関数をこのままの形で求めるのは難しいので，鈴木-トロッター展開:

eÂ+B̂ = lim
K→∞

[
exp

(
1

K
Â

)
exp

(
1

K
B̂

)]K
, (7.6)

を用いて Ĥ0(σ̂
z)と Ĥq(σ̂

x)に分解すると

Z = Tr lim
K→∞

[
exp

(
− β

K
Ĥ0(σ̂

z)

)
exp

(
− β

K
Ĥq(σ̂

x)

)]K
, (7.7)

となる．さらに，完全性: ∑
σz

|σz⟩ ⟨σz| = 1̂, (7.8)

をK − 1回挿入すると

Z = lim
K→∞

∑
σz
1

· · ·
∑
σz
K

W (σz
all), (7.9)

W (σz
all) ≡ exp

[
− β

K

K∑
κ=1

H0(σ
z
κ)

]
K∏

κ=1

⟨
σz
κ

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥq(σ̂

x)

) ∣∣∣∣σz
κ+1

⟩
, (7.10)

となる．ここで，σz
all ≡ {σz

1 , ...,σ
z
K}とおき，トロッター方向に周期境界条件 |σz

K+1⟩ = |σz
1⟩

を課した．分配関数がボルツマン分布の規格化定数であることを考えると，式 (7.9)はσz
allが

得られる確率がW (σz
all)に比例すると解釈できる．このように解釈するならばW (σz

all) > 0

を満たさなければならないが，Ĥqの選び方によってW (σz
all) < 0となる場合が存在する

（負符号問題）．|σz⟩や |σx⟩等の単純な基底を用いた場合にW (σz
all) < 0となる σz

allが存
在するハミルトニアンはNon-stoquastic Hamiltonianと呼ばれ，上記のような古典的な確
率解釈ができない．このことから，Non-stoquastic Hamiltonianを導入することで，QA

特有の高速化を達成できるのではないかという期待が湧いてくる．一方で，W (σz
all) > 0

の場合は有効ハミルトニアンHeff(σ
z
all):

Heff(σ
z
all) =

1

K

K∑
κ=1

H0(σ
z
κ)−

1

β

K∑
κ=1

log

⟨
σz
κ

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥq(σ̂

x)

) ∣∣∣∣σz
κ+1

⟩
, (7.11)

に対してモンテカルロ法を適用することで，量子系の物理量のボルツマン分布に対する平
均値を計算することができる．この方法は量子モンテカルロ法と呼ばれている．Heff(σ

z
all)

はσz
allの関数なので古典系のハミルトニアンであり，トロッター方向に完全性を挿入した

ことに起因して元の系に対して次元が 1つ増えている．
本章で検討するQAのハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0(σ̂
z) + Ĥq(σ̂

x), (7.12)

Ĥq = −Γ1

∑
i

σ̂xi −NΓ2

(
1

N

∑
i

σ̂xi

)2

, (7.13)

であり，AF-QAのハミルトニアン（Γ1 > 0,Γ2 < 0）はNon-stoquasticであり，FM-QA

のハミルトニアン（Γ1 > 0,Γ2 > 0）は Stoquasticであることが知られている（付録 C

参照）．
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7.4 全結合XX相互作用の平均場理論による取り扱い

前節で説明したようにAF-QAのハミルトニアンはNon-stoquasticであるが，全結合の
XX相互作用に関しては鈴木-トロッター展開と平均場理論を組み合わせることで量子モン
テカルロ法を適用できるようになることが先行研究 [124]で示されている．ここで提案さ
れている方法は次節以降で利用するので，本節で簡単に説明しておく．
先行研究 [124]の方法で取り扱い可能なハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0(σ
z) + Ĥq(m̂x), (7.14)

Ĥq(m̂x) = Nĥq(m̂x), (7.15)

m̂x ≡ 1

N

N∑
i=1

σ̂xi , (7.16)

である．ここで，ĥq(m̂x)は m̂xに依存する任意の関数である．分配関数 Z は

Z = Tr e−βĤ0(σz)−βĤq(m̂x), (7.17)

で与えられ，鈴木-トロッター展開を適用した後に完全性:∑
σx

|σx⟩ ⟨σx| = 1̂, (7.18)

をK − 1回挿入すると

Z = lim
K→∞

∑
σx
1

· · ·
∑
σx
K

exp

[
−βN
K

K∑
κ=1

hq

(
1

N

N∑
i=1

σxi (κ)

)]

×
K∏

κ=1

⟨
σx
κ

∣∣∣∣ exp [− β

K
Ĥ0(σ̂

z)

] ∣∣∣∣σx
κ+1

⟩
, (7.19)

となる．ここで，σx
κ ≡ {σx1 (κ), σx2 (κ), ..., σxN (κ)}とした．また，hqに関する項はディラッ

クの δ関数とそのフーリエ変換:

hq(x) =

∫
dyδ(y − x)hq(y), (7.20)

δ(y − x) =

∫
dλ

2π
e−λ(y−x), (7.21)

を用いると，

exp

[
−βN
K

hq

(
1

N

N∑
i=1

σxi (κ)

)]

∝
∫
dmx(κ) exp

[
−βN
K

hq
(
mx(κ)

)]
δ

(
βN

K
mx(κ)−

β

K

N∑
i=1

σxi (κ)

)

∝
∫
dmx(κ)dλx(κ) exp

[
−βN
K

(
hq
(
mx(κ)

)
+ λx(κ)mx(κ)−

λx(κ)

N

N∑
i=1

σxi (κ)

)]
,

(7.22)
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と変形できる．これを式 (7.19)に代入し，σxi (κ)に関する項をブラケットの中に戻すと

Z ∝ lim
K→∞

∑
σx
1

· · ·
∑
σx
K

∫ K∏
κ=1

dmx(κ)

∫ K∏
κ=1

dλx(κ)

× exp

[
−βN
K

K∑
κ=1

(
hq
(
mx(κ)

)
+ λx(κ)mx(κ)

)]

×
K∏

κ=1

⟨
σx
κ

∣∣∣∣∣ exp
[
− β

K
Ĥ0(σ̂

z)

]
exp

[
β

K
λx(κ)

N∑
i=1

σ̂xi

] ∣∣∣∣∣σx
κ+1

⟩
, (7.23)

となる．さらに，完全性 [式 (7.18)]を逆方向に適用すると

Z ∝ lim
K→∞

∫ K∏
κ=1

dmx(κ)

∫ K∏
κ=1

dλx(κ) exp

[
−βN
K

K∑
κ=1

(
hq
(
mx(κ)

)
+ λx(κ)mx(κ)

)]

× Tr

(
K∏

κ=1

exp

[
− β

K
Ĥ0(σ̂

z)

]
exp

[
β

K
λx(κ)

N∑
i=1

σ̂xi

])
, (7.24)

と変形できる．ここで，静的近似:

mx ≡ mx(κ), (7.25)

λx ≡ λx(κ), (7.26)

を仮定すると

Z ∝
∫
dmx

∫
dλxe

−βN(hq(mx)+λxmx)

× Tr lim
K→∞

(
exp

[
− β

K
Ĥ0(σ̂

z)

]
exp

[
β

K
λx

N∑
i=1

σ̂xi

])K

, (7.27)

と変形でき，鈴木-トロッター展開を逆方向に適用すると

Z ∝
∫
dmx

∫
dλxe

−βN(hq(mx)+λxmx)Tre−βĤeff(σ̂
z ,σ̂x,λx), (7.28)

Ĥeff(σ̂
z, σ̂x, λx) ≡ Ĥ0(σ̂

z)− λx

N∑
i=1

σ̂xi , (7.29)

が得られる．熱力学的極限 N → ∞では積分を鞍点法により評価することができる．λx
の積分を実行し，鞍点条件:

λx = −dhq(mx)

dmx
≡ −h′q(mx), (7.30)
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を式 (7.28)と (7.29)に代入すると

Z ∝
∫
dmxe

−βNf(mx), (7.31)

f(mx) = hq(mx)−mxh
′
q(mx)−

1

βN
logZeff(mx), (7.32)

Zeff(mx) ≡ Tre−βĤeff(σ̂
z ,σ̂x,mx), (7.33)

Ĥeff(σ̂
z, σ̂x,mx) = Ĥ0(σ̂

z) + h′q(mx)
N∑
i=1

σ̂xi , (7.34)

が得られる．mxは自由エネルギー [式 (7.32)]の鞍点条件:

mx = ⟨m̂x⟩eff , (7.35)

⟨m̂x⟩eff ≡ 1

Zeff(mx)
Tr
[
m̂xe

−βĤeff(σ̂
z ,σ̂x,mx)

]
, (7.36)

を満たすように決めればよい．鞍点方程式を解くためには有効ハミルトニアン [式 (7.34)]

のもとで m̂xの平均値を求める必要があるが，Ĥeff(σ̂
z, σ̂x,mx)は横磁場しか含んでいな

いので量子モンテカルロ法を用いて求めることができる．また，式 (7.32)から (7.34)は，
Ĥ0に横磁場を印加した場合の分配関数を計算できれば，式 (7.15)の Ĥq(m̂x)を導入した
場合の自由エネルギーも計算可能であることを示している．

7.5 1次元 Isingモデルの場合

前節で説明した方法を用いて，1次元強磁性 Isingモデルに対して強磁性と反強磁性の
全結合XX相互作用を導入した場合の相図を解析的に調べる．
本節で取り扱うハミルトニアンは

Ĥ0(σ̂
z) = −J

N∑
i=1

σ̂zi σ̂
z
i+1, (7.37)

Ĥq(m̂x) = Nĥq(m̂x), (7.38)

ĥq(m̂x) = −Γ1m̂x −
1

2
Γ2m̂

2
x, (7.39)

である．ここで，Γ1 > 0は横磁場の強さを表し，Γ2 > 0(Γ2 < 0)は強磁性（反強磁性）の
全結合XX相互作用の強さを表す．

7.5.1 自由エネルギーと鞍点方程式

前節で求めた有効ハミルトニアンの分配関数 Zeff [式 (7.33)]は，1次元強磁性 Isingモデ
ルに横磁場を印加した場合の分配関数であり，

logZeff(mx) =
N

π

∫ π

0
dq log

(
2 coshβ

√
1 + h′q(mx)2 + 2h′q(mx) cos q

)
, (7.40)

h′q(mx) = −Γ1 − Γ2mx, (7.41)
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で与えられる [125]（付録D.1参照）．ここで，簡単のため J = 1とした．式 (7.40)を式
(7.32)に代入すると，β → ∞における自由エネルギーは

f(mx) = hq(mx)−mxh
′
q(mx)

− 2
1− h′q(mx)

π

∫ π/2

0
dω

√√√√1 +
4h′q(mx)[

1− h′q(mx)
]2 sin2 ω, (7.42)

と求まり，鞍点方程式として

mx =
2

π

∫ π/2

0
dω

1−
2

1− h′q (mx)
sin2 ω√√√√1 +

4h′q (mx)[
1− h′q (mx)

]2 sin2 ω
, (7.43)

が得られる．式 (7.42)の第三項は第二種の完全楕円積分であり，自由エネルギーに特異性
が発生し得るのは h′q(mx) = −1のみである．h′q(mx) = −1付近における自由エネルギー
の h′qに対する依存性を調べるため，

h′q ≡ −1 + ∆h′q, (7.44)

とおいて，自由エネルギーを∆h′qの関数と見なすと

f̃(∆h′q) ∼ (∆h′q)
2 log |∆h′q|, (7.45)

となる．また，h′q(mx) = −1のときに

mx =
2

π
, (7.46)

となることも式 (7.43)から分かる．

7.5.2 横磁場のみを印加した場合: Γ2 = 0

この場合は h′q(mx) = −Γ1であり，式 (7.43)よりmxは

mx =
2

π

∫ π/2

0
dω

1−
2

1 + Γ1
sin2 ω√

1−
4Γ1

[1 + Γ1]
2 sin

2 ω

, (7.47)

と求まる．また，Γ1 = 1 +∆Γ1とおくと，Γ1 = 1付近の自由エネルギーは

f̃ ∼ −(∆Γ1)
2 log |∆Γ1|, (7.48)

となり，自由エネルギーの 2階微分は

d2f̃

dΓ2
1

∼ dmx

dΓ1
∼ log |∆Γ1|, (7.49)

と得られる．以上より，横磁場のみを印加した場合は Γ1 = 1で 2次相転移が発生するこ
とが分かる．図 7.1はmxの Γ1依存性を表しており，第二種完全楕円積分の特異性に起因
して Γ1 = 1における傾きは無限大となる．
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図 7.1: TMF-QAにおけるmxの Γ1依存性

7.5.3 反強磁性相互作用を印加した場合: Γ2 < 0

式 (7.41)を用いて鞍点方程式 (7.43)の右辺からmxを消去すると

h′q = −Γ2SR
(
h′q
)
− Γ1, (7.50)

SR
(
h′q
)
=

2

π

∫ π/2

0
dω

1−
2

1− h′q
sin2 ω√√√√1 +

4h′q(
1− h′q

)2 sin2 ω
. (7.51)

となる．この鞍点方程式は，Γ1と Γ2が与えられたときに h′qを決定する方程式と見なす
ことができる．式 (7.50)の左辺と右辺を h′qの関数として図示したのが図 7.2である．右
辺の関数は h′q = 0で−Γ1となっており，Γ2を固定して Γ1を減少させていくと鞍点方程
式を満たすmxが小さくなっていくことが分かる．また，式 (7.46)を式 (7.41)に代入する
と，h′q = −1となるのは

Γ1 = −2Γ2

π
+ 1, (7.52)

のときであることが分かる．このときの鞍点方程式 (7.50)の左辺と右辺を h′qの関数とし
て示したのが図 7.3である．右辺の関数の傾きは第二種完全楕円積分の特異性に起因して
h′q = −1で −∞となっており，図 7.3の状況から Γ2を固定して Γ1を変化させたときの
h′qの変化量: ∆h′qは

∆h′q = 0, (7.53)

になる．h′q = −1付近での Γ1の変化に対するmxの応答を調べるため，

h′q = −1 + ∆h′q, (7.54)

Γ1 = −2Γ2

π
+ 1 +∆Γ1, (7.55)

mx =
2

π
+∆mx, (7.56)
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図 7.4: AF-QAにおけるmxの Γ1依存性

とおき，式 (7.53)と合わせて式 (7.41)に代入すると

∆mx = − 1

Γ2
∆Γ1, (7.57)

が得られる．この結果は，反強磁性の全結合XX相互作用の導入によって，mx = 2/πに
おける dmx/dΓ1の特異性が消えることを示しており，TMF-QAで発生する 2次相転移を
回避できることを意味している．Γ2 = 0,−1におけるmxの Γ1依存性を図 7.4に示す．反
強磁性XX相互作用を追加することでmx = 2/πとなる Γ1が大きくなっており，mxの傾
きも緩やかになっていることが分かる．

7.5.4 強磁性相互作用を印加した場合: Γ2 > 0

Γ2 > 0としたときの鞍点方程式 (7.50)の左辺と右辺の関数を図示したのが図 7.5であ
る．反強磁性XX相互作用を追加した場合と同様に右辺の関数は h′q = 0で−Γ1となって
おり，Γ2を固定して Γ1を減少させていくと鞍点方程式を満たすmxが小さくなる．一方
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図 7.6: Γ1 = −2Γ2
π + 1での鞍点方程式
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図 7.7: FM-QAにおけるmxの Γ1依存性

で，Γ2の正負が反転したことで，右辺の関数形が上下反転していることが分かる．さら
に，右辺の関数の傾きは第二種完全楕円積分の特異性に起因して h′q = −1で∞となる．
これらのことを考慮すると，図 7.5の状況で Γ1を減少させていくと鞍点方程式が 3つの解
をもつようになることが分かる（図 7.6参照）．この結果としてmxは不連続に変化する
ようになり，強磁性 XX相互作用を導入することで 1次相転移が発生することが分かる．
Γ2 = 0, 1におけるmxの Γ1依存性を図 7.7に示す．mxは 2/πを挟んで不連続に変化して
おり，1次相転移が発生していることが分かる．
Γ2 > 0の場合に h′q = −1が安定な解になり得ないことは，式 (7.57)からも正当化され
る．もし h′q = −1が安定解になっていると仮定すると，Γ1を減少させるとmxが増加す
るという非物理的な結果が式 (7.57)から導かれてしまう．このことから，強磁性の全結合
XX相互作用を導入した場合はmx = 2/πは安定な解になり得ず，mx = 2/πを挟んで不
連続な変化が発生することが示される．この結果から，TMF-QA(Γ2 = 0)の τc(δ)はN に
対して多項式的に増加するのに対して，FM-QA(Γ2 > 0)では指数関数的に増加すると考
えられ，強磁性の全結合XX相互作用の導入によってQA性能が悪化すると予想される．
強磁性と反強磁性の全結合XX相互作用を導入したときの相図を図 7.8に示す．Γ2 = 0
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では 2次相転移が発生し，Γ2 > 0では 1次相転移が発生するが，Γ2 < 0では相転移は発
生しない．

7.6 1次元XYモデルの場合

次に，1次元XYモデルに対して強磁性と反強磁性の全結合XX相互作用を導入した場
合の相転移を解析的に調べる．
本節で取り扱うハミルトニアンは

Ĥ0(σ̂
x, σ̂y) = −J

2

N∑
i=1

(
σ̂xi σ̂

x
i+1 + σ̂yi σ̂

y
i+1

)
, (7.58)

Ĥq(m̂z) = Nĥq(m̂z), (7.59)

ĥq(m̂z) = −Γ1m̂z −
1

2
Γ2m̂

2
z, (7.60)

である．ここで，Γ1 > 0は横磁場の強さを表し，Γ2 > 0(Γ2 < 0)は強磁性（反強磁性）の
全結合XX相互作用の強さを表す．本節では m̂z を用いて量子揺らぎを導入するが，以降
でも m̂z の 2次の項は全結合XX相互作用と呼ぶことにする．

7.6.1 自由エネルギーと鞍点方程式

7.4節の式 (7.33)，(7.33)，(7.33)を用いて自由エネルギーを計算し，鞍点方程式を求め
る．有効ハミルトニアンの分配関数 Zeff [式 (7.33)]は，1次元 XYモデルに横磁場を印加
した場合の分配関数であり，

lnZeff = βNh′q (mz) +
N

π

∫ π

0
dq log

[
1 + e2β(cos q−h′

q(mz))
]
, (7.61)

h′q(mz) = −Γ1 − Γ2mz, (7.62)
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で与えられる [126]（付録D.2）．ここで，簡単のため J = 1とした．式 (7.61)を式 (7.32)

に代入すると，自由エネルギーとして

f(mz) = hq(mz)−mzh
′
q(mz)− h′q(mz)−

1

πβ

∫ π

0
dq log

[
1 + e2β(cos q−h′

q(mz))
]
, (7.63)

が得られる．β → ∞では cos q − h′q(mz) > 0を満たす qのみが積分に寄与するので

f(mz) = hq(mz)−mzh
′
q(mz)− h′q(mz)

− 2

π

∫ π

0
dq
(
cos q − h′q(mz)

)
θ
(
cos q − h′q(mz)

)
, (7.64)

となる．ここで，

θ(x) ≡

1 x > 0,

0 x < 0,
(7.65)

である．式 (7.62)を式 (7.64)に代入すると，自由エネルギーと鞍点方程式として以下を得
る（上段：自由エネルギー，下段：鞍点方程式）．

• 領域 I: Γ1 + Γ2mz > +1

f(mz) =
1

2
Γ2(mz − 1)2 − Γ1 −

1

2
Γ2, (7.66)

mz = +1, (7.67)

• 領域 II: −1 < Γ1 + Γ2mz < +1

f(mz) =
1

2
Γ2 (mz + 1)2 + Γ1 −

1

2
Γ2

− 2

π

√
1− (Γ1 + Γ2mz)

2 − 2

π
(Γ1 + Γ2mz) arccos (−Γ1 − Γ2mz) , (7.68)

mz =
1

Γ2
sin
(πmz

2

)
− Γ1

Γ2
, (7.69)

• 領域 III: Γ1 + Γ2mz < −1

f(mz) =
1

2
Γ2(mz + 1)2 + Γ1 −

1

2
Γ2, (7.70)

mz = −1, (7.71)

7.6.2 反強磁性相互作用を印加した場合: Γ2 < 0

領域 Iの鞍点方程式 (7.67)より，Γ1 > 1− Γ2ではmz = 1となる．
領域 IIの鞍点方程式 (7.69)の右辺と左辺の関数を図示したのが図 7.9である．右辺の
関数は mz = 0で Γ1/|Γ2|となり，Γ2 を固定して Γ1 を減少させると鞍点方程式を満た
すmz も小さくなる．Γ1を領域 Iから減少させていくと，領域 IIの鞍点方程式 (7.69)は
Γ1 = 1 − Γ2 でmz = 1の解をもつ（図 7.10参照）．領域 IIの鞍点方程式が解をもち始
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図 7.10: Γ1 = 1 − Γ2における鞍点方程
式

める Γ1と，領域 Iの鞍点方程式が解をもたなくなる Γ1は一致しており，境界領域におい
てmz = 1となることが分かる．この結果は，領域 Iから領域 IIへの移り変わりにおいて
mz が連続的に変化し，Γ1 = 1 − Γ2で 2次相転移が発生することを示している．領域 II

に移った後は，mz は明らかに Γ1の減少に対して連続的に変化する（図 7.9参照）．
相転移点近傍のmz の振る舞いを調べるため

mz ≡ 1−∆mz, (7.72)

Γ1 ≡ 1− Γ2 −∆1, (7.73)

とおき，式 (7.69)に代入すると

∆mz = − 1

Γ2
∆Γ1, (7.74)

が得られる．この結果から，反強磁性の全結合XX相互作用を導入しても臨界指数は変化し
ないが，臨界振幅が減少することが分かる．ただし，XYモデルでは領域 Iで dmz/dΓ1 = 0

となっているので，前節の Isingモデルと異なり 2次相転移が消えることはない．Γ2 = 0,−1

におけるmzの Γ1依存性を図 7.11に示す．1次元強磁性 Isingモデルの場合と同様に，反
強磁性XX相互作用を追加すると 2次相転移が発生する Γ1が大きくなり，領域 IIにおけ
るmz の傾きが小さくなっている．

7.6.3 強磁性相互作用を印加した場合: Γ2 > 0

領域 Iの鞍点方程式 (7.67)より，Γ1 > 1 − Γ2ではmz = 1が自由エネルギーを最小化
する解の候補となる．
領域 IIの鞍点方程式 (7.69)の右辺と左辺の関数を図示したのが図 7.12である．右辺の

関数はmz = 0で−Γ1/Γ2となり，Γ2を固定して Γ1を減少させると鞍点方程式を満たす
mz も小さくなる．また，Γ2の正負が反転したことで右辺の関数形は図 7.9に対して上下
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図 7.11: AF-QAにおけるmz の Γ1依存性

反転している．Γ1を減少させていったときに，Γ1が以下の不等式:

Γ1 ≤ Γ
(UB)
1 ≡

√
1−

(
2Γ2

π

)2

− Γ2

[
1− 2

π
arcsin

(
2Γ2

π

)]
, (7.75)

を満たすと領域 IIの鞍点方程式は解をもつようになる（図 7.13参照）．Γ
(UB)
1 は領域 Iの

鞍点方程式が解をもたなくなる境界 (Γ1 = 1− Γ2)と一致していないため，

Γ
(LB)
1 ≤ Γ1 ≤ Γ

(UB)
1 , (7.76)

Γ
(LB)
1 ≡ 1− Γ2, (7.77)

において領域 Iと領域 IIの鞍点方程式が同時に解をもつことになる．Γ1 = Γ
(UB)
1 におけ

る領域 IIの鞍点方程式の解は

mz = 1−∆m(XY)
z , (7.78)

∆m(XY)
z =

2

π
arcsin

(
2Γ2

π

)
, (7.79)

であり，領域 Iから領域 IIへの切り替わりにおいてmzには少なくとも∆m
(XY)
z の不連続

な飛びが発生する．これは，Γ
(LB)
1 ≤ Γ1 ≤ Γ

(UB)
1 の範囲内で 1次相転移が発生することを

示している．Γ2 = 0, 0.5におけるmzの Γ1依存性を図 7.14に示す．Γ1を減少させていく
とmz = 1から不連続に変化し，1次相転移が発生していることが分かる．1次元強磁性
Isingモデルの場合と同様に，TMF-QA(Γ2 = 0)の τc(δ)はN に対して多項式的に増加す
るのに対して，FM-QA(Γ2 > 0)では指数関数的に増加すると考えられ，強磁性の全結合
XX相互作用の導入によってQA性能が悪化すると予想される．
強磁性と反強磁性の全結合XX相互作用を導入したときの相図を図 7.15に示す．Γ2 ≤ 0

では 2次相転移が発生し，Γ2 > 0では 1次相転移が発生する．
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7.7 本章のまとめ

本章では，1次元 Isingモデルと XYモデルの QAにおいて，横磁場に加えて全結合の
XX相互作用を導入した場合の相転移の次数を解析的に調べた．相転移の次数はエネルギー
ギャップの最小値と関連があることが知られており，QA性能を議論する際に統計力学的
な解析によって相転移の次数を調べることは有用な方法である．特に，Ĥqが m̂xの関数
となっている場合は，横磁場のみを印加したときの分配関数 Zeff [式 (7.33)と (7.34)]を計
算できれば，Zeff を用いて全結合 XX相互作用を導入した時の自由エネルギー [式 (7.32)]

を計算することができる．
強磁性の全結合XX相互作用を導入した場合は，1次元 IsingモデルとXYモデルで共に

1次相転移が発生することが分かった．2つのモデルはTMF-QAでは 2次相転移が発生す
ることを考慮すると，強磁性の全結合XX相互作用を用いるとQA性能が悪化すると予想
される．一方で，反強磁性の全結合XX相互作用を利用した場合は，1次元 Isingモデルで
は 2次相転移を解消できるという結果が得られた．また，1次元XYモデルでは 2次相転
移は残るが，臨界指数を保ったまま臨界振幅を減少させることができる．1次元XYモデ
ルに対する効果は小さいが，反強磁性の全結合 XX相互作用を用いることで 1次元 Ising

モデルの基底状態を効率的に探索できるようになると期待できる．
最後に反強磁性と強磁性のXX相互作用の違いについて考察する．反強磁性のXX相互

作用は横磁場によって作られる x方向の秩序を崩す働きをするので，図 7.4と 7.11の結
果が示すように Γ1が大きい領域からmx（XYモデルではmz）が減少し始める．1次元
Isingモデルでmx = 2/πとなる横磁場の強さを Γ

(Ising)
1 とし，1次元XYモデルでmz = 1

となる最小の横磁場の強さを Γ
(XY)
1 とおくと，∂mx/∂Γ1と ∂mz/∂Γ1は∫ Γ

(Ising)
1

0

∂mx

∂Γ1
dΓ1 =

2

π
, (7.80)∫ Γ

(XY)
1

0

∂mz

∂Γ1
dΓ1 = 1, (7.81)

を満たす．反強磁性のXX相互作用はΓ
(Ising)
1 ,Γ

(XY)
1 を増加させるので，∂mx/∂Γ1と∂mz/∂Γ1

は減少する．式 (7.57)と (7.74)はこの効果を表しており，1次元 Isingモデルでは 2次相
転移が消え，1次元XYモデルでは臨界指数が減少する．一方で，強磁性のXX相互作用
は横磁場によって作られる秩序をさらに強める働きをする．このため，図 7.7と 7.14が示
すように，1次元 Isingモデルではmx < 2/πとなる Γ1が減少し，1次元XYモデルでは
mz < 1となる Γ1が減少する．結果として Γ1 = 0でmx = mz = 0まで減少させるのに
不連続な激しい変化が伴うようになる．本章で解析した結果を踏まえると，QAの性能を
向上させるためには，一般的に強磁性よりも反強磁性のXX相互作用を用いた方が良いと
考えられる．今回はNon-stoquastic Hamiltonianと Stoquatstic Hamiltonianの違いに焦
点をあてた議論はできなかったが，これらの違いについて明確にすることができれば古典
的な最適化手法に対するQAの優位性を見出せる可能性があり，今後の課題として残って
いる．
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第8章 one-hot表示した整数最適化問題の高
速解法

8.1 本章の概要

整数変数で定義される最適化問題を Isingマシンで解くためには整数変数を 2値変数で
表現する必要があり，D-Waveマシンを用いる場合には one-hot表示が採用されるのが一
般的である（第 2.3節参照）．本章では，one-hot表示を用いた場合のQAや SAの性能を
解析的に調べ，整数最適化問題を効率的に解くための整数変数の 2値化方法を提案する．
第 8.2節では，one-hot表示によって Ising表現した場合に，QAによる基底状態探索を
効率的に実行する方法を検討した先行研究を示す．第 8.3節では，Pottsモデルのハミル
トニアンの Ising表現について説明する．第 8.4節では全結合強磁性Pottsモデルのハミル
トニアンを one-hot表示により Ising表現した場合に，横磁場を用いたQA(TMF-QA)の
過程で 1次相転移が発生することを解析的に示す．強磁性 Pottsモデルは温度変化に対し
て 1次相転移が発生し [96]，SAを用いて基底状態を探索するのが難しいモデルであるこ
とが知られているが，第 8.4節の結果はQAを用いたとしても計算時間が指数関数的に増
加することを示唆している．第 8.5節では，全結合強磁性 Pottsモデルの 1次相転移を回
避する方法として half-hot制約を用いた繰り返し最適化を提案し，第 8.6節で提案方法を
全結合強磁性Pottsモデルに適用すると実際に 1次相転移を回避できることを示す．第 8.7

節では提案手法のPottsグラスモデルへの適用を検討し，第 8.8節はまとめにあてられる．

8.2 先行研究

one-hot表示に照準を絞って高速化を議論した研究として，先行研究 [127–129]が挙げ
られる．これらの先行研究の課題認識は第 5.2節で説明した内容と同様であり，one-hot表
示した後の解空間には制約条件を満たさない組合せが多く含まれているため，量子揺らぎ
を導入するハミルトニアン Ĥqを工夫して制約条件を満たす解空間に探索を限定している．
例えば，one-hot表示した後の最適化問題が

min
σz

Hcost(σ
z) s.t. H(i)

pen(σ
z
i ) = 0, (8.1)

H(i)
pen(σ

z
i ) ≡

Q∑
q=1

σzqi − (Q− 2), (8.2)

と表されている場合に，以下の条件を満たす Ĥq:

[Ĥcost(σ̂
z), Ĥq] ̸= 0, (8.3)

[Ĥ(i)
pen(σ̂

z
i ), Ĥq] = 0, (8.4)
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を導入すると，シュレーディンガー方程式による時間発展のもとで Ĥ(i)
pen(σ̂z

i )は一定に保
たれる．つまり，one-hot制約を満たす初期条件を設定すれば，QAの過程で制約条件を満
たす部分空間に探索が限定されることになる．さらに，上記の Ĥqを利用すると制約条件
が自動的に満たされることになるので，one-hot制約に起因するペナルティ項が不要とな
る．ペナルティ項は σzqiと σzq′iの間で全結合相互作用を発生させるため，これが無くなる
ことでD-Waveマシンに埋め込み可能な問題サイズも増えると期待される．具体的な Ĥq

としては

Ĥq = −
∑
i

Q∑
q=1

(
σ̂xqiσ̂

x
q+1,i + σ̂yqiσ̂

y
q+1,i

)
, (8.5)

が提案されている．このハミルトニアンは短距離相互作用しか含んでおらず，QAマシン
へのXX相互作用やYY相互作用の実装の観点からも将来的に有望な方法になり得ると考
えられる．
先行研究では one-hot制約に適した Ĥqの導入によってQA性能の向上を狙っているが，
本章で検討する方法では one-hot制約自体の変更によって基底状態探索を効率化する方法
を提案する．提案手法はQAマシンに限らず Isingモデルベースの最適化に広く適用可能
であり，整数最適化問題を解く一般的な方法論として発展させていくことも可能である．

8.3 Pottsモデルのハミルトニアンの Ising表現

本章で扱う Pottsモデルのハミルトニアンは

Hpotts = − 4

N

∑
i<j

JijδSi,Sj , (8.6)

である．ここで，Si ∈ (1, 2, ..., Q)は Pottsスピンを，N は Pottsスピンの数を，Jij は
Pottsスピン間の相互作用を，δはクロネッカーのデルタを表す．式 (8.6)のハミルトニア
ンの基底状態探索は，one-hot表示によって

min
x

− 4

N

∑
i<j

Jij

Q∑
q=1

xqixqj

 s.t.

Q∑
q=1

xqi = 1, (8.7)

と書き換えることができる．ここで，xqi ∈ (0, 1)である．これを Isingスピンσzqi ∈ (+1,−1)

を用いて表すためには，以下の線形変換:

xqi =
1− σzqi

2
, (8.8)

を用いればよい．定数項を省略すると，式 (8.7)は

min
σz

− 1

N

∑
i<j

Jij

Q∑
q=1

σzqiσ
z
qj +

1

N

N∑
i=1

∑
j ̸=i

Jij

 Q∑
q=1

σzqi

 s.t.

Q∑
q=1

σzqi = Q− 2, (8.9)
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となる．さらに，one-hot制約により
∑Q

q=1 σ
z
qiは定数となっているので，式 (8.9)の評価

関数部分の第二項は省略できて

min
σz

− 1

N

∑
i<j

Jij

Q∑
q=1

σzqiσ
z
qj

 s.t.

Q∑
q=1

σzqi = Q− 2, (8.10)

と変形できる．ペナルティ項を用いて制約条件なしの最適化問題に書き換えると，one-hot

表示によって Ising表現した評価関数は

H0 = − 1

N

∑
i<j

Jij

Q∑
q=1

σzqiσ
z
qj +

λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σzqi − (Q− 2)

2

, (8.11)

となる．以降では，式 (8.11)のハミルトニアンを用いてQAや SAの過程で発生する相転
移の次数を解析的に調べていく．

8.4 全結合強磁性PottsモデルのQA

本節では，全結合強磁性Pottsモデルのハミルトニアンを one-hot表示を用いて Ising表
現した場合，QAの過程で 1次相転移が発生することを解析的に示す．この結果は，エネ
ルギーギャップがシステムサイズに対して指数関数的に減少し，QAを用いて効率的に基
底状態を探索することが不可能であることを示唆している．また，本節の後半ではQAで
1次相転移が発生する原因を考察し，次節での half-hot制約を用いた方法の提案に繋げる．

8.4.1 問題設定

全結合強磁性 Pottsモデルでは Jij = J > 0であり，QAのハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 + Ĥq, (8.12)

Ĥ0 = − J

2N

Q∑
q=1

(
N∑
i=1

σ̂zqi

)2

+
λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σ̂zqi

2

− 2(Q− 2)

Q∑
q=1

σ̂zqi

 , (8.13)

Ĥq = −Γ
N∑
i=1

Q∑
q=1

σ̂xqi, (8.14)

である．ここで，Γは横磁場の強さを制御するパラメータであり，Ĥ0ではペナルティ項
の展開によって発生する定数項を省略した．式 (8.13)から分かるように，ペナルティ項は
全結合の反強磁性相互作用と外部磁場から構成されている．
強磁性 Pottsモデルの基底状態の例を図 8.1に示す．ただし，図が複雑になるのを防ぐ

ため，スピン変数間の相互作用は式 (8.13)の第一項に含まれる最近接相互作用のみを示
してある．図 8.1の基底状態はQ個の強磁性 Isingモデルの基底状態から構成されており，
one-hot制約を満たすために 1個のGSFMとQ− 1個のGSFMが配置されている．ここで，
GSFMとGSFMは強磁性 Isingモデルの基底状態を表しており，GSFMはGSFMの全ての
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図 8.1: 強磁性 Pottsモデルの基底状態の例

スピンを反転させたものを表す．H0の第一項はQ個の独立な全結合強磁性 Isingモデル
のハミルトニアンの和であり，図 8.1のスピン配位はH0の第一項と第二項を同時に最小
化する．このことから，ペナルティ項の強さを決めるパラメータ λは

λ > 0, (8.15)

と設定すればよいことが分かる（λを決める考え方の詳細は付録Aを参照）．

8.4.2 自由エネルギーとオーダーパラメータ

鈴木-トロッター展開を適用した後に，静的近似を仮定するとN → ∞, β → ∞におけ
る自由エネルギーとして

f({mq}) =
J

2

Q∑
q=1

m2
q + ε

(eff)
min ({mq}), (8.16)

が得られる（導出の詳細は付録E.1を参照）．ここで，mqは {σzqi|i = 1, 2, ..., N}に対する
強磁性オーダーパラメータであり，ε(eff)min ({mq})は以下で与えられる有効ハミルトニアン:

Ĥ(eff)({mq}) ≡
λ

2Q

 Q∑
q=1

σ̂zq

2

−
Q∑

q=1

(
Jmq +

Q− 2

Q
λ

)
σ̂zq − Γ

Q∑
q=1

σ̂xq ,　　 (8.17)

の最小固有値を表す．ε(eff)min ({mq})は 2Q × 2Q行列の最小固有値であり，Qが小さければ
厳密対角化によって数値的に求めることができる．{mq}は自由エネルギー [式 (8.16)]を
最小化するように決定される．

8.4.3 オーダーパラメータの量子揺らぎ依存性

自由エネルギーを最小化する {mq}を求め，強磁性オーダーパラメータの Γ依存性と相
転移の次数を調べる．系を記述するオーダーパラメータはQ個あるが，one-hot制約の対
称性を考慮すると，自由エネルギーを最小化する {mq}は 1個のm(−)とQ− 1個のm(+)

の 2つのグループに分けられる．Γ = 0ではm(−) = −1,m(+) = +1である（図 8.1参照）．
この対称性を利用するとオーダーパラメータの数をm(±)の 2個に減らすことができる．
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図 8.3: Q = 3におけるm(±)の Γ依存性

自由エネルギーを最小化するm(±)の Γ依存性をQ = 2, 3, 4で求めた結果を図 8.2，8.3，
8.4に示す．ここで，λ/J = 1と設定した．Q = 2ではm(±)が連続的に変化する 2次相転
移が発生しており，Q > 2ではm(±)が不連続に変化する 1次相転移が発生することが分
かる．Q = 2とQ > 2の場合で振る舞いが異なるのは Γが大きい領域であり，Q = 2で
はm(±) = 0となっているのに対して，Q > 2ではm(±) > 0となる．Γが小さい領域では
全ての場合でm(+) > 0,m(−) < 0となっていため，Q > 2の場合は 2つの領域の切替り
でm(±)が不連続に変化することになる．Q > 2の場合に Γが大きい領域でm(±) > 0と
なる原因は式 (8.13)のペナルティ項に含まれる外部磁場であり，ペナルティ項を上手く調
整することで 1次相転移を回避できると期待できる．ここで，全結合強磁性 Pottsモデル
の 1次相転移は前章で検討した全結合XX相互作用の導入によって回避できないことを容
易に示すことができ，詳細な計算は付録 Fに示してある．
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8.5 half-hot制約下の繰り返し最適化

one-hot制約のペナルティ項に含まれる外部磁場に起因する 1次相転移を回避するため，
本節では half-hot制約下での繰り返し最適化を提案する．
half-hot制約とは

Q∑
q=1

σzqi = 0, (8.18)

であり，ペナルティ項は

λ

2Q

 Q∑
q=1

σzqi

2

, (8.19)

で与えられる．このペナルティ項は全結合反強磁性相互作用のみで構成されており，外部
磁場を含まないため強磁性 Pottsモデルにおける 1次相転移を回避できると期待できる．
ここで，half-hot制約をブール変数を用いて表すと

Q∑
q=1

xqi =
Q

2
, (8.20)

となる．one-hot制約を課した場合はそれぞれの整数変数に対して 1個の値が選択される
が，half-hot制約下の最適化では Q個の選択肢の中から Q/2個の選択肢に絞られると解
釈できる．提案手法では最終的に各整数変数で 1個の選択肢に絞り込まれるまで half-hot

制約下の最適化を繰り返す．
次に，k回目の最適化の結果から k + 1回目の最適化における評価関数を導く方法を示
す．k回目の最適化問題は一般的な形として

min
σzk

−∑
i<j

Qk∑
q=1

Qk∑
q′=1

Jk
ij(q, q

′)σzkqi σ
zk
q′j −

N∑
i=1

Qk∑
q=1

hki (q)σ
zk
qi

 s.t.

Qk∑
q=1

σzkqi = 0, (8.21)
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と書くことができる．ここで，σzkはk回目の最適化問題を定義するスピン変数を，Jk
ij(q, q

′)

は σzkqi と σzkq′j の間の相互作用を，h
k(q)は σzkqi に対する外部磁場を，Q

k = Q/2k−1 は k

回目の最適化で残っている選択肢の数を表す．k回目の最適化の結果は {µk
i }i=1,2,...,N と

{νki }i=1,2,...,N を用いて規定することができ，{σzkqi = −1|q ∈ µk
i }, {σzkqi = +1|q ∈ νki }と

する．k + 1回目の最適化問題では，各整数変数で q ∈ νki に属するスピン変数の値を+1

に固定し，q ∈ µk
i に属するスピン変数を

σz,k+1
qi ≡ σzk

µk
qi,i
, (8.22)

と定義すれば良い．式 (8.21)に含まれる qと q′の和に関して∑
q

=
∑
q∈µk

i

+
∑
q∈νk

i

, (8.23)

∑
q′

=
∑
q′∈µk

j

+
∑
q′∈νk

j

, (8.24)

が成り立つことを用いると，k + 1回目の最適化問題は

min
σz,k+1

−∑
i<j

Qk+1∑
q=1

Qk+1∑
q′=1

Jk+1
ij (q, q′)σz,k+1

qi σz,k+1
q′j −

N∑
i=1

Qk+1∑
q=1

hk+1
i (q)σz,k+1

qi


s.t.

Qk+1∑
q=1

σz,k+1
qi = 0, (8.25)

Jk+1
ij (q, q′) = Jk

ij(µ
k
qi, µ

k
q′j), (8.26)

hk+1
i (q) =

∑
j ̸=i

Qk+1∑
q′=1

Jk
ij(µ

k
qi, ν

k
q′j) + hki (µ

k
qi), (8.27)

となる．ここで，µkqiと νkqiはそれぞれµ
k
i と ν

k
i の q番目の要素を表す．以上で，k回目の

最適化の結果から k + 1番目の最適化問題を導出する式が得られた．

8.6 全結合強磁性Pottsモデルへの適用

本節では，half-hot制約下の繰り返し最適化を全結合強磁性 Pottsモデルに適用した場
合の相転移の次数を調べる．

8.6.1 繰り返し最適化による基底状態への到達

まず，全結合強磁性 Pottsモデルでは half-hot制約下の繰り返し最適化によって正しい
基底状態に到達できることを示す．1回目の最適化における相互作用と外部磁場は

J1
ij(q, q

′) =
J

N
δqq′ , (8.28)

h1i (q) = 0, (8.29)
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図 8.5: half-hot制約下の全結合強磁性 Pottsモデルの基底状態の例（Q = 4）

である．これを式 (8.26)と (8.27)に代入すると，2回目の最適化における相互作用と外部
磁場が

J2
ij(q, q

′) =
J

N
δµ1

qi,µ
1
q′j
, (8.30)

h2i (q) =
J

N

∑
j ̸=i

Qk+1∑
q′=1

δµ1
qi,ν

1
q′j
, (8.31)

となることが分かる．全結合強磁性Pottsモデルのhalf-hot制約下の基底状態の例をQ = 4

について図 8.5に示す．図 8.5の基底状態は強磁性 Isingモデルの基底状態から構成されて
おり，µ1

i = {1, 3},ν1i = {2, 4}となっている．また，half-hot制約を満たすためにGSFM

とGSFMがQ/2個ずつ配置されている．1回目の最適化で µ1
i = {1, 3},ν1i = {2, 4}が得

られたとすると，2回目の最適化問題は式 (8.30)と (8.31)より

min
σz2

− J

2N

Q/2∑
q=1

(
N∑
i=1

σz2qi

)2
 s.t.

Q/2∑
q=1

σz2qi = 0, (8.32)

となる．ここで，σz21i ≡ σz11i , σ
z2
2i ≡ σz13i である．これは状態数がQ/2の全結合強磁性Potts

モデルに対する half-hot制約下の最適化問題である．以上より，それぞれの繰り返し最適
化で基底状態を得ることができれば，最終的に全結合強磁性 Pottsモデルの基底状態に到
達することができる．

8.6.2 half-hot制約下の相転移の次数: Qが偶数の場合

half-hot制約下でのQAのハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 + Ĥq, (8.33)

Ĥ0 = − J

2N

Q∑
q=1

(
N∑
i=1

σ̂zqi

)2

+
λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σ̂zqi

2

, (8.34)

Ĥq = −Γ
N∑
i=1

Q∑
q=1

σ̂xqi, (8.35)
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図 8.6: half-hot制約下のQ = 4におけるm(±)の Γ依存性

となる．鈴木-トロッター展開を適用した後に，静的近似を仮定するとN → ∞, β → ∞に
おける自由エネルギーとして

f({mq}) =
J

2

Q∑
q=1

m2
q + ε

(eff)
min ({mq}), (8.36)

が得られる（付録E.1と同様の計算によって導出できる）．ここで，mqは{σzqi|i = 1, 2, ..., N}
に対する強磁性オーダーパラメータであり，ε(eff)min ({mq})は以下で与えられる有効ハミル
トニアン:

Ĥ(eff)({mq}) =
λ

2Q

 Q∑
q=1

σ̂zq

2

− J

Q∑
q=1

mqσ̂
z
q − Γ

Q∑
q=1

σ̂xq , (8.37)

の最小固有値を表す．
強磁性オーダーパラメータ {mq}は自由エネルギーを最小化するように決定される．one-

hot制約下の場合と同様に，half-hot制約下では自由エネルギーを最小化する {mq}はQ/2

個のm(−)とQ/2個のm(+)の2つのグループに分けられる．Γ = 0ではm(−) = −1,m(+) =

+1である（図 8.5参照）．この対称性を用いると，Q個のオーダーパラメータをm(±)の
2個に減らすことができる．自由エネルギーを最小化するm(±) の Γ依存性を Q = 4で
求めた結果を図 8.6に示す．Γが大きい領域では期待通りm(±) = 0となっており，Γを
減少させると連続的にm(+) > 0,m(−) < 0へと変化していることが分かる．この結果は，
half-hot制約を用いることで 1次相転移を回避できることを示している．

8.6.3 half-hot制約下の相転移の次数: Qが奇数の場合

Qが奇数の場合には，式 (8.18)で定義した half-hot制約を満足することができない．そ
こで，任意のQに対して提案手法を適用できるようにするため，half-hot制約の定義を∣∣∣∣∣∣

Q∑
q=1

σzqi

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1, (8.38)
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q=1 σ
z
qi = −1

と修正する．本論文では，式 (8.38)で定義される half-hot制約を一般化した half-hot制
約と呼ぶ．Qが偶数の場合は

∑Q
q=1 σ

z
qiも偶数となるので，式 (8.38)の定義と式 (8.18)の

定義は一致する．一方で，Qが奇数の場合は
∑Q

q=1 σ
z
qiも奇数となるので，式 (8.38)より∑Q

q=1 σ
z
qiは +1か −1に制限される．Qの偶奇によって

∑Q
q=1 σ

z
qiは異なる値に制限され

るが，いずれの場合にしても式 (8.19)の制約項を用いれば良いことを簡単に確認できる．
実際に，

∑Q
q=1 σ

z
qiが奇数の場合には，

∑Q
q=1 σ

z
qi = ±1で式 (8.19)のペナルティ項が最小

となる．結果として，Qの偶奇に関わらず一般化した half-hot制約下での評価関数 Ĥ0は
式 (8.34)で与えられることになる．
次に，一般化した half-hot制約を用いると，Qが奇数の場合にも 1次相転移を回避でき

ることを確認する．一般化した half-hot制約下での基底状態の例を Q = 3の場合につい
て図 8.7と 8.8に示す．図 8.7では全ての整数変数 Siで

∑Q
q=1 σ

z
qi = +1となっており，図

8.8では全ての整数変数 Si で
∑Q

q=1 σ
z
qi = −1となっている．いずれの基底状態も強磁性

Isingモデルの基底状態から構成されており，式 (8.34)の第一項と第二項が同時に最小化
される．one-hot制約下の場合と同様に，一般化した half-hot制約下で自由エネルギー [式
(8.36)と (8.37)]を最小にする {mq}は，(Q+ 1)/2個のm(±)と (Q− 1)/2個のm(∓)の 2

つのグループに分けられる．ここで，それぞれの符号は
∑Q

q=1 σ
z
qi = ±1の基底状態に対応

する．図 8.9と 8.10は，それぞれ
∑Q

q=1 σ
z
qi = +1と

∑Q
q=1 σ

z
qi = −1に到達するm(±)の Γ

依存性を示す．いずれの場合も Γが大きい領域でm(±) = 0となっており，Γを減少させ
るとm(+) > 0,m(−) < 0に連続的に変化している．以上の結果から，一般化した half-hot

制約を用いることでQが奇数の場合でも 1次相転移を回避できることが示された．

8.6.4 half-hot制約下の相転移の次数: Q → ∞の場合

ここまではQが有限の場合に 1次相転移を回避できることを示してきたが，次はQ→ ∞
の場合にも同様に 2次相転移が発生することを解析的に示す．Q → ∞の場合は式 (8.34)
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の第二項にも平均場理論の計算を適用することができ，自由エネルギーとして

f({mq}, {Mi}) =
J

2Q

Q∑
q=1

m2
q −

λ

2N

N∑
i=1

M2
i − 1

βNQ

Q∑
q=1

N∑
i=1

log 2 coshβΞqi, (8.39)

Ξqi ≡
√

(Jmq − λMi)2 + Γ2, (8.40)

が得られる（導出の詳細は付録 E.2を参照）．ここで，Miは {σzqi|q = 1, 2, ..., Q}に対す
る強磁性オーダーパラメータであり，{mq}と {Mi}は自由エネルギーを最小にするよう
に決定される．鞍点方程式は

mq =
1

N

N∑
i=1

(Jmq − λMi)
tanhβΞqi

Ξqi
, (8.41)

Mi =
1

Q

Q∑
q=1

(Jmq − λMi)
tanhβΞqi

Ξqi
, (8.42)

である．この鞍点方程式は無限個のオーダーパラメータを含む連立方程式であり，これを
解くためには何かしらの対称性を仮定して物理的に意味のある解を求める必要がある．こ
こでは，それぞれの整数変数 Siに区別がないここと，half-hot制約が課せられていること
を考慮して以下の対称性を仮定する．

• Miは iに依存しない（M ≡Mi）．

• {mq}はQ/2個のm(+)とQ/2個のm(−)に分類される．

• m(+)とm(−)の絶対値が等しい（|m(+)| = |m(−)|）．

式 (8.41)と (8.42)より

1

N

N∑
i=1

Mi =
1

Q

Q∑
q=1

mq, (8.43)

が成り立ち，2番目と 3番目の仮定から右辺が 0となることが分かる．つまり，

1

N

N∑
i=1

Mi = 0, (8.44)

であり，1番目の仮定からM = Mi = 0が導かれる．Mi = 0を式 (8.41)に代入すると，
m(±)に対する鞍点方程式として

m(±) =
Jm(±)√

(Jm(±))2 + Γ2
tanhβ

√
(Jm(±))2 + Γ2, (8.45)

が得られる．この鞍点方程式の右辺は奇関数であり，3番目の仮定と矛盾していないこと
が分かる．式 (8.45)の鞍点方程式は全結合強磁性 Isingモデルの鞍点方程式と一致してお
り，Q→ ∞でも 1次相転移が発生しないことが示された．また，この結果は絶対零度に
制限されておらず，half-hot制約を用いるとQAと SAの両方で 1次相転移を回避できる．
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8.7 全結合Pottsグラスモデルへの適用

本章では，half-hot制約下の繰り返し最適化を全結合 Pottsグラスモデル [97]に適用す
ることを考える．全結合 Pottsグラスモデルのハミルトニアンは

Hpotts = −
∑
i<j

JijδSi,Sj , (8.46)

P (Jij) =
1

J

√
N

2π
exp

[
− N

2J2

(
Jij −

J0
N

)2
]
, (8.47)

で与えられる．ここで，Si ∈ (1, 2, ..., Q)であり，δはクロネッカーのデルタを表し，P (Jij)
は相互作用 Jijの確率分布である．half-hot制約を用いて式 (8.46)を Ising表現すると，QA

のハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 + Ĥq, (8.48)

Ĥ0 = −
∑
i<j

Jij

Q∑
q=1

σ̂zqiσ
z
qj +

λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σ̂zqi

2

, (8.49)

Ĥq = −Γ
N∑
i=1

Q∑
q=1

σ̂xqi, (8.50)

となる．式 (8.49)の第一項はQ個の独立な SKモデル [62,63]のハミルトニアンの和になっ
ている．SKモデルの自由エネルギーは平均場理論によって解析的に求めることができる
ため，これを利用すれば Pottsグラスモデルの自由エネルギーも計算することができる．

8.7.1 half-hot制約下の自由エネルギーと鞍点方程式: Q → ∞の場合

Q → ∞における自由エネルギーと鞍点方程式を求め，half-hot制約下の Pottsグラス
モデルの鞍点方程式が横磁場を印可した SKモデルの鞍点方程式 [130]と一致することを
示す（横磁場 SKモデルの鞍点方程式の導出は付録Gを参照）．
自由エネルギーは

−β[f ]J =
1

NQ
[logZ]J , (8.51)

で与えられる．ここで，[· · · ]J は {Jij}に対する平均（配位平均）を表し，Zは分配関数:

Z = Tre−βĤ, (8.52)

である．自由エネルギーの配位平均を計算する理由としては以下を挙げることができる．

• N → ∞における自由エネルギーは個々の{Jij}の実現値に依存するのではなく，{Jij}
の確率分布を指定する少数のパラメータに依存すると考えられる（自己平均性）．

• 配位平均を先に計算してしまえば，{Jij}のランダム性を消すことができるため自由
エネルギーの計算が容易になる．
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このような理由から，スピングラスの分野では自由エネルギーの配位平均を計算すること
が多い．
配位平均: [logZ]J を計算するための方法としてはレプリカ法 [131]が提案されている．

logZの配位平均を直接計算するのは非常に難しいが，Zが指数関数の和で表せるので，特
に P (Jij)がガウス分布の場合は [Z]J の配位平均の方が計算は容易である．そこで，レプ
リカ法では以下の恒等式:

[logZ]J = lim
n→0

[Zn]J − 1

n
, (8.53)

を用いて [logZ]J の配位平均を計算する．[Zn]は n個の独立なレプリカを導入した系の分
配関数であり，[logZ]J を計算するより遥かに簡単である．
鈴木-トロッター展開の後にレプリカ法を適用し，静的近似とレプリカ対称性を仮定す

ると自由エネルギーとして

−βf =− βJ0
2Q

∑
q

m2
q +

β2J2

4Q

∑
q

ξ2q −
β2J2

4Q

∑
q

η2q

+
βλ

2N

∑
i

M2
i +

1

NQ

∑
q,i

∫
Duqi ln

∫
Dvqi2 coshβΞqi, (8.54)

が得られる（導出の詳細は付録E.3参照）．ここで，mqとMiはそれぞれ{σzqi|i = 1, 2, ..., N}
と {σzqi|q = 1, 2, ..., Q}に対する強磁性オーダーパラメータを，ξqはレプリカ番号とトロッ
ター番号が異なるスピン配位間のオーバーラップを，ηqは同じレプリカ番号でトロッター
番号が異なるスピン配位の間のオーバーラップを表す．また，Ξqi,Hqi, Duqi, Dvqiは

Ξqi ≡
√
H2

qi + Γ2, (8.55)

Hqi ≡ J0mq − λMi + J
[√

ξquqi +
√
ηq − ξqvqi

]
, (8.56)

Duqi ≡
duqi
2π

exp

(
−
u2qi
2

)
, (8.57)

Dvqi ≡
dvqi
2π

exp

(
−
v2qi
2

)
, (8.58)

と定義した．全結合強磁性Pottsモデルの場合と同様に，mqとMiに対して以下の対称性
を仮定する．

• Miは iに依存しない（M ≡Mi）．

• {mq}はQ/2個のm(+)とQ/2個のm(−)に分類される．

• m(+)とm(−)の絶対値が等しい（|m(+)| = |m(−)|）．

これらの対称性を仮定するとMi = 0を容易に示すことができ，Mi = 0を式 (8.54)と

134



(8.56)に代入して鞍点方程式を求めると

mq =

∫
Duq

∫
Dvq

Hq

Ξq
sinhβΞq∫

Dvq coshβΞq

, (8.59)

ξq =

∫
Duq


∫
Dvq

Hq

Ξq
sinhβΞq∫

Dvq coshβΞq


2

, (8.60)

ηq =

∫
Duq

∫
Dvq

(
H2

q

Ξ2
q

coshβΞq +
Γ2

βΞ3
q

sinhβΞq

)
∫
Dvq coshβΞq

, (8.61)

が得られる．ここで，

Ξq ≡
√
H2

q + Γ2, (8.62)

Hq ≡
√
ξquq +

√
ηq − ξqvq + J0mq, (8.63)

である．これらの鞍点方程式は横磁場 SKモデルの鞍点方程式と一致しており，横磁場量
子揺らぎと温度揺らぎに対して，half-hot制約下の Pottsグラスモデルと SKモデルが同
じ次数の相転移を示すことになる．

8.7.2 2回目以降の最適化問題について

先程の結果は half-hot制約下の Pottsグラスモデルに対する 1回目の最適化において，
Pottsグラスモデルと SKモデルの相転移の次数が一致することを示している．ここでは，
2回目以降の最適化問題について考察する．ただし，half-hot最適化の繰り返しによって
Pottsグラスモデルの正しい基底状態に到達できるかはよく分かっておらず，これを解決
するのは今後の課題として残っている．
強磁性Pottsモデルの場合と同様に，Ĥ0[式 (8.49)]の第一項はQ個の独立な SKモデル

のハミルトニアンの和であり，Ĥ0の基底状態は SKモデルの基底状態から構成される．し
かしながら，SKモデルの基底状態はフラストレーションに起因する縮退が存在し得るた
め，強磁性Pottsモデルよりも状況は複雑である．最も簡単な基底状態の例をQ = 4の場
合に図 8.11に示す．ここで，GSSKとGSSKは SKモデルの基底状態を表しており，GSSK

はGSSKのスピンを全反転させたものである．図 8.11の基底状態はH0の第一項を最小化
し，且つ half-hot制約を満たしているため第二項も最小化される．さらに，もし SKモデ
ルがGSSKやGSSKとは異なる基底状態GS′SKをもっている場合は，図 8.12に示すスピン
配位もH0の基底状態となる．いずれの場合にしても，強磁性 Pottsモデルと異なり，µ1

i

と ν1i は iに依存して異なる値となる．
2回目の最適化における隣接する整数変数間の相互作用を示したのが図 8.13である．整

数変数間の相互作用は以下の 3つの場合に分けられる．
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図 8.11: half-hot制約下の全結合 Pottsグラスモデルの基底状態の例 1
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図 8.12: half-hot制約下の全結合 Pottsグラスモデルの基底状態の例 2

• 隣接する整数変数で同じ状態が選択された（µ1
i = µ

1
j )場合は，2回目の最適化問題

と 1回目の最適化問題の相互作用は状態数を除いて一致する．

• 隣接する整数変数で異なる状態が選択された（µ1
i = ν

1
j）場合は，2回目の最適化問

題では Siと Sj は独立になる．

• 隣接する整数変数で一部の状態を共通で選択しているときは，共有している状態間
の相互作用のみが 2回目の最適化問題に残る．

以上のように，1回目の最適化で選択されたQ個の SKモデルの基底状態の組合せに依存
して，2回目の最適化問題は異なる相互作用をもつようになる．
half-hot制約下の繰り返し最適化によって Pottsグラスモデルの基底状態に到達できる

ことを示すためには，1回目の最適化で得られる SKモデルの基底状態の任意の組合せに
対して，最終的にPottsグラスモデルの基底状態が得られることを示さなければならない．
Pottsグラスモデルを含めた一般の整数最適化問題に対して，half-hot制約下の繰り返し
最適化によって正しい基底状態へ到達できるかを検証するのは今後の課題である．

8.8 本章のまとめ

本章では，one-hot表示した整数最適化問題をQAや SAを用いて効率的に解くための
方法を検討し，half-hot制約下の繰り返し最適化によって全結合強磁性 Pottsモデルの 1

次相転移を回避できることを確認した．また，half-hot制約下の Q → ∞における鞍点
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図 8.13: 2回目の最適化問題における隣接する整数変数間の相互作用

方程式は強磁性 Isingモデルの鞍点方程式と一致することも示した．さらに，提案手法の
Pottsグラスモデルへの適用を検討し，少なくとも half-hot制約下の 1回目の最適化では，
Q → ∞における鞍点方程式が SKモデルの鞍点方程式と一致することも確認できた．た
だし，half-hot制約下の繰り返し最適化によって，Pottsグラスモデルを含む任意の整数最
適化問題の正しい基底状態に到達できることは証明できておらず，今後の課題として残っ
ている．
提案手法による正しい基底状態への到達を証明することができれば，提案手法を様々な

形で発展させられると期待できる．まず，half-hot制約下の繰り返し最適化を単純に捉え
れば，1回の最適化で選択肢を半分に絞っていく作業を繰り返していると解釈できる．こ
の解釈に基づけば，提案手法は Isingモデルベースの最適化に限らず，オペレーションズ
リサーチ等で検討されている一般的な最適化手法とも組み合わせて利用できる．つまり，
本章の研究は one-hot表示した Ising形式の最適化から出発したが，この形式での解析に
基づいて提案した方法によって，広範な最適化手法の性能改善に寄与できる可能性がある．
さらに，half-hot制約下の強磁性 Pottsモデルと Pottsグラスモデルの鞍点方程式が，そ
れぞれ強磁性 Isingモデルと SKモデルの鞍点方程式と一致することを考えると，Isingモ
デルと Pottsモデルの基底状態の性質を互いに関連付けるような議論もできるようになる
かもしれない．
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第9章 結論と今後の展望

9.1 本論文の要約

本論文では，QAを用いた組合せ最適化問題の効率的な解法を検討してきた．QAは 20

年以上も前に提案された方法ではあるが，D-Waveマシンの登場によって近年非常に大き
な注目を浴びることとなった．D-Waveマシンは QAを物理的に実装したマシンであり，
Isingモデルの基底状態探索に特化したものである．NP困難問題を含む多くの組合せ最適
化問題は Isingモデルの基底状態探索として表現できることを考えると，Isingモデルの基
底状態を効率的に探索できる方法は大きな意義をもつ．さらに，QAは従来の最適化手法と
は全く異なる方法で局所最適解から抜け出すため，従来手法が苦手とする問題でD-Wave

マシンが威力を発揮するのではないかと期待するのは自然な流れと言える．しかしながら，
D-Waveマシンは取り扱える問題に強い制約があるため，解きたい問題を直接取り扱うの
は現実的ではない．そこで，現在活発に研究されているのが従来の最適化手法とD-Wave

マシンを組み合わせて利用するハイブリッド手法である．本論文の前半では，ハイブリッ
ド手法で不可欠となる部分問題の埋め込みアルゴリズムと整数最適化問題の効率的な分割
方法を提案し，提案手法を用いることで高精度な解を効率的に得られることを確認した．
本論文の後半ではQAの高速化について理論的に検討しており，主に統計力学的な解析に
よって相転移の次数を求め，量子揺らぎの種類や one-hot表示の工夫によるQAの性能変
化を調べている．以下では，それぞれの章について簡潔にまとめていく．
第 1章では，本論文の背景と目的を述べた．
第 2章ではQAの理論的な概要を述べ，基本的な組合せ最適化問題を Isingモデルの基

底状態探索として表現する方法を説明した．多くの組合せ最適化問題が Isingモデルの基
底状態探索として表現できるという事実は，Isingモデルベースの最適化に特化したマシ
ンの有用性を支える一つの根拠となっている．また，Isingモデルの基底状態探索の難し
さについて，スピングラス理論の観点から簡単に説明した．
第 3章では，D-Waveマシンの概要と制約について説明した．また，部分問題の埋め込

みアルゴリズムに対する要件を検討するにあたって考慮しなければならない要素として，
D-Waveマシンの将来的な発展についても簡単に説明されている．
第 4章では，ハイブリッド手法で不可欠となる埋め込みアルゴリズムとして，部分問題

サイズと処理時間を両立したアルゴリズムを提案した．提案アルゴリズムは将来的なハー
ドウェアグラフの変更に対して柔軟に対応できるようになっており，処理時間の qubit数
依存性も O(Nq)程度に抑えられているため，将来的に D-Waveマシンが発展していった
場合でも有効なアルゴリズムになり得ると考えられる．また，提案アルゴリズムを用いて
大きな部分問題を埋め込むことで，完全グラフの埋め込みを用いた場合に対して高精度な
解を効率的に得られるようになることも確認した．部分問題の埋め込みに特化して処理時
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間を低減したアルゴリズムは従来にない新しい考え方であり，本研究成果を契機としてハ
イブリッド手法に適した多様な埋め込みアルゴリズムが研究されていくことが期待される．
第 5章では，第 4章で提案したアルゴリズムを発展させ，one-hot表示した整数最適化

問題から有効な部分問題を抜き出す方法を提案した．D-Waveマシンが直接取り扱えるの
は 2値変数であるが，多くの実問題が整数変数で定義されることを考えると，大規模な整
数最適化問題を効率的に解く方法は重要な意味をもつ．本研究では整数分割と 2値分割を
提案し，一般的に解くのが難しいとされるフラストレーションを含む問題で，ランダム分
割に対して提案手法の解精度が高くなることを確認した．第 4章と第 5章の成果によって，
D-Waveマシンを用いて大規模な整数最適化問題を効率的に解くための基本的な枠組みを
構築できたと考えている．
第 6章の前半では，QAにおける効率的なスケジューリングを断熱定理に基づいて提案

し，断熱的な時間発展を実現するために必要なアニーリング時間を低減できることを示
した．それと同時にスケジューリングによる高速化の限界も認識することができ，エネル
ギーギャップが指数関数的に閉じる場合には，アニーリング時間を多項式的な増加に抑え
ることは一般的には難しいということが分かった．さらに，スケジューリングの工夫によ
る高速化を実現するためには以下のハードルを越えなけらばならない．

• 高エネルギーの励起状態の固有値と固有ベクトルまで求める必要がある

• スケジューリングの微妙なずれに対して，QA性能が悪化してしまう

これらのことを考慮すると，一般的な問題でスケジューリングの工夫による高速化を達成
するのは難しく，第 7章や第 8章で議論するようなエネルギーギャップを広げる方法を検討
していく方が建設的であると考えられる．本章の後半では，マスター方程式と虚時間シュ
レーディンガー方程式の関係に着目して，SAにおける効率的なスケジューリングについ
て考察した．QA-ITでは励起状態の指数関数的な減衰を利用するのが効率的であること
が分かり，この結果から SAでは温度の減少速度を徐々に小さくしていくのが良いという
予想がたてられる．
第 7では，XX量子揺らぎの導入による QA性能の変化を解析的に調べた．SAにおけ

る揺らぎの導入方法は温度の利用以外にないが，QAでは多種多様な揺らぎを導入するこ
とができる．先行研究では 1次相転移が発生するモデルに対して全結合反強磁性XX相互
作用を導入していたが，本論文では 2次相転移が発生するモデルに対して反強磁性と強磁
性の全結合XX相互作用を印可したときのQA性能を解析的に調べた．特に，強磁性と反
強磁性の XXの相互作用の違いに関しては，数値計算によって調べた先行研究はあるが，
解析計算によって調べた例はない．具体的なモデルとしては 1次元 Isingモデルと 1次元
XYモデルを採用し，両方のモデルで全結合強磁性XX相互作用を加えた場合に 1次相転
移が発生することが分かった．一方で，全結合反強磁性 XX相互作用を導入した場合は，
1次元 Isingモデルで 2次相転移が消失し，1次元XYモデルでは臨界振幅が小さくなると
いう結果が得られた．この結果は，全結合強磁性XX相互作用を用いるとQA性能が悪化
するのに対して，全結合反強磁性XX相互作用を導入するとQA性能が改善されることを
示唆している．強磁性XX相互作用は x方向の秩序を強める働きをするため相転移点にお
ける横磁化の変化が激しくなるのに対して，反強磁性XX相互作用を導入すると x方向の
秩序を弱める働きをするため相転移点の変化が緩やかになるというのが，強磁性と反強磁
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性のXX相互作用の違いに対する定性的な理解である．以上の結果から，QA性能を改善
するためには，一般的に反強磁性XX相互作用の方が望ましいと予想される．
第 8章では，Isingモデルベースで整数最適化問題を解く際の高速解法を提案した．提

案手法は one-hot表示をベースに考えられたものであり，half-hot制約下での最適化を繰
り返して整数最適化問題を解く．全結合強磁性 Pottsモデルの基底状態探索に関しては，
half-hot制約下の最適化の繰り返しによって最適解に到達できることを示すことができ，
one-hot制約下で発生する 1次相転移を回避できることも解析的に確認した．しかしなが
ら，Pottsグラスモデル等の一般的なモデルに対して正しい最適解に到達できることは証
明できていない．一般的な問題に対する提案手法の有用性を示すのは，今後の課題として
残っている．

9.2 今後の展望

まず，D-Waveマシンのグラフ構造はキメラグラフからペガサスグラフに更新される予
定であるため，第 4章で提案したアルゴリズムの予約制度をペガサスグラフに合わせて修
正する必要がある．また，本研究では与えられたグラフ構造における埋め込みアルゴリズ
ムを検討してきたが，今後は埋め込みアルゴリズムの観点から，埋め込み処理の負荷が小
さくなるグラフ構造を検討していきたいと考えている．マイナー埋め込み処理はD-Wave

マシンのポテンシャルを引き出す際のボトルネックとなっているため，物理実装の容易性
と埋め込み処理の負荷を両立したグラフ構造を検討していくことは重要な課題である．さ
らに，第 4章と第 5章の解精度評価では山登り法をベースとしたハイブリッド手法を用い
ていたが，今後は様々な最適化手法との組合せを視野に入れて高効率なハイブリッド手法
を検討していく必要があると考えている．
第 8章で提案した手法は多くの課題を残しており，特に一般的な整数最適化問題におけ

る最適解への収束を証明する必要がある．これを証明することができれば，提案手法は
様々な方向に発展させていける可能性がある．まず，half-hot制約下の最適化は選択肢を
半分に絞っていく処理だと解釈できるため，この解釈のもとに一般化すれば Isingモデル
ベースの最適化のみならず汎用的な最適化手法として発展させることができる．さらに，
Pottsモデルの基底状態と Isingモデルの基底状態の性質を関連させて議論することも可
能となるかもしれない．今後は提案手法の収束性を証明し，良好な結果が得られれば提案
手法の適用範囲を広げていきたいと考えている．
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付 録A one-hot表示におけるパラメータλ

の決め方

3次元 Pottsモデルのハミルトニアンを one-hot表示を用いて Ising表現した際のパラ
メータ λの決め方を説明する．Pottsモデルのハミルトニアンは

Hpotts = −
∑
⟨i,j⟩

Jijδ(Si, Sj +∆ij), (A.1)

で与えられる．ここで，Si ∈ (1, 2, ..., Q)，Jij は整数変数 Siと Sj の相互作用を，δはク
ロネッカーのデルタを，

∑
⟨i,j⟩は 3次元格子上で隣接する整数変数ペアに対する和を表す．

このハミルトニアンを one-hot表示すると

H0 = −
∑
⟨i,j⟩

Jij

Q∑
q=1

xqixq−∆ij ,j + λ
N∑
i=1

 Q∑
q=1

xqi − 1

2

, (A.2)

となる．ここで，xqi ∈ (0, 1)であり，N は整数変数の数を表す．

A.1 λの下限を求める基本的な考え方

まず，式 (A.1)の基底状態が事前に分っている仮想的な状況において，λの下限を求め
るための考え方を示す．ここで，以降の説明で必要となる量を以下のように定義する．

• Hcost({xqi}): 式 (A.2)の第一項

• Hpen({xqi}): 式 (A.2)の第二項

• {xqi}opt: one-hot制約を満たす組合せの中でHcost({xqi})を最小化するもの

• {xqi}all: 全ての組合せの中でHcost({xqi})を最小化するもの

{xqi}optは解きたい問題の最適解であり，Hcost({xqi}opt)は解きたい問題の評価関数の最
小値を表す．また，{xqi}allは制約を満たさない組合せを含めた広い範囲でHcost({xqi})を
最小化するので，明らかにHcost({xqi}all) ≤ Hcost({xqi}opt)となる．最も簡単に λの下限
を決められるのはHcost({xqi}all) = Hcost({xqi}opt)の時で，この場合は λ > 0とすれば式
(A.1)と式 (A.2)の基底状態は一致する．なぜなら，{xqi}optは式 (A.2)の第一項と第二項
を同時に最小化するため，one-hot制約を満たさない組合せは式 (A.2)の基底状態にはなり
得ないからである．一方で，Hcost({xqi}all) < Hcost({xqi}opt)の場合は，λの下限 λminは
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0より大きい有限の値となる．λの下限を求めるためには，Hcost({xqi}) < Hcost({xqi}opt)
を満たす全ての組合せに対して，

Hcost({xqi}opt) < Hcost({xqi}) +Hpen({xqi}) (A.3)

を満たすように λminを決めなければならない．強磁性Pottsモデルと反強磁性Pottsモデ
ルは自明な基底状態をもつため，この考え方を用いて λの下限を求めることができる．

A.2 反強磁性Pottsモデルに対するλの下限

反強磁性 Pottsモデルでは Jij = −|J | < 0,∆ij = 0と設定される．元の Pottsモデルの
ハミルトニアンと one-hot表示したハミルトニアンは

Hpotts = |J |
∑
⟨i,j⟩

δ(Si, Sj), (A.4)

H0 = |J |
∑
⟨i,j⟩

Q∑
q=1

xqixqj + λ
N∑
i=1

 Q∑
q=1

xqi − 1

2

, (A.5)

となる．式 (A.4)は自明な基底状態をもっており，例えばSi = 1となっている整数変数の隣
接変数を {Sj = 2|j ∈ ∂i}とし，Sj = 2となっている整数変数の隣接変数を {Si = 1|i ∈ ∂j}
とするればよい．ここで，∂i(∂j)は整数変数 Si(Sj)に隣接する整数変数の添え字の集合
を表す．3次元格子上では上記のように整数変数を設定することが可能である．この場合
は，全ての隣接する整数変数のペアで δ(Si, Sj) = 0となるので，

Hcost({xqi}opt) = 0, (A.6)

である．一方で，Hcost({xqi})の和に含まれる各項は 0以上なので，one-hot制約を無視し
たとしても

Hcost({xqi}all) = 0, (A.7)

となる．以上より，Hcost({xqi}all) = Hcost({xqi}opt)となっているため，λmin = 0である
ことが分かる．この結果を利用し，第 5章の解精度評価では λ = 1.0と設定した．

A.3 強磁性Pottsモデルに対するλの下限

強磁性 Pottsモデルでは Jij = J > 0,∆ij = 0と設定される．元の Pottsモデルのハミ
ルトニアンと one-hot表示したハミルトニアンは

Hpotts = −J
∑
⟨i,j⟩

δ(Si, Sj), (A.8)

H0 = −J
∑
⟨i,j⟩

Q∑
q=1

xqixqj + λ
N∑
i=1

 Q∑
q=1

xqi − 1

2

, (A.9)
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となる．強磁性Pottsモデルも自明な基底状態をもっており，例えば全ての整数変数に対し
て Si = 1と設定すればよい．この場合は，全ての隣接する整数変数のペアで δ(Si, Sj) = 1

となるので，
Hcost({xqi}opt) = −3N, (A.10)

である．一方で，one-hot制約を無視した場合は，全てのブール変数を xqi = 1とするこ
とでHcost({xqi})を最小化することができ，

Hcost({xqi}all) = −3QN, (A.11)

となる．Hcost({xqi}all) < Hcost({xqi}opt)となっているため，λminは式 (A.3)を満たすよ
うに決める必要がある．ここで注意しなければならないのは，{xqi}allを式 (A.3)に代入
した不等式から λmin が決まるわけではないということである．λmin を求めるためには，
{xqi = 1|q = 1, 2,∀i}となり，{xq′i = 0|q′ ̸= 1, 2,∀i}となる組合せを用いる必要がある．
この組合せを {xqi}LBとおくと，

Hcost({xqi}LB) = −6N, (A.12)

Hpen({xqi}LB) = λN, (A.13)

となる．式 (A.10)，(A.12)，(A.13)を式 (A.3)に代入すると，λの下限として

λmin

J
= 3, (A.14)

を得る．この結果を受けて，第 5章の解精度評価では λ = 3.3と設定した．
最後に，{xqi}allを用いた場合に間違った下限が得られることを示す．ペナルティ項に

{xqi}allを代入すると
Hpen({xqi}all) = λ(Q− 1)2N, (A.15)

となる．式 (A.10)，(A.11)，(A.15)を式 (A.3)を代入すると，間違った下限 λ′minとして

λ′min

J
=

3

Q− 1
, (A.16)

が得られる．Hcost({xqi}all) < Hcost({xqi}LB)であるにも関わらず，{xqi}allを用いると間
違った下限が得られる理由として，ペナルティ項が 2次式になっていることが挙げられる．
one-hot制約からのズレが大きくなると，ペナルティ項は急激に増加する．これに起因し
て，制約から大きく外れた組合せを用いて下限を計算すると λminを過小評価してしまう
ことになる．

A.4 Pottsグラスモデルに対するλの下限

Pottsグラスモデルでは Jij は±1が 50%の確率でランダムに割当てられ，∆ij = 0と設
定される．元の Pottsモデルのハミルトニアンと one-hot表示したハミルトニアンは

Hpotts = −
∑
⟨i,j⟩

Jijδ(Si, Sj), (A.17)

H0 = −
∑
⟨i,j⟩

Jij

Q∑
q=1

xqixqj + λ

N∑
i=1

 Q∑
q=1

xqi − 1

2

, (A.18)
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となる．Pottsグラスモデルでは {xqi}optや {xqi}allを事前に知ることはできないが，緩い
下限であれば求めることができる．強磁性Pottsモデルでの議論から分かるように，one-hot
制約を破ることでHcost({xqi}) < Hcost({xqi}opt)とできる場合に，ペナルティ項とのバラ
ンスを鑑みて λminを求めればよい．また，ペナルティ項が 2次式になっていることから，
one-hot制約から少しズレた組合せが重要であることも先程の計算で明らかになっている．
そこで，以降では以下の 2つの制約の破り方をしたときのエネルギー変化を考察する．

• zero-hot: Siに割当てられた全てのブール変数で xqi = 0となる破り方

• two-hot: Siに割当てられたブール変数の中で xqi = 1を 2個含む破り方

それぞれの破り方をした組合せを {xqi}zero, {xqi}two とおく．反強磁性 Potts モデルの
Hcost({xqi})の各項が 0以上であることを考えると，反強磁性相互作用する整数変数ペアの
局所エネルギーは zero-hotによって下がり得る．一方で，強磁性PottsモデルのHcost({xqi})
の各項が 0以下であることを考えると，強磁性相互作用する整数変数ペアの局所エネル
ギーは two-hotによって下がり得る．つまり，それぞれの制約の破り方でエネルギーが下
がり得る相互作用の種類は異なる．このため，ある整数変数 Siに着目したときに，制約を
破ることで Siに関連する局所エネルギーを最も大きく減少させることができるのは，隣
接変数 {Sj |j ∈ ∂i}との相互作用が全て強磁性か反強磁性に偏っている場合である．緩い
下限を求めるだけであれば，全ての相互作用が強磁性か反強磁性に偏った場合に限ってエ
ネルギーの変化を計算すればよい．
まず，Siが全ての隣接変数 {Sj |j ∈ ∂i}と強磁性相互作用している場合について説明す

る．この場合は two-hotを考えれば良く，two-hotでは整数変数 Siの値を 2つ選択してい
ることに相当する．two-hotによって Siに関連する局所エネルギーを最も下げられる状況
を図A.1に示す．図A.1(a)に示すように，{xqi}optにおいてSiに隣接する整数変数のうち
で 3個が Sj = 1となっており，残りの 3個が Sj = 2となっているとする．one-hot制約下
で Siに関連する局所エネルギーを最小化するためには Si = 1か 2とすればよい．一方で，
two-hotによって Si = 1と 2を同時に選ぶことにすると，Hcost({xqi})を−3J だけ下げる
ことができる [図A.1(a)参照]．このことから，Siを two-hotとした場合のHcost({xqi}two)
は

Hcost({xqi}two) = Hcost({xqi}opt)− 3J, (A.19)

となる．また，Siを two-hotとした場合のペナルティ項は

Hpen({xqi}two) = λ, (A.20)

となる．式 (A.19)と (A.20)を式 (A.3)に代入すると，λに対する緩い下限 λ̃minとして

λ̃min

J
= 3, (A.21)

が得られる．
次に，Siが全ての隣接変数 {Sj |j ∈ ∂i}と反強磁性相互作用している場合について説明
する．この場合は zero-hotを考えれば良く，zero-hotは整数変数の値が選ばれないことに
相当する．zero-hotによって Siに関連する局所エネルギーを最も下げられる状況を図A.2

に示す．図A.2(a)に示すように，{xqi}optにおいて Siに隣接する整数変数は Si = 1から
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図 A.1: two-hotによるHcost({xqi})の低下

4のバラバラな値になっているとする．one-hot制約下で Siに関連する局所エネルギーを
最小化するためには Si = 1か 2とすればよい．一方で，zero-hotによって Siの値を選択
しないことにすると，Hcost({xqi})を−J だけ下げることができる [図A.2(b)参照]．この
ことから，Siを zero-hotとした場合のHcost({xqi}zero)は

Hcost({xqi}zero) = Hcost({xqi}opt)− J, (A.22)

となる．また，Siを zero-hotとした場合のペナルティ項は

Hpen({xqi}zero) = λ, (A.23)

となる．式 (A.22)と (A.23)を式 (A.3)に代入すると，λに対する緩い下限 λ̃minとして

λ̃min

J
= 1, (A.24)

が得られる．
以上より，Pottsグラスモデルでは λ > 3と設定すれば十分である．また，Pottsゲージ

グラスについても同様の議論によって λ > 3とすればよいことが分かる．この結果を受け
て，第 5章の解精度評価では，両方のモデルに対して λ = 3.3と設定した．ここで得られ
た下限は強磁性 Pottsモデルと一致しているが，フラストレーションが存在する Pottsグ
ラスモデルや Pottsゲージグラスモデルでは，制約を破ることによるHcost({xqi})の減少
幅が強磁性 Pottsモデルに対して小さくなるので，問題の構造を利用すればさらに小さい
下限を導き出せる．

145



�
�
���

�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

���������	�������� �
��������		
�

����
���


������������������� 

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

�
�
��

図 A.2: zero-hotによるHcost({xqi})の低下
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付 録B グローバー問題のQA-ITにおける
∆ϕ10(u)の近似

線形制御における位相 ϕ10(u) に対する近似式 (6.201) を導く方法を示す．式 (6.88)，
(6.153)，(6.158)より，

∆ϕ10(u) =

∫ u

0
du′

√
1− 4

(
1− 1

N

)
u′(1− u′), (B.1)

である．以下の積分公式:∫
dx
√
x2 + a2 =

1

2

[
x
√
x2 + a2 + a2 log

(
x+

√
x2 + a2

)]
+ const., (B.2)

を利用すると，

∆ϕ10(u) =
1

2

(
u− 1

2

)
∆ε10(u) +

1

4

+
1

4

√
1

N(N − 1)
log

[(
u− 1

2

)
+

1

2

√
N

N − 1
∆ε10(u)

]

− 1

4

√
1

N(N − 1)
log

[
−1

2
+

1

2

√
N

N − 1

]
, (B.3)

が得られる．第三項の logの中身を

g(u) ≡
(
u− 1

2

)
+

1

2

√
N

N − 1
∆ε10(u), (B.4)

とおき，微分を計算すると

g(u)

du
= 1 + 2

√
N − 1

N

(
u− 1

2

)
1

∆ε10(u)
, (B.5)

となる．エネルギーギャップは

∆ε10(u) = 2

√
N − 1

N

√(
u− 1

2

)2

+
1

4

1

N − 1
, (B.6)

≥ 2

√
N − 1

N

∣∣∣∣u− 1

2

∣∣∣∣ , (B.7)
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を満たすので，g(u) > 0となる．このことから，0 < u < 1における g(u)の最大値 gmax

と最小値 gminは

gmax =
1

2

(
1 +

√
N

N − 1

)
, (B.8)

gmin =
1

4

1

N − 1
, (B.9)

となり，式 (B.3)の第三項と四項の和を

h(u) ≡ 1

4

√
1

N(N − 1)
log

[(
u− 1

2

)
+

1

2

√
N

N − 1
∆ε10(u)

]

− 1

4

√
1

N(N − 1)
log

[
−1

2
+

1

2

√
N

N − 1

]
, (B.10)

とおくと，N ≫ 1で
hmin ≤ h(u) ≤ hmax, (B.11)

hmax ≃ − 1

4N
log

(
1

4N

)
, (B.12)

hmin =
1

4

√
1

N(N − 1)
log

[
1

2

(
1 +

√
N

N − 1

)]
, (B.13)

が得られる．hmaxと hminはN → ∞で 0に収束するため，h(u)を無視して

∆ϕ10(u) ≃
1

2

(
u− 1

2

)
∆ε10(u) +

1

4
, (B.14)

と近似する．
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付 録C 鈴木-トロッター展開

C.1 QA-TMFの有効ハミルトニアン

本文の式 (7.11)より，有効ハミルトニアンは

Heff(σ
z
all) =

1

K

K∑
κ=1

H0(σ
z
κ)−

1

β

K∑
κ=1

logW ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1), (C.1)

W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1) ≡

⟨
σz
κ

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥq(σ̂

x)

) ∣∣∣∣σz
κ+1

⟩
, (C.2)

で与えられる．ここで，W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1)はスピン配位 {σz

κ,σ
z
κ+1}を得る周辺化確率を表し

ていると解釈する．有効ハミルトニアンの具体的な形を求めるためには，W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1)

を計算すればよい．式 (C.2)に TMF-QAの Ĥq:

Ĥq = −Γ1

N∑
i=1

σ̂xi , (C.3)

を代入し，σ̂xi と σ̂xj ̸=iが可換であることを用いると

W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1) =

⟨
σz
κ

∣∣∣∣∣
N∏
i=1

exp

(
βΓ1

K
σ̂xi

) ∣∣∣∣∣σz
κ+1

⟩
, (C.4)

となる．また，σ̂xi が各スピンに対して独立に作用するので

W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1) =

N∏
i=1

⟨
σzi (κ)

∣∣∣∣ exp(βΓ1

K
σ̂xi

) ∣∣∣∣σzi (κ+ 1)

⟩
, (C.5)

と変形できる．ここで，σz
κ ≡ {σz1(κ), σz2(κ), ..., σzN (κ)}とした．さらに，式 (C.5)に含ま

れる指数関数に対してテーラー展開を適用し，σ̂xi に対して

(σ̂xi )
n =

1̂ n = even,

σ̂xi n = odd,
(C.6)

が成り立つことを用いると

exp

(
βΓ1

K
σ̂xi

)
= cosh

(
βΓ1

K

)
+ σ̂xi sinh

(
βΓ1

K

)
, (C.7)
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と変形できる．式 (C.7)を式 (C.5)に代入すると⟨
σzi (κ)

∣∣∣∣ exp(βΓ1

K
σ̂xi

) ∣∣∣∣σzi (κ+ 1)

⟩
=

[
cosh

(
βΓ1

K

)
δσz

i (κ),σ
z
i (κ+1) + sinh

(
βΓ1

K

)
δσz

i (κ),−σz
i (κ+1)

]
=

1

2

[
exp

(
βΓ1

K

)
+ exp

(
−βΓ1

K

)
σzi (κ)σ

z
i (κ+ 1)

]
= eβJTσ

z
i (κ)σ

z
i (κ+1)+C′

, (C.8)

となる．ここで，δはクロネッカーのデルタを表しており，

JT ≡ 1

2β
log coth

(
βΓ1

K

)
, (C.9)

C ′ ≡ 1

2
log

[
sinh

(
βΓ1

K

)
cosh

(
βΓ1

K

)]
, (C.10)

とした．式 (C.8)を式 (C.5)に代入すると

W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1) = exp

[
βJT

N∑
i=1

σzi (κ)σ
z
i (κ+ 1) +KNC ′

]
> 0, (C.11)

が得られ，TMF-QA のハミルトニアンは確率的な解釈が可能であることが分かる．式
(C.11)を式 (C.1)に代入すると

Heff = − 1

K

∑
κ

H0(σ
z
κ)− JT

∑
κ,i

σzi (κ)σ
z
i (κ+ 1), (C.12)

となる．

C.2 XX相互作用を導入した場合

次に，XX相互作用を用いた場合のW ′(σz
all)を 2スピン系で求める．量子揺らぎを導入

するハミルトニアン Ĥq(σ̂
x)を

Ĥq(σ̂
x) = −Γ2σ̂

x
1 σ̂

x
2 , (C.13)

として，式 (C.2)に代入し，

exp

(
βΓ2

K
σ̂x1 σ̂

x
2

)
= cosh

(
βΓ2

K

)
+ σ̂x1 σ̂

x
2 cosh

(
βΓ2

K

)
, (C.14)

を用いると

W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1) =

⟨
σz
κ

∣∣∣∣ cosh(βΓ2

K

)
+ σ̂x1 σ̂

x
2 sinh

(
βΓ2

K

) ∣∣∣∣σz
κ+1

⟩
, (C.15)
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となる．行列表現の基底を |↑↑⟩ , |↑↓⟩ , |↓↑⟩ , |↓↓⟩の順にとってW ′(σz
all)を行列表示すると

W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1) =



1 0 0 sinh

(
βΓ2

K

)
0 1 sinh

(
βΓ2

K

)
0

0 sinh

(
βΓ2

K

)
1 0

sinh

(
βΓ2

K

)
0 0 1


, (C.16)

となる．W ′
κ(σ

z
κ,σ

z
κ+1)はスピン配位 {σz

κ,σ
z
κ+1}を得る確率として解釈したいのであるが，

反強磁性の XX相互作用 (Γ2 < 0)では確率が負になる σz
κ と σz

κ+1 の組合せが存在する．
以上のことから，強磁性のXX相互作用（Γ2 > 0）の場合は Stoquastic Hamiltonianであ
り，反強磁性の XX相互作用 (Γ2 < 0)の場合は Non-stoquastic Hamiltonianとなること
が分かる．
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付 録D 1次元IsingモデルとXYモデルの
分配関数の導出

D.1 1次元強磁性 Isingモデルの分配関数

1次元横磁場 Isingモデルのハミルトニアンは

Ĥ = −J
N∑
j=1

σ̂zj σ̂
z
j+1 − Γ

N∑
j=1

σ̂xj , (D.1)

で与えられる．ただし，σ̂z,xN+1 = σ̂z,x1 の周期境界条件を課す．ここでは，以下の式で定義
されるMajorana場:

ψ̂1(j ≤ N) ≡ 1√
2
σ̂x1 · · · σ̂xj−1σ̂

y
j , (D.2)

ψ̂2(j ≤ N) ≡ 1√
2
σ̂x1 · · · σ̂xj−1σ̂

z
j , (D.3)

を導入して分配関数を計算する方法を示す．スピン演算子の交換関係を用いると，Majorana

場は以下の反交換関係:

[ψ̂α(j), ψ̂β(k)]+ = δαβδjk, (D.4)

を満たすことが分かる．ここで，[Â, B̂]+ ≡ ÂB̂ + B̂Âであり，δはクロネッカーのデルタ
を表す．式 (D.2)と (D.3)より，

ψ̂1(j)ψ̂2(j + 1) = − i

2
σ̂zj σ̂

z
j+1, (D.5)

ψ̂1(j)ψ̂2(j) =
i

2
σ̂xj , (D.6)

が成り立つので，ハミルトニアン [式 (D.1)]はMajorana場を用いて

Ĥ = −2iJ

N∑
j=1

ψ̂1(j)ψ̂2(j + 1) + 2iΓ

N∑
j=1

ψ̂1(j)ψ̂2(j), (D.7)

と書くことができる．第一項の j = N の場合については，

ψ̂1(N)ψ̂2(1) =
i

2

 N∏
j=1

σ̂xj

 σ̂zN σ̂
z
1 , (D.8)
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となることを考慮すると，以下の境界条件:

ψ̂2(N + 1) = −σ̂xprodψ̂2(1), (D.9)

σ̂xprod ≡
N∏
j=1

σ̂xj , (D.10)

を課せば，式 (D.7)を用いて式 (D.1)の周期境界条件を含めて表現できることが分かる．
σ̂xprod = +1の場合は ψ̂2(j)に反周期境界条件を課すことになり，

ψ̂α(j) =
1√
N

∑
q≥0

[
eiqjĈα(q) + e−iqjĈ†

α(q)
]
, (D.11)

q =
1

N
π,

3

N
π, · · · , N − 3

N
π,
N − 1

N
π, (D.12)

とフーリエ変換できる．ここで，α = 1, 2であり，ψ̂1(j)に対しては ψ̂2(j)と同じ周期境
界条件を課した．また，Ĉα(q), Ĉ

†
α(q)に対してフェルミ演算子と同じ反交換関係:

[Ĉα(q), Ĉ
†
β(q

′)]+ = δαβδqq′ , (D.13)

[Ĉα(q), Ĉβ(q
′)]+ = [Ĉ†

α(q), Ĉ
†
β(q

′)]+ = 0, (D.14)

を課せば，式 (D.4)を満たすようになる．一方で，σ̂xprod = −1の場合は周期境界条件を課
すことになり，

ψ̂α(j) =
1√
N

∑
q≥0

[
eiqjĈα(q) + e−iqjĈ†

α(q)
]
, (D.15)

q = 0,
2

N
π, · · · , N − 2

N
π, π, (D.16)

とフーリエ変換できる．式 (D.1)のハミルトニアンは

[Ĥ, σ̂xprod] = 0, (D.17)

を満たすので，シュレーディンガー方程式による時間発展で σ̂xprodは保存する．QAの初
期条件では σ̂xprod = +1と設定するので，反周期境界条件を採用して β → ∞の極限を取
ればよい（だたし，以降の自由エネルギーの計算では周期境界条件による違いは表れてこ
ない）．式 (D.11)を式 (D.7)に代入すると，

Ĥ =− 2iJ
∑
q≥0

[
e−iqĈ1(q)Ĉ

†
2(q) + eiqĈ†

1(q)Ĉ2(q)
]

+ 2iΓ
∑
q≥0

[
Ĉ1(q)Ĉ

†
2(q) + Ĉ†

1(q)Ĉ2(q)
]
, (D.18)

となる．ハミルトニアンに含まれるフェルミ演算子の 2次項は異なる qで可換なので，分
配関数 Z は

Z = Tr
∏
q≥0

V̂ (q), (D.19)

V̂ (q) ≡ exp
[
2iβJ

(
e−iqĈ1(q)Ĉ

†
2(q) + eiqĈ†

1(q)Ĉ2(q)
)

−2iβΓ
(
Ĉ1(q)Ĉ

†
2(q) + Ĉ†

1(q)Ĉ2(q)
)]
, (D.20)
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と q毎に分離することができ，4× 4行列 V̂ (q)の固有値が分かれば分配関数を計算できる
ことになる．フェルミ粒子の数演算子 Ĉ†

1(q)Ĉ1(q)と Ĉ†
2(q)Ĉ2(q)の固有状態を |n1, n2⟩と

おき，V̂ (q)の肩を行列表示する．ここで，|n1, n2⟩は

Ĉ†
1(q)Ĉ1(q) |n1, n2⟩ = n1 |n1, n2⟩ , (D.21)

Ĉ†
2(q)Ĉ2(q) |n1, n2⟩ = n2 |n1, n2⟩ , (D.22)

を満たす．|00⟩ , |11⟩ , |01⟩ , |10⟩の順番に基底をとって V̂ (q)の肩を行列表示すると
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2iβ
(
Jeiq − Γ

)
0 0 −2iβ

(
Je−iq − Γ

)
0

 , (D.23)

となり，固有値は 2重縮退した 0と±2β
√
J2 + Γ2 − 2JΓ cos qであることが分かる．この

結果と式 (D.19)より，

Z =
∏
q≥0

(
2 coshβ

√
J2 + Γ2 − 2JΓ cos q

)2
, (D.24)

が得られる．1スピンあたりの自由エネルギーは

−βf =
2

N

∑
q≥0

log 2 coshβ
√
J2 + Γ2 − 2JΓ cos q, (D.25)

であり，N → ∞として和を積分に書き換えると

−βf =
1

π

∫ π

0
dq log 2 coshβ

√
J2 + Γ2 − 2JΓ cos q, (D.26)

が得られる．Γ = −h′q(mx)とすれば式 (7.40)となる．
β → ∞の自由エネルギーは，

f = −2(J + Γ)

π

∫ π/2

0
dω
√

1− k2 cos2 ω, (D.27)

k ≡ 4JΓ

(J + Γ)2
, (D.28)

となる．自由エネルギーに含まれる積分は第二種の完全楕円積分であり，Γ/J = 1(k = 1)

において特異性をもつ．Γ/J =付近の振る舞いを調べるため，

Γ

J
= 1 + ε, (D.29)

とおくと，

k ≃ 1− ε2

4
, (D.30)
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と書ける．式 (D.29)と (D.30)を式 (D.27)に代入し，特異性は被積分関数が 0になるとこ
ろで発生することを考慮して cosωを ω = 0で展開すると

f ≃ −2(J + Γ)

π

∫ π/2

0
dω

√
1−

(
1− ε2

4

)(
1− ω2

2

)
≃ −

√
2(J + Γ)

π

∫ π/2

0
dω

√
ω2 +

ε2

2
,

=
1

2

[
ω

√
ω2 +

ε2

2
+
ε2

2
log

(
ω +

√
ω2 +

ε2

2

)]ω=π/2

ω=0

,

∼ ε2 log |ε| , (D.31)

となり，式 (7.45)が得られる．

D.2 1次元XYモデルの分配関数

1次元XYモデルのハミルトニアンは

Ĥ = −J
2

N∑
j=1

(
σ̂xj σ̂

x
j+1 + σ̂yj σ̂

y
j+1

)
− Γ

N∑
j=1

σ̂zj , (D.32)

で与えられる．ここで，σ̂x,y,zN+1 = σ̂x,y,z1 の周期境界条件を課す．以降では，1次元XYモデ
ルの分配関数を計算する 2つの方法を示す．

D.2.1 Majorana場を用いる方法

まず，下式で定義されるMajorana場:

ψ̂1(j) ≡
1√
2
σ̂z1 · · · σ̂zj−1σ̂

x
j , (D.33)

ψ̂2(j) ≡
1√
2
σ̂z1 · · · σ̂zj−1σ̂

y
j , (D.34)

を用いて分配関数を求める方法を示す．Majorana場について

ψ̂2(j)ψ̂1(j + 1) = +
i

2
σ̂xj σ̂

x
j+1, (D.35)

ψ̂1(j)ψ̂2(j + 1) = − i

2
σ̂yj σ̂

y
j+1, (D.36)

ψ̂1(j)ψ̂2(j) =
i

2
σ̂zj , (D.37)

が成り立つことを用いると，ハミルトニアン [式 (D.32)]はMajorana場を用いて

Ĥ = −iJ
N∑
j=1

(
ψ̂1(j)ψ̂2(j + 1)− ψ̂2(j)ψ̂1(j + 1)

)
+ 2iΓ

∑
j

ψ̂1(j)ψ̂2(j), (D.38)
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と書くことができる．Majorana場に対する境界条件については，1次元 Isingモデルの場
合と同様に考えると

ψ̂1(N + 1) = −

 N∏
j=1

σ̂zj

 ψ̂1(1), (D.39)

ψ̂2(N + 1) = −

 N∏
j=1

σ̂zj

 ψ̂2(1), (D.40)

となる．Majorana場をフーリエ変換:

ψ̂1(j) =
1√
N

∑
q≥0

[
eiqjĈ1(q) + e−iqjĈ†

1(q)
]
, (D.41)

ψ̂2(j) =
1√
N

∑
q≥0

[
eiqjĈ2(q) + e−iqjĈ†

2(q)
]
, (D.42)

して，式 (D.41)と (D.42)を式 (D.38)に代入すると

Ĥ = −2i
∑
q≥0

(J cos q − Γ)
[
Ĉ1(q)Ĉ

†
2(q) + Ĉ†

1(q)Ĉ2(q)
]
, (D.43)

が得られる．1次元 Isingモデルの場合と同様に，分配関数は

Z = Tr
∏
q≥0

V̂ (q), (D.44)

V̂(q) ≡ exp
{
2iβ (J cos q − Γ)

[
Ĉ1(q)Ĉ

†
2(q) + Ĉ†

1(q)Ĉ2(q)
]}

, (D.45)

と q毎に分離することができる．フェルミ粒子の数演算子 Ĉ†
1(q)Ĉ1(q)と Ĉ†

2(q)Ĉ2(q)の固
有状態 |n1, n2⟩を基底として V̂ (q)の肩を行列表示すると

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2iβ
(
Jeiq − Γ

)
0 0 −2iβ

(
Je−iq − Γ

)
0

 , (D.46)

となり，固有値は 2重縮退した 0と±2β |J cos q − Γ|であることが分かる．この結果と式
(D.44)より，

Z =
∏
q≥0

[2 coshβ(J cos q − Γ)]2 , (D.47)

が得られる．1スピン当たりの自由エネルギーは

−βf =
2

N

∑
q≥0

log 2 coshβ (J cos q − Γ) , (D.48)

であり，N → ∞として和を積分に書き換えた後に q → π − qの変数変換をすると

−βf =
1

π

∫ π

0
dq log 2 coshβ (J cos q + Γ)

= −βΓ +
1

π

∫ π

0
dq log

[
1 + e2β(J cos q+Γ)

]
, (D.49)

が得られる．Γ = −h′q(mx)とすれば式 (7.61)となる．
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D.2.2 Jordan-Wigner変換を用いる方法

1次元XYモデルのハミルトニアン [式 (D.32)]は，スピン 1/2のスピン演算子 Ŝx
j , Ŝ

y
j , Ŝ

z
j

を用いて

Ĥ = −2J

N∑
j=1

(
Ŝx
j Ŝ

x
j+1 + Ŝy

j Ŝ
y
j+1

)
− 2Γ

N∑
j=1

Ŝz
j , (D.50)

と書くことができる．1次元上に並んだスピン演算子は，Jordan-Wigner変換:

Ŝ+
j≤N = (1− 2n̂1)(1− 2n̂2) · · · (1− 2n̂j−1)â

†
j , (D.51)

Ŝ−
j≤N = (1− 2n̂1)(1− 2n̂2) · · · (1− 2n̂j−1)âj , (D.52)

Ŝz
j≤N = â†j âj −

1

2
, (D.53)

を用いてフェルミ演算子 â†j , âj で表すことができる．ここで，Ŝ
+
j と Ŝ−

j は昇降演算子:

Ŝ+
j ≡ Ŝx

j + iŜy
j , (D.54)

Ŝ−
j ≡ Ŝx

j − iŜy
j , (D.55)

であり，n̂j ≡ â†j âj はフェルミ粒子の数演算子である．式 (D.50)を昇降演算子 Ŝ±
j と Ŝz

j

を用いて表すと

Ĥ = −J
N∑
j=1

(
Ŝ+
j Ŝ

−
j+1 + Ŝ−

j Ŝ
+
j+1

)
− 2Γ

N∑
j=1

Ŝz
j , (D.56)

となる．また，(1− 2n̂j)
2 = 1を利用すると，式 (D.51)と (D.52)から

Ŝ+
j Ŝ

−
j+1 = â†j âj+1, (D.57)

Ŝ−
j Ŝ

+
j+1 = â†j+1âj , (D.58)

となることが分かり，これらを式 (D.56)に代入すると

Ĥ = −J
N∑
j=1

(
â†j âj+1 + â†j+1âj

)
− 2Γ

N∑
j=1

(
â†j âj −

1

2

)
, (D.59)

と変形できる．第一項の j = N の場合については，

Ŝ+
N Ŝ

−
1 = −

 N∏
j=1

(1− 2n̂j)

 â†N â1, (D.60)

Ŝ−
N Ŝ

+
1 = −

 N∏
j=1

(1− 2n̂j)

 â†1âN , (D.61)

であることを考慮すると，以下の境界条件:

Ŝ±
N+1 = −σ̂prodŜ±

1 , (D.62)

σ̂prod ≡
N∏
j=1

(1− 2n̂j) (D.63)
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を課せば，式 (D.59)によって式 (D.32)の周期境界条件を含めて表現できることが分かる．
また，以下の交換関係:

[Ĥ, σ̂prod] = 0, (D.64)

を満たすことも簡単に示すことができる．フェルミ演算子をフーリエ変換すると

âj =
1√
N

∑
q

eiqj âq, (D.65)

â†j =
1√
N

∑
q

e−iqj â†q, (D.66)

となり，これを式 (D.59)に代入すると

Ĥ = −2
∑
q

(J cos q + Γ) â†qâq +NΓ, (D.67)

が得られ，q毎に分離した形となる．â†qâqの固有値が 0と 1であることを用いると，分配
関数は

Z = e−βNΓ
∏
q

[
1 + e2β(J cos q+Γ)

]
, (D.68)

となり，1スピンあたりの自由エネルギーとして

−βf = −βΓ +
1

N

∑
q

log
[
1 + e2β(J cos q+Γ)

]
, (D.69)

が得られる．N → ∞として和を積分に変換すると

−βf = −βΓ +
1

2π

∫ +π

−π
dq log

[
1 + e2β(J cos q+Γ)

]
, (D.70)

となり，式 (7.61)が導出できる．
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付 録E one-hot表示したPottsモデルの自
由エネルギーの導出

E.1 one-hot制約下の全結合強磁性Pottsモデルの自由エネルギー

の導出

全結合強磁性 Pottsモデルの one-hot制約下のQAのハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0(σ̂
z) + Ĥq(σ̂

x), (E.1)

Ĥ0(σ̂
z) = − J

2N

Q∑
q=1

(
N∑
i=1

σ̂zqi

)2

+
λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σ̂zqi

2

− 2(Q− 2)

Q∑
q=1

σ̂zqi

 , (E.2)

Ĥq(σ̂
x) = −Γ

N∑
i=1

Q∑
q=1

σ̂xqi, (E.3)

であり，分配関数 Z は
Z = Tre−βĤ, (E.4)

で与えられる．鈴木-トロッター展開を適用して完全性:∑
σz(κ)

|σz(κ)⟩ ⟨σz(κ)| = 1̂, (E.5)

をK − 1回挿入すると，分配関数は

Z = lim
K→∞

∑
σz(1)

· · ·
∑

σz(K)

K∏
κ=1

exp

(
− β

K
H0(σ

z(κ))

)

×
⟨
σz(κ)

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥq(σ̂

x)

) ∣∣∣∣σz(κ+ 1)

⟩
, (E.6)

と変形できる．ここで，σz(κ)はκ番目のトロッタースライスに属するスピンの集合{σzqi(κ)|i =
1, 2, ..., N, q = 1, 2, ..., Q}を表す．H0(σ

z)の第一項は，以下に示すガウス積分の公式:

e
1
2
ax2

=

√
aN

2π

∫ +∞

−∞
dme−

1
2
Nam2+

√
Namx, (E.7)
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において，a = βJ/K, x =
∑N

i=1 σ
z
qi/

√
N とおくと

exp

 βJ

2NK

Q∑
q=1

(
N∑
i=1

σzqi

)2


=

∫ Q∏
q=1

dmq exp

−βNJ
2K

Q∑
q=1

m2
q +

βJ

K

Q∑
q=1

mq

N∑
i=1

σzqi

 , (E.8)

と変形できる．左辺の指数関数の肩には 2体相互作用が含まれていたのに対して，右辺で
はスピン変数が独立になっているので Trを実行するのが容易になる．右辺ではスピン変
数が独立になる代わりに積分が追加されるが，N → ∞では鞍点法により積分を評価でき
るので問題ない．鞍点法では指数関数の肩が最大になる点の値で積分を代表させるが，こ
れは揺らぎの影響を無視して平均値のみを考慮することに相当している．N → ∞では中
心極限定理によって平均値からの揺らぎを考えなくてよくなるので，鞍点法による積分の
評価が厳密な結果を与える．式 (E.8)を用いると式 (E.6)は

Z = lim
K→∞

∑
σz(1)

· · ·
∑

σz(K)

∫ ∏
q,κ

dmq(κ) exp

(
−βNJ

2K

∑
q,κ

mq(κ)
2

)

×
∏
κ

⟨
σz(κ)

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥ(eff)

0 (σ̂z, {mq(κ)})
)
exp

(
− β

K
Ĥq(σ̂

x)

) ∣∣∣∣σz(κ+ 1)

⟩
,

(E.9)

と変形でき，完全性 [式 (E.5)]を逆方向に適用すると

Z = lim
K→∞

∫ ∏
q,κ

dmq(κ) exp

(
−βNJ

2K

∑
q,κ

mq(κ)
2

)

× Tr

[∏
κ

exp

(
− β

K
Ĥ(eff)

0 (σ̂z, {mq(κ)})
)
exp

(
− β

K
Ĥq(σ̂

x)

)]
, (E.10)

となる．ここで，

Ĥ(eff)
0 (σ̂z, {mq(κ)}) ≡

∑
i

 λ

2Q

(∑
q

σ̂zqi

)2

−
∑
q

(
Jmq(κ) +

Q− 2

Q
λ

)
σ̂zqi

 , (E.11)

であり，以降の計算では和や積の上限と下限は注意が必要な場合を除いて省略することに
する．さらに，静的近似:

mq ≡ mq(κ), (E.12)

を適用すると

Z =

∫ ∏
q

dmq exp

(
−βNJ

2

∑
q

m2
q

)

× Tr lim
K→∞

[
exp

(
− β

K
Ĥ(eff)

0 (σ̂z, {mq})
)
exp

(
− β

K
Ĥq(σ̂

x)

)]K
, (E.13)
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と変形でき，鈴木-トロッター展開を逆方向に適用すると

Z =

∫ ∏
q

dmqe
−βNf({mq}), (E.14)

f({mq}) =
J

2

∑
q

m2
q −

1

β
log Tre−βĤ(eff)(σ̂z ,{mq}), (E.15)

が得られる．ここで，

Ĥ(eff)(σ̂z, {mq}) ≡
λ

2Q

(∑
q

σ̂zq

)2

−
∑
q

(
Jmq +

Q− 2

Q
λ

)
σ̂zq − Γ

∑
q

σ̂xq , (E.16)

である．N → ∞では積分を鞍点法により評価することができ，{mq}は自由エネルギー
f({mq})が最小となるように決めればよい．β → ∞では Ĥ(eff)(σ̂z, {mq})の最小固有値
ε
(eff)
min ({mq})のみが自由エネルギーに寄与し，

f({mq}) =
J

2

∑
q

m2
q + ε

(eff)
min ({mq}), (E.17)

となる．これで，本文中の式 (8.16)と (8.17)が得られたことになる．

E.2 half-hot制約下の全結合強磁性Pottsモデルの自由エネルギー

の導出

half-hot制約下の強磁性 Pottsモデルのハミルトニアンは

Ĥ0(σ̂
z) = − J

2N

Q∑
q=1

(
N∑
i=1

σ̂zqi

)2

+
λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σ̂zqi

2

, (E.18)

で与えられる．Q→ ∞の場合は，Ĥ0(σ̂
z)[式 (E.18)]の第二項も平均場理論によって取り

扱うことができるようになる．ディラックの δ関数とそのフーリエ変換:

h(x) =

∫
dyδ(y − x)f(y), (E.19)

δ(y − x) =

∫
dỹ

2π
e−ỹ(y−x), (E.20)

を用いると

exp

− βλ

2QK

∑
i

(∑
q

σzqi

)2


∝
∫ ∏

i

dMi exp

(
−βQλ

2K

∑
i

M2
i

)∏
i

δ

(
βQλ

K
Mi −

βλ

K

∑
q

σzqi

)

∝
∫ ∏

i

dMi

∫ ∏
i

dM̃i exp

(
−βQλ

2K

∑
i

M2
i − βQλ

K

∑
i

M̃iMi +
βλ

K

∑
i

M̃i

∑
q

σzqi

)
,

(E.21)
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と一体化できる．Q → ∞の場合はMiと M̃iに関する積分は鞍点法を用いて評価すれば
よい．鞍点条件の一つが

M̃i = −Mi, (E.22)

であることを用いて M̃iの積分を評価すると

exp

− βλ

2QK

∑
i

(∑
q

σzqi

)2


∝
∫ ∏

i

dMi exp

(
βQλ

2K

∑
i

M2
i − βλ

K

∑
i

Mi

∑
q

σzqi

)
, (E.23)

が得られる．式 (E.8)と (E.23)を用いると

exp

(
− β

K
H0(σ

z)

)
=

∫ ∏
q

dmq

∫ ∏
i

dMi exp

(
−βNJ

2K

∑
q

m2
q +

βQλ

2K

∑
i

M2
i

)

× exp

− β

K

∑
q,i

(−Jmq + λMi)σ
z
qi

 , (E.24)

と一体化できる．式 (E.24)を式 (E.6)に代入して，E.1節と同様の計算を実行すると

Z =

∫ ∏
q

dmq

∫ ∏
i

dMie
−βNQf({mq},{Mi}), (E.25)

f({mq}, {Mi}) =
J

2Q

∑
q

m2
q −

λ

2N

∑
i

M2
i − 1

βNQ

∑
q,i

log Tre−βĤ(eff)(σ̂z,x,mq ,Mi),

(E.26)

が得られる．ここで，

Ĥ(eff)(σ̂z,x,mq,Mi) ≡ −(Jmq − λMi)σ̂
z − Γσ̂x, (E.27)

である．Ĥ(eff)(σ̂z,x,mq,Mi)を行列表示すると[
−(Jmq − λMi) −Γ

−Γ Jmq − λMi

]
, (E.28)

となり，固有値 ε±(mq,Mi)が

ε±(mq,Mi) = ±
√
(Jmq − λMi)2 + Γ2 (E.29)

であることが分かる．以上より，自由エネルギーとして

f({mq}, {Mi}) =
J

2Q

∑
q

m2
q −

λ

2N

∑
i

M2
i − 1

βNQ

∑
q,i

log 2 coshβΞqi, (E.30)

Ξqi ≡
√

(Jmq − λMi)2 + Γ2, (E.31)

が得られ，本文中の式 (8.39)と (8.40)を導出できた．
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E.3 half-hot制約下の全結合Pottsグラスモデルの自由エネルギー

の導出

half-hot制約下における全結合 PottsグラスモデルのQAのハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 + Ĥq, (E.32)

Ĥ0(σ̂
z) = −

∑
i<j

Jij

Q∑
q=1

σ̂zqiσ
z
qj +

λ

2Q

N∑
i=1

 Q∑
q=1

σ̂zqi

2

, (E.33)

Ĥq(σ̂
x) = −Γ

N∑
i=1

Q∑
q=1

σ̂xqi, (E.34)

P (Jij) =
1

J

√
N

2π
exp

[
− N

2J2

(
Jij −

J0
N

)2
]
, (E.35)

で与えられる．ここで，P (Jij)は相互作用の確率分布を表す．レプリカ法によると，自由
エネルギーの配位平均 [f ]J は

−β[f ]J = lim
n→0

[Zn]J − 1

n
, (E.36)

によって求めることができるため，[Zn]J を計算すればよい．鈴木-トロッター展開（付録
C.1参照）を用いると，以下に示すように分配関数を z方向のスピンのみを用いて表現す
ることができる．

Z = lim
K→∞

Tr exp

[
− β

K

K∑
κ=1

H0(σ
z(κ))

+
1

2
log coth

(
βΓ

K

) N∑
i=1

Q∑
q=1

K∑
κ=1

σzqi(κ)σ
z
qi(κ+ 1) +NQC

 . (E.37)

ここで，

C ≡ K

2
log sinh

(
βΓ

K

)
cosh

(
βΓ

K

)
, (E.38)

である．分配関数の n乗の配位平均は

[Zn]J = lim
K→∞

enNQC

× Tr exp

− βλ

2KQ

∑
κ,α

∑
i

(∑
q

σκαqi

)2

+
1

2
ln coth

(
βΓ

K

)∑
q,i

∑
κ,α

σκαqi σ
κ+1,α
qi


×
∏
i<j

∫
dJijP (Jij) exp

(
β

K
Jij
∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj

)
, (E.39)

と書くことができる．ここで，σκαqi はトロッタースライスの番号が κで，α番目のレプリ
カに属し，整数変数 Siの q番目の状態に割当てられたスピン変数を表す．また，以降の
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計算では和や積の上限と下限は注意が必要な場合を除いて省略する．被積分関数の指数の
肩には κ, αに加えて qに関する和が含まれており，後の計算では静的近似とレプリカ対称
性に加えて，q方向の対称性に関しても何かしらの仮定を導入する必要がある．Jijの積分
は容易に実行することができ，

∫
dJijP (Jij) exp

(
β

K
Jij
∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj

)

= exp

 βJ0
NK

∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj +

β2J2

2NK2

(∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj

)2
 , (E.40)

となる．指数関数の肩の第二項は O(Q2)の量に見えるが，q ̸= q′の寄与が O(Q−1)とな
り，最終的に q = q′の寄与のみが残ってO(Q)の量になることを後に示す．指数関数の肩
の第一項と第二項を

∑
i<j

∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj =

1

2

∑
q

∑
κ,α

(∑
i

σκαqi

)2

−N

 , (E.41)

∑
i<j

(∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj

)2

=
∑
κ,κ′

∑
α<α′

∑
q ̸=q′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α′
q′i

)2

+
∑
q

(∑
i

σκαqi σ
κ′α′
qi

)2

−NQ2


+
1

2

∑
κ,κ′

∑
α

∑
q ̸=q′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α
q′i

)2

+
∑
q

(∑
i

σκαqi σ
κ′α
qi

)2

−NQ2

 . (E.42)

と変形できることを用いると

∏
i<j

∫
dJijP (Jij) exp

(
β

K
Jij
∑
q

∑
κ,α

σκαqi σ
κα
qj

)
≃ exp

 βJ0
2NK

∑
q

∑
κ,α

(∑
i

σκαqi

)2

+
β2J2

2NK2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

∑
q

(∑
i

σκαqi σ
κ′α′
qi

)2

+
β2J2

2NK2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

∑
q ̸=q′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α′
q′i

)2

+
β2J2

4NK2

∑
κ,κ′

∑
α

∑
q

(∑
i

σκαqi σ
κ′α
qi

)2

+
β2J2

4NK2

∑
κ,κ′

∑
α

∑
q ̸=q′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α
q′i

)2
 ,
(E.43)
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となる．右辺の各項に含まれる 2乗の項を 1乗に落とすためにガウス積分の公式 [式 (E.7)]

を用いると，第一項から第五項は

exp

 βJ0
2NK

∑
q,κ,α

(∑
i

σκαqi

)2


∝
∫ ∏

q,κ,α

dmα
qκ exp

[
−βJ0N

2K

∑
q,κ,α

(mα
qκ)

2 +
βJ0
K

∑
q,κ,α

mα
qκ

∑
i

σκαqi

]
, (E.44)

exp

 β2J2

2NK2

∑
q

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α′
qi

)2
 ∝

∫ ∏
q

∏
κ,κ′

∏
α<α′

dξαα
′

q,κκ′

× exp

−β2J2N

2K2

∑
q

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(ξαα
′

q,κκ′)2 +
β2J2

K2

∑
q

∑
κ,κ′

∑
α<α′

ξαα
′

q,κκ′

∑
i

σκαqi σ
κ′α′
qi

 , (E.45)

exp

 β2J2

2NK2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α′
q′i

)2
 ∝

∫ ∏
q ̸=q′

∏
κ,κ′

∏
α<α′

dθαα
′

qq′,κκ′

× exp

−β
2J2N

2K2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(θαα
′

qq′,κκ′)2 +
β2J2

K2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α<α′

θαα
′

qq′,κκ′

∑
i

σκαqi σ
κ′α′
q′i

 ,

(E.46)

exp

 β2J2

4NK2

∑
q,α

∑
κ,κ′

(∑
i

σκαqi σ
κ′α
qi

)2
 ∝

∫ ∏
q,α

∏
κ,κ′

dηαq,κκ′

× exp

−β
2J2N

4K2

∑
q,α

∑
κ,κ′

(ηαq,κκ′)2 +
β2J2

2K2

∑
q,α

∑
κ,κ′

ηαq,κκ′

∑
i

σκαqi σ
κ′α
q′i

 , (E.47)

exp

 β2J2

4NK2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α

(∑
i

σκαqi σ
κ′α
q′i

)2
 ∝

∫ ∏
q ̸=q′

∏
κ,κ′

∏
α

dφα
qq′,κκ′

× exp

−β
2J2N

4K2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α

(φα
qq′,κκ′)2 +

β2J2

2K2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α

φα
qq′,κκ′

∑
i

σκαqi σ
κ′α
q′i

 ,

(E.48)
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と変形できる．また，ディラックの δ関数とそのフーリエ変換 [式 (E.19)と (E.20)]を用
いると，式 (E.33)の第二項は

exp

− βλ

2QK

∑
i,κ,α

(∑
q

σκαqi

)2
 ∝

∫ ∏
i,κ,α

dMα
iκ

∫ ∏
i,κ,α

dM̃α
iκ

× exp

−βλQ
2K

∑
i,κ,α

(Mα
iκ)

2 − βλQ

K

∑
i,κ,α

M̃α
iκM

α
iκ

 exp

βλ
K

∑
i,κ,α

M̃α
iκ

∑
q

σκαqi

 , (E.49)

と一体化でき，M̃α
iκの積分を鞍点法により評価すると，鞍点条件:M̃α

iκ = −Mα
iκを代入して

exp

− βλ

2QK

∑
i,κ,α

(∑
q

σκαqi

)2


∝
∫ ∏

i,κ,α

dMα
iκ exp

βλQ
2K

∑
i,κ,α

(Mα
iκ)

2 − βλ

K

∑
i,κ,α

Mα
iκ

∑
q

σκαqi

 , (E.50)

が得られる．式 (E.43)から (E.48)と式 (E.50)を式 (E.39)に代入すると，分配関数は

[Zn]J = lim
K→∞

enNQC

∫
dm

∫
dξ

∫
dθ

∫
dη

∫
dφ

∫
dM

× exp

NQ
− βJ0

2QK

∑
q,κ,α

(mα
qκ)

2 − β2J2

2QK2

∑
q

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(ξαα
′

q,κκ′)2

− β2J2

2QK2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(θαα
′

qq′,κκ′)2 −
β2J2

4QK2

∑
q,α

∑
κ,κ′

(ηαq,κκ′)2

− β2J2

4QK2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α

(φα
qq′,κκ′)2 +

βλ

2NK

∑
i,κ,α

(Mα
iκ)

2

∏
i

TreLi , (E.51)

となる．ここで，

Li ≡
β2J2

K2

∑
q

∑
κ,κ′

∑
α<α′

ξαα
′

q,κκ′σκαqκ σ
κ′α′
qi +

β2J2

K2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α<α′

θαα
′

qq′,κκ′σκαqi σ
κ′α′
q′i

+
β2J2

2K2

∑
q,α

∑
κ,κ′

ηαq,κκ′σκαqi σ
κ′α
qi +

β2J2

2K2

∑
q ̸=q′

∑
κ,κ′

∑
α

φα
qq′,κκ′σκαqi σ

κ′α
q′i

+
β

K

∑
q,t,κ

(
J0m

α
qκ − λMα

iκ

)
σκαqi +

1

2
log coth

(
βΓ

K

)∑
q,κ,α

σκαqi σ
κ+1,α
qi , (E.52)
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であり，

dm ≡
∏
q,κ,α

dmα
qκ, (E.53)

dξ ≡
∏
q

∏
κ,κ′

∏
α<α′

dξαα
′

q,κκ′ , (E.54)

dθ ≡
∏
q ̸=q′

∏
κ,κ′

∏
α<α

dθαα
′

qq′,κκ′ , (E.55)

dη ≡
∏
q,α

∏
κ,κ′

dηαq,κκ′ , (E.56)

dφ ≡
∏
q ̸=q′

∏
κ,κ′

∏
α

dφα
qq′,κκ′ , (E.57)

dM ≡
∏
i,κ,α

dMα
iκ, (E.58)

とした．積分は N → ∞, Q → ∞において鞍点法によって評価することができ，鞍点条
件は

mα
qκ =

⟨
1

N

∑
i

σκαqi

⟩
Li

, (E.59)

ξαα
′

q,κκ′ =

⟨
1

N

∑
i

σκαqi σ
κ′α′
qi

⟩
Li

, (E.60)

θαα
′

qq′,κκ′ =

⟨
1

N

∑
i

σκαqi σ
κ′α′
q′i

⟩
Li

, (E.61)

ηαq,κκ′ =

⟨
1

N

∑
i

σκαqi σ
κ′α
qi

⟩
Li

, (E.62)

φα
qq′,κκ′ =

⟨
1

N

∑
i

σκαqi σ
κ′α
q′i

⟩
Li

, (E.63)

Mα
iκ =

⟨
1

Q

∑
q

σκαqi

⟩
Li

, (E.64)

で与えられる．ここで，

⟨A⟩Li ≡
TrAe−Li

Tre−Li
, (E.65)

と定義した．

167



次に，静的近似とレプリカ対称性:

mq ≡ mα
qκ, (E.66)

ξq ≡ ξαα
′

q,κκ′ , (E.67)

θqq′ ≡ θαα
′

qq′,κκ′ , (E.68)

ηq ≡ ηαq,κκ′ , (E.69)

φqq′ ≡ φα
qq′,κκ′ , (E.70)

Mi ≡Mα
iκ, (E.71)

を仮定した場合の自由エネルギーを計算していく．式 (E.66)から (E.71)を式 (E.51)と
(E.52)に代入すると

[Zn]J = lim
K→∞

enNQC

∫ ∏
q

dmq

∫ ∏
q

dξq

∫ ∏
q,q′

dθqq′

∫ ∏
q

dηq

∫ ∏
q,q′

dφqq′

∫ ∏
i

dMi

× exp

nNQ
−βJ0

2Q

∑
q

m2
q −

β2J2

4Q
(n− 1)

∑
q

ξ2q −
β2J2

4Q
(n− 1)

∑
q ̸=q′

θ2qq′

−β
2J2

4Q

∑
q

η2q −
β2J2

4Q

∑
q ̸=q′

φ2
qq′ +

βλ

2N

∑
i

M2
i +

1

nNQ

∑
i

log TreLi

 , (E.72)

Li =
β2J2

2K2

∑
q

ξq

(∑
κ,α

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2

∑
q

(ηq − ξq)
∑
α

(∑
κ

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2

∑
q ̸=q′

θqq′
∑
κ,κ′

∑
α,α′

σκαqi σ
κ′α′
q′i +

β2J2

2K2

∑
q ̸=q′

(φqq′ − θqq′)
∑
α

∑
κ,κ′

σκαqi σ
κ′α
q′i

+
β

K

∑
q,κ,α

(J0mq − λMi)σ
κα
qi +

1

2
log coth

(
βΓ

K

)∑
q,κ,α

σκαqi σ
κ+1,α
qi , (E.73)

となり，TreLi を計算することが残る仕事である．さらに，式 (E.32)から (E.34)のハミル
トニアンでは全ての qが対等に表れており，θqq′ と φqq′ は (q, q′)のペアの選び方に依存し
ないと考えられるため

θ ≡ θqq′ , (E.74)

φ ≡ φqq′ , (E.75)

とおく．式 (E.74)と (E.75)を用いると，Liの第三項と第四項は

∑
q ̸=q′

θqq′
∑
κ,κ′

∑
α,α′

σκαqi σ
κ′α′
q′i = θ

(∑
q,κ,α

σκαqi

)2

− θ
∑
q

(∑
κ,α

σκαqi

)2

, (E.76)

∑
q ̸=q′

(φqq′ − θqq′)
∑
α

∑
κ,κ′

σκαqi σ
κ′α
q′i = (φ− θ)

∑
α

(∑
q,κ

σκαqi

)2

− (φ− θ)
∑
q,α

(∑
κ

σκαqi

)2

,

(E.77)
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と変形でき，

Li =
β2J2

2K2

∑
q

(ξq − θ)

(∑
κ,α

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2

∑
q

[(ηq − ξq)− (φ− θ)]
∑
α

(∑
κ

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2
θ

(∑
q,κ,α

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2
(φ− θ)

∑
α

(∑
q,κ

σκαqi

)2

+
β

K

∑
q,κ,α

(J0mq − λMi)σ
κα
qi +

1

2
log coth

(
βΓ

τ

)∑
q,κ,α

σκαqi σ
κ+1,α
qi , (E.78)

が得られる．Liの第一項と第二項はガウス積分の公式 [式 (E.7)]を用いると

exp

β2J2

2K2

∑
q

(ξq − θ)

(∑
κ,α

σκαqi

)2
 =

∫
Dui exp

(
βJ

K

∑
q

√
ξq − θuq

∑
κ,α

σκαqi

)
,

(E.79)

exp

β2J2

2K2

∑
q

[(ηq − ξq)− (φ− θ)]
∑
α

(∑
κ

σκαqi

)2


=

∫
Dvi exp

(
βJ

K

∑
q

√
(ηq − ξq)− (φ− θ)

∑
α

vαq
∑
κ

σκαqi

)
, (E.80)

と一体化できる．ここで，

Dui ≡
∏
q

duqi√
2π

exp

(
−
u2qi
2

)
, (E.81)

Dvi ≡
∏
q

dvqi√
2π

exp

(
−
v2qi
2

)
, (E.82)

とした．さらに，Liの第三項と第四項の和はディラックの δ関数とそのフーリエ変換 [式
(E.19)と (E.20)]を用いて

exp

β2J2

2K2
θ

(∑
q,κ,α

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2
(φ− θ)

∑
α

(∑
q,κ

σκαqi

)2


=

∫
dWi

∫
dW̃i exp

(
β2J2Q

K2

∑
κ,α

W̃α
iκ

∑
q

σκαqi

)

× exp

β2J2Q2

2K2
θ

(∑
κ,α

Wα
iκ

)2

+
β2J2Q2

2K2
(φ− θ)

∑
α

(∑
κ

Wα
iκ

)2

− β2J2Q2

K2

∑
κ,α

W̃α
iκW

α
iκ

 ,
(E.83)

と一体化できる．ここで，

dWi ≡
∏
κ,α

dWα
iκ, (E.84)

dW̃i ≡
∏
κ,α

dW̃α
iκ, (E.85)
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である．Wiと W̃iに関する積分は鞍点法を用いて評価できる．鞍点条件の一つは

W̃ α
iκ = φ

∑
κ,α

Wα
iκ, (E.86)

であり，W̃α
iκがトロッター番号 κやレプリカ番号 αに依存しない．これは先程仮定した静

的近似とレプリカ対称性の過程と矛盾しない．式 (E.86)の鞍点条件を用いて，式 (E.83)

の W̃iに関する積分を評価すると

exp

β2J2

2K2
θ

(∑
q,κ,α

σκαqi

)2

+
β2J2

2K2
(φ− θ)

∑
α

(∑
q,κ

σκαqi

)2


=

∫
dWi exp

[
β2J2Q

K2
φ

(∑
κ,α

Wα
iκ

)∑
q,κ,α

σκαqi

]

× exp

β2J2Q2

2K2
(θ − 2φ)

(∑
κ,α

Wα
iκ

)2

+
β2J2Q2

2K2
(φ− θ)

∑
α

(∑
κ

Wα
iκ

)2
 , (E.87)

となる．式 (E.79)，(E.80)，(E.87)を用いると

TreLi =

∫
dWi exp

β2J2Q2

2K2
(θ − 2φ)

(∑
κ,α

Wα
iκ

)2

+
β2J2Q2

2K2
(φ− θ)

∑
α

(∑
κ

Wα
iκ

)2

+ n
∑
q

∫
Duqi log

∫
DvqiTre

Lqi

 , (E.88)

と変形できる．ただし，

Lqi ≡
βJT
K

∑
κ

σκqiσ
κ+1
qi +

βHqi

K

∑
κ

σκqi, (E.89)

βJT
K

≡ 1

2
log coth

(
βΓ

K

)
, (E.90)

Hqi ≡ J

[√
ξq − θuqi +

√
(ηq − ξq)− (φ− θ)vqi

]
+ (J0mq − λMi) +

βJ2Q

K
φ

(∑
κ,α

Wα
iκ

)
, (E.91)

である．ここで，静的近似とレプリカ対称性:

Wi ≡Wα
iκ, (E.92)

を再度適用し，n→ 0で残る項だけを書き下すと

TreLi =

∫
dWi exp

[
nQ

(
β2J2Q

2
(φ− θ)W 2

i +
1

Q

∑
q

∫
Duqi log

∫
DvqiTre

Lqi

)]
,

(E.93)

Hqi = J

[√
ξq − θuqi +

√
(ηq − ξq)− (φ− θ)vqi

]
+ (J0mq − λMi), (E.94)

170



となる．Wiの積分は鞍点法を用いて評価することができ，LqiがWiを含んでいないこと
から鞍点条件は

Wi = 0, (E.95)

であることが分かる．式 (E.95)を式 (E.93)に代入すると

TreLi = exp

(
n
∑
q

∫
Duqi log

∫
DvqiTre

Lqi

)
, (E.96)

が得られる．式 (E.89)のLqiの定義から，TreLqi は 1次元 Isingモデルの分配関数であり，

TreLqi = λK+ + λK− , (E.97)

で与えられる．ここで，

λ± ≡ e
βJT
K

[
cosh

(
βHqi

K

)
±

√
sinh2

(
βHqi

K

)
+ exp

(
−4βJT

K

)]

= e
βJT
K

[
cosh

(
βHqi

K

)
±

√
sinh2

(
βHqi

K

)
+ tanh2

(
βΓ

K

)]
, (E.98)

である．K → ∞では λK± を

λK± = exp

{
βJT +K log

[
cosh

(
βHqi

K

)
±

√
sinh2

(
βHqi

K

)
+ tanh2

(
βΓ

K

)]}

≃ exp

[
βJT +K log

(
1± β

K

√
H2

qi + Γ2

)]
≃ exp

(
βJT ± β

√
H2

qi + Γ2
)
, (E.99)

と変形できるので，TreLqi は

TreLqi = 2eβJT coshβΞqi, (E.100)

Ξqi ≡
√
H2

qi + Γ2, (E.101)

となる．式 (E.100)を式 (E.96)に代入すると

log TreLi =
1

2
nQK log coth

(
βΓ

K

)
+ n

∑
q

∫
Duqi log

∫
Dvqi2 coshβΞqi, (E.102)
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となり，TreLi の計算が完了した．式 (E.102)を式 (E.72)に代入すると，分配関数として

[Zn]J = lim
K→∞

∫ ∏
q

dmq

∫ ∏
q

dξq

∫ ∏
q,q′

dθqq′

∫ ∏
q

dηq

∫ ∏
q,q′

dφqq′

∫ ∏
i

dMi

× exp

{
nNQ

[
−βJ0

2Q

∑
q

m2
q −

β2J2

4Q
(n− 1)

∑
q

ξ2q

−β
2J2

4Q
(n− 1)

∑
q ̸=q′

θ2qq′ −
β2J2

4Q

∑
q

η2q −
β2J2

4Q

∑
q ̸=q′

φ2
qq′ +

βλ

2N

∑
i

M2
i

+
1

NQ

∑
q,i

∫
Duqi log

∫
Dvqi2 coshβΞqi +K log cosh

(
βΓ

K

) , (E.103)

が得られる．ここで，K → ∞では

K log cosh

(
βΓ

K

)
≃ K log

[
1 +

1

2

(
βΓ

K

)2
]

≃ βΓ

2

(
βΓ

K

)
→ 0 (E.104)

となる．mq, ξq, θqq′ , ηq, φqq′ ,Mi に関する積分は鞍点法により評価できるため積分記号を
省略し，n≪ 1として式 (E.103)の指数関数を展開すると

[Zn]J − 1

nNQ
≃ −βJ0

2Q

∑
q

m2
q −

β2J2

4Q
(n− 1)

∑
q

ξ2q

− β2J2

4Q
(n− 1)

∑
q ̸=q′

θ2qq′ −
β2J2

4Q

∑
q

η2q −
β2J2

4Q

∑
q ̸=q′

φ2
qq′ +

βλ

2N

∑
i

M2
i

+
1

NQ

∑
q,i

∫
Duqi log

∫
Dvqi2 coshβΞqi +K log cosh

(
βΓ

K

)
, (E.105)

と変形できる．式 (E.36)と比較すれば，右辺で n→ 0としたものが−β[f ]J に等しく

− β[f ]J = −βJ0
2Q

∑
q

m2
q +

β2J2

4Q

∑
q

ξ2q +
β2J2

4Q

∑
q ̸=q′

θ2qq′ −
β2J2

4Q

∑
q

η2q

− β2J2

4Q

∑
q ̸=q′

φ2
qq′ +

βλ

2N

∑
i

M2
i +

1

NQ

∑
q,i

∫
Duqi log

∫
Dvqi2 coshβΞqi, (E.106)

が得られる．mq, ξq, θqq′ , ηq, φqq′ ,Mi は自由エネルギーを最小化するように決定され，鞍
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点方程式は

mq =
1

N

∑
i

∫
Duqi

∫
Dvqi

Hqi

Ξqi
sinhβΞqi∫

Dvqi coshβΞqi

, (E.107)

ξq =
1

N

∑
i

∫
Duqi


∫
Dvqi

Hqi

Ξqi
sinhβΞqi∫

Dvqi coshβΞqi


2

, (E.108)

ηq =
1

N

∑
i

∫
Duqi

∫
Dvqi

(
H2

qi

Ξ2
qi

coshβΞqi +
Γ2

βΞ3
qi

sinhβΞqi

)
∫
Dvqi coshβΞqi

, (E.109)

Mi =
1

Q

∑
q

∫
Duqi

∫
Dvqi

Hqi

Ξqi
sinhβΞqi∫

Dvqi coshβΞqi

, (E.110)

θ = − 1

Q2

∑
q

ξq ∼ O

(
1

Q

)
, (E.111)

φ = − 1

Q2

∑
q

ηq ∼ O

(
1

Q

)
, (E.112)

である．θと φはQ→ ∞で 0となることが分かる．また，強磁性全結合 Pottsモデルの
場合と同様に

1

N

∑
i

Mi =
1

Q

∑
q

mq, (E.113)

が成り立っており，本文中で導入した以下の対称性:

• Miは iに依存しない（M ≡Mi）．

• {mq}はQ/2個のm(+)とQ/2個のm(−)に分類される．

• m(+)とm(−)の絶対値は等しい（|m(+)| = |m(−)|）．

を導入すると，Mi = 0となることを容易に示すことができる．Mi = θ = φ = 0を代入す
ると，自由エネルギーは

− β[f ]J = −βJ0
2Q

∑
q

m2
q +

β2J2

4Q

∑
q

ξ2q −
β2J2

4Q

∑
q

η2q

+
1

Q

∑
q

∫
Duq log

∫
Dvq2 coshβΞq, (E.114)

Ξq =
√
H2

q + Γ2, (E.115)

Hq = J
[√

ξquq +
√
ηq − ξqvq

]
+ J0mq, (E.116)
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となり，鞍点方程式として

mq =

∫
Duq

∫
Dvq

Hq

Ξq
sinhβΞq∫

Dvq coshβΞq

, (E.117)

ξq =

∫
Duq


∫
Dvq

Hq

Ξq
sinhβΞq∫

Dvq coshβΞq


2

, (E.118)

ηq =

∫
Duq

∫
Dvq

(
H2

q

Ξ2
q

coshβΞq +
Γ2

βΞ3
q

sinhβΞq

)
∫
Dvq coshβΞq

, (E.119)

が得られる．以上で，本文中の鞍点方程式 (8.59)，(8.60)，(8.61)が導かれたことになる．
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付 録F 全結合XX相互作用を導入した全結
合強磁性PottsモデルのQA

全結合強磁性 Pottsモデルでは全結合XX相互作用を導入しても 1次相転移を回避でき
ないことを示す．ここで取り扱うハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 + Ĥq, (F.1)

Ĥ0(σ̂
z) = − J

2N

∑
q

(∑
i

σ̂zqi

)2

+
λ

2Q

∑
i

(∑
q

σ̂zqi

)2

− 2(1− 2α)Q
∑
q

σ̂zqi

 , (F.2)

Ĥq(σ̂
x) = −Γ1

∑
q,i

σ̂xqi +
Γh

2N

∑
q

(∑
i

σ̂xqi

)2

+
Γv

2Q

∑
i

(∑
q

σ̂xqi

)2

+
Γ2

2NQ

∑
q,i

σ̂xqi

2

,

(F.3)

である．式 (F.2)の第二項は以下のペナルティ項:

λ

2Q

∑
i

(∑
q

σ̂zqi − αQ

)2

, (F.4)

を展開して定数項を無視したものであり，αQ-hot制約と呼ぶことにする．以降では，α ̸=
1/2の場合は Γv,Γh,Γ2の値に依らずに 1次相転移が発生することをN → ∞, Q → ∞で
示す．
分配関数 Z は

Z = Tre−βĤ0(σ̂z)−βĤq(σ̂x), (F.5)

であり，鈴木-トロッター展開を適用した後に完全性:∑
σz(κ)

|σz(κ)⟩ ⟨σz(κ)| = 1̂, (F.6)

∑
σx(κ)

|σx(κ)⟩ ⟨σx(κ)| = 1̂, (F.7)

をそれぞれK − 1回挿入すると

Z = lim
K→∞

∑
σz(1)

· · ·
∑

σz(K)

∑
σx(1)

· · ·
∑

σx(K)

×
K∏

κ=1

exp

(
− β

K
H0(σ

z(κ))

)
exp

(
− β

K
Hq(σ

x(κ))

)
× ⟨σz(κ)|σx(κ)⟩ ⟨σx(κ)|σz(κ+ 1)⟩ , (F.8)
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と変形できる．H0(σ
z)の第一項に関してはガウス積分の公式 [式 (E.7)]を用いて

exp

 βJ

2NK

∑
q

(∑
i

σzqi

)2


∝
∫ ∏

q

dmz
q exp

(
−βNJ

2K

∑
q

(mz
q)

2 +
βJ

K

∑
q

mz
q

∑
i

σzqi

)
, (F.9)

と一体化できる．また，H0(σ
z)とHq(σ

x)に含まれるその他の項はディラックの δ関数
とそのフーリエ変換 [式 (E.19)と (E.20)]を用いて

exp

− βλ

2QK

∑
i

(∑
q

σzqi

)2

− 2(1− 2α)Q
∑
q

σzqi

 ∝
∫ ∏

i

dM z
i

∫ ∏
i

dM̃ z
i

× exp

[
−βQλ

K

∑
i

(
1

2
(M z

i )
2 − (1− 2α)M z

i + M̃ z
i M

z
i

)]
exp

(
βλ

K

∑
i

M̃ z
i

∑
q

σzqi

)
,

(F.10)

exp

βΓ1

K

∑
q,i

σxqi −
βΓ2

2NQK

∑
q,i

σxqi

2 ∝
∫
dϕx

∫
dϕ̃x

× exp

[
βNQ

K

(
−γ2

2
(ϕx)2 + Γ1ϕ

x − ϕ̃xϕx
)]

exp

 β

K
ϕ̃x
∑
q,i

σxqi

 , (F.11)

exp

− βΓh

2NK

∑
q

(∑
i

σxqi

)2
 ∝

∫ ∏
q

dmx
q

∫ ∏
q

dm̃x
q

× exp

[
βN

K

∑
q

(
−Γh

2
(mx

q )
2 − m̃x

qm
x
q

)]
exp

(
β

K

∑
q

m̃x
q

∑
i

σxqi

)
, (F.12)

exp

− βΓv

2QK

∑
i

(∑
q

σxqi

)2
 ∝

∫ ∏
i

dMx
i

∫ ∏
i

dM̃x
i

× exp

[
βQ

K

∑
i

(
−Γv

2
(Mx

i )
2 − M̃x

i M
x
i

)]
exp

(
β

K

∑
i

M̃x
i

∑
q

σxqi

)
, (F.13)

と変形でき，共役変数の積分を鞍点法により評価すると

exp

− βλ

2QK

∑
i

(∑
q

σzqi

)2

− 2(1− 2α)Q
∑
q

σzqi


∝
∫ ∏

i

dM z
i exp

(
βQλ

2K

∑
i

(M z
i )

2 − βλ

K

∑
i

(M z
i − 1 + 2α)

∑
q

σzqi

)
, (F.14)
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exp

βΓ1

K

∑
q,i

σxqi −
βΓ2

2NQK

∑
q,i

σxqi

2
∝
∫
dϕx exp

βNQΓ2

2K
(ϕx)2 − β

K
(Γ2ϕ

x − Γ1)
∑
q,i

σxqi

 , (F.15)

exp

− βΓh

2NK

∑
q

(∑
i

σxqi

)2


∝
∫ ∏

q

dmx
q exp

(
βNΓh

2K

∑
q

(mx
q )

2 − βΓh

K

∑
q

mx
q

∑
i

σxqi

)
, (F.16)

exp

− βΓv

2QK

∑
i

(∑
q

σxqi

)2


∝
∫ ∏

i

dMx
i exp

(
βQΓv

2K

∑
i

(Mx
i )

2 − βΓh

K

∑
i

Mx
i

∑
q

σxqi

)
, (F.17)

が得られる．式 (F.9)と (F.14)より

exp

(
− β

K
H0(σ

z)

)
∝
∫ ∏

q

dmz
q

∫ ∏
i

dM z
i

× exp

[
−βNQ

K

(
J

2Q

∑
q

(mz
q)

2 − λ

2N

∑
i

(M z
i )

2

)]
exp

(
− β

K
H(eff)

0 (σz)

)
, (F.18)

H(eff)
0 (σz) ≡ −

∑
q,i

[
Jmz

q − λ (M z
i − 1 + 2α)

]
σzqi, (F.19)

と変形でき，式 (F.15)から (F.17)を用いると

exp

(
− β

K
Hq(σ

x)

)
∝
∫
dϕx

∫ ∏
q

dmx
q

∫ ∏
i

dMx
i

× exp

[
βNQ

K

(
Γ2

2
(ϕx)2 +

Γh

2Q

∑
q

(mx
q )

2 +
Γv

2N

∑
i

(Mx
i )

2

)]
exp

(
− β

K
H(eff)

q (σx)

)
,

(F.20)

H(eff)
q (σx) ≡ −

∑
q,i

(
Γ1 − Γ2ϕ

x − Γhm
x
q − ΓvM

x
i

)
σxqi, (F.21)
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となる．式 (F.18)と (F.20)を式 (F.8)に代入すると

Z = lim
K→∞

∑
σz(1)

· · ·
∑

σz(K)

∑
σx(1)

· · ·
∑

σx(K)

∫
dmz

∫
dM z

∫
dϕx

∫
dmx

∫
dMx

× exp

−βNQ
K

 J

2Q

∑
q,κ

(mz
q(κ))

2 − λ

2N

∑
i,κ

(M z
i (κ))

2

−Γ2

2

∑
κ

(ϕx(κ))2 − Γh

2Q

∑
q,κ

(mx
q (κ))

2 − Γv

2N

∑
i,κ

(Mx
i (κ))

2


×
⟨
σz(κ)

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥ(eff)

0 (σ̂z)

) ∣∣∣∣σx(κ)

⟩⟨
σx(κ)

∣∣∣∣ exp(− β

K
Ĥ(eff)

q (σ̂x)

) ∣∣∣∣σz(κ+ 1)

⟩
,

(F.22)

が得られる．ここで，

dmz ≡
∏
q,κ

dmz
q(κ), (F.23)

dM z ≡
∏
i,κ

dM z
i (κ), (F.24)

dϕx ≡
∏
κ

dϕx(κ), (F.25)

dmx ≡
∏
q,κ

dmx
q (κ), (F.26)

dMx ≡
∏
i,κ

dMx
i (κ), (F.27)

である．さらに，静的近似:

mz
q ≡ mz

q(κ), (F.28)

M z
i ≡M z

i (κ), (F.29)

ϕx ≡ ϕx(κ), (F.30)

mx
q ≡ mx

q (κ), (F.31)

Mx
i ≡Mx

i (κ), (F.32)

を仮定して完全性 [式 (F.6)と (F.7)]を逆方向に用いると

Z =

∫
dmz

∫
dM z

∫
dϕx

∫
dmx

∫
dMx

× exp

[
−βNQ

(
J

2Q

∑
q

(mz
q)

2 − λ

2N

∑
i

(M z
i )

2

−Γ2

2
(ϕx)2 − Γh

2Q

∑
q

(mx
q )

2 − Γv

2N

∑
i

(Mx
i )

2

)]

× lim
K→∞

Tr

[
exp

(
− β

K
Ĥ(eff)

0 (σ̂z)

)
exp

(
− β

K
Ĥ(eff)

q (σ̂z)

)]K
, (F.33)
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となる．鈴木-トロッター展開を逆方向に適用すると，

Z =

∫
dmz

∫
dM z

∫
dϕx

∫
dmx

∫
dMxe−βNQf , (F.34)

f =
J

2Q

∑
q

(mz
q)

2 − λ

2N

∑
i

(M z
i )

2 − Γ2

2
(ϕx)2

− Γh

2Q

∑
q

(mx
q )

2 − Γv

2N

∑
i

(Mx
i )

2 − 1

βNQ

∑
q,i

log Tre−βĤ(eff)
qi , (F.35)

Ĥ(eff)
qi ≡ −

[
Jmz

q − λ (M z
i − 1 + 2α)

]
σ̂z −

(
Γ1 − Γ2ϕ

x − Γhm
x
q − ΓvM

x
i

)
σ̂x, (F.36)

と変形できる．Ĥ(eff)
qi は 1スピンのハミルトニアンなので容易に対角化することができる．

Ĥ(eff)
qi の行列表示は[

−
[
Jmz

q − λ (M z
i − 1 + 2α)

]
−
(
Γ1 − Γ2ϕ

x − Γhm
x
q − ΓvM

x
i

)
−
(
Γ1 − Γ2ϕ

x − Γhm
x
q − ΓvM

x
i

) [
Jmz

q − λ (M z
i − 1 + 2α)

] ]
, (F.37)

であるので，固有値 ε±は

ε± =
√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2, (F.38)

hzqi ≡ Jmz
q − λ (M z

i − 1 + 2α) , (F.39)

hxqi ≡ Γ1 − Γ2ϕ
x − Γhm

x
q − ΓvM

x
i , (F.40)

と求まる．この結果を用いると式 (F.35)のTrを計算することができ，自由エネルギーと
して

f =
J

2Q

∑
q

(mz
q)

2 − λ

2N

∑
i

(M z
i )

2 − Γ2

2
(ϕx)2 − Γh

2Q

∑
q

(mx
q )

2

− Γv

2N

∑
i

(Mx
i )

2 − 1

βNQ

∑
q,i

log 2 coshβ
√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2, (F.41)

が得られ，β → ∞では

f =
J

2Q

∑
q

(mz
q)

2 − λ

2N

∑
i

(M z
i )

2 − Γ2

2
(ϕx)2 − Γh

2Q

∑
q

(mx
q )

2

− Γv

2N

∑
i

(Mx
i )

2 − 1

NQ

∑
q,i

√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2, (F.42)
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となる．鞍点方程式は

mz
q =

1

N

∑
i

hzqi√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2
, (F.43)

M z
i =

1

Q

∑
q

hzqi√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2
, (F.44)

ϕx =
1

NQ

∑
q,i

hxqi√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2
, (F.45)

mx
q =

1

N

∑
i

hxqi√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2
, (F.46)

Mx
i =

1

Q

∑
q

hxqi√
(hzqi)

2 + (hxqi)
2
, (F.47)

で与えられる．系の対称性からM z,x
i は iに依存しないと考えられるので，

M z ≡M z
i , (F.48)

Mx ≡Mx
i , (F.49)

とおくと，自由エネルギーは

f =
J

2Q

∑
q

(mz
q)

2 − λ

2
(M z)2 − Γ2

2
(ϕx)2 − Γh

2Q

∑
q

(mx
q )

2

− Γv

2
(Mx)2 − 1

Q

∑
q

√
(hzq)

2 + (hxq )
2, (F.50)

hzq ≡ Jmz
q − λ (M z − 1 + 2α) , (F.51)

hxq ≡ Γ1 − Γ2ϕ
x − Γhm

x
q − ΓvM

x, (F.52)

となり，鞍点方程式として

mz
q =

hzq√
(hzq)

2 + (hxq )
2
, (F.53)

M z =
1

Q

∑
q

hzq√
(hzq)

2 + (hxq )
2
, (F.54)

ϕx =
1

Q

∑
q

hxq√
(hzq)

2 + (hxq )
2
, (F.55)

mx
q =

hxq√
(hzq)

2 + (hxq )
2
, (F.56)

Mx =
1

Q

∑
q

hxq√
(hzq)

2 + (hxq )
2
, (F.57)
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が得られる．第 8.4節と 8.5節での議論から，1次相転移を回避するためには量子揺らぎ
が大きい領域で鞍点方程式 (F.53)がmz

q = 0の解をもっていなければならない．式 (F.53)

がmz
q = 0の解をもつためには右辺が奇関数となればよく，Γ1,Γ2,Γh,Γvの値に依存せず

にM z = 1 − 2αとなっている必要がある．一方で，mz
q = 0とM z = 1 − 2αを式 (F.54)

に代入するとM z = 0という矛盾した結果が得られてしまう．以上のことから，α = 1/2

の場合を除いて，式 (F.53)がmz
q = 0の解をもつことはあり得ず，全結合XX相互作用を

導入しても 1次相転移を回避できないことが示された．
最後に，今回の評価関数 Ĥ0(σ̂

z)では，Ĥq(σ̂
x)の第四項の

Γ2

2NQ

∑
q,i

σ̂xqi

2

, (F.58)

は第三項の

Γv

2Q

∑
i

(∑
q

σ̂xqi

)2

, (F.59)

と同じ効果をもたらすことを指摘しておく．式 (F.55)と (F.57)から ϕxとMxは同じ鞍点
方程式を満たしており，系の対称性から考えてもϕx =Mxであると考えられる．ϕx =Mx

を式 (F.52)に代入すると

hxq = Γ1 − Γhm
x
q − (Γ2 + Γv)M

x, (F.60)

となる．この式は，実効的な横磁場の強さに対する第四項の影響は，第三項を用いて表現
できることを示している．以上より，全スピン間で全結合相互作用する第四項を敢えて導
入する必要はなく，q方向で全結合する量子揺らぎを用いれば十分であることが分かる．
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付 録G 横磁場を印可したSKモデルの自由
エネルギーの導出

横磁場を印可した SKモデルの自由エネルギーと鞍点方程式を導出する．ここで取り扱
うハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0(σ̂
z)− Γ

∑
i

σ̂xi , (G.1)

Ĥ0(σ̂
z) = −

∑
i<j

Jij σ̂
z
i σ̂

z
j − h

∑
i

σ̂zi , (G.2)

P (Jij) =
1

J

√
N

2π
exp

[
− N

2J2

(
Jij −

J0
N

)2
]
, (G.3)

である．ここで，P (Jij)は相互作用の確率分布を表す．
全結合 Pottsグラスモデルの場合と同様に，レプリカ法 [式 (E.36)]を用いて自由エネル

ギーの配位平均 [f ]J を計算する．鈴木-トロッター展開を適用すると，分配関数は z方向
のスピンのみを用いて

Z = lim
K→∞

Tr exp

− β

K

∑
κ

H0(σ
κ) +

1

2
log coth

(
βΓ

K

)∑
i,κ

σκi σ
κ+1
i +NC

 , (G.4)

C ≡ K

2
log sinh

(
βΓ

K

)
cosh

(
βΓ

K

)
, (G.5)

と表すことができる．ここで，σκi は κ番目のトロッタースライスに属する i番目のスピン
を表す．Znの配位平均は

[Zn]J = lim
K→∞

enNCTr exp

βh
K

∑
i,κ,α

σκαi +
1

2
log coth

(
βΓ

K

)∑
i,κ,α

σκαi σκ+1,α
i


×
∏
i<j

∫
dJijP (Jij) exp

(
βJij
K

∑
κ,α

σκαi σκαj

)
, (G.6)

となる．Jij に関する積分を実行すると∫
dJijP (Jij) exp

(
βJij
K

∑
κ,α

σκαi σκαj

)

= exp

 β2J2

2NK2

(∑
κ,α

σκαi σκαj

)2

+
βJ0
NK

∑
κ,α

σκαi σκαj

 (G.7)
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となり，さらに整理すると

∫
dJijP (Jij) exp

(
βJij
K

∑
κ,α

σκαi σκαj

)
≃ exp

 β2J2

2NK2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(∑
i

σκαi σκ
′α′

i

)2

+
β2J2

4NK2

∑
κ,κ′

∑
α

(∑
i

σκαi σκ
′α

i

)2

+
βJ0
2NK

∑
κ,α

(∑
i

σκαi

)2
 , (G.8)

となる．上式の第一項から第三項は，それぞれガウス積分の公式 [式 (E.7)]を用いて

exp

 β2J2

2NK2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(∑
i

σκαi σκ
′α′

i

)2


∝
∫
dξ exp

−β
2J2N

2K2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(ξαα
′

κκ′ )2 +
β2J2

K2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

ξαα
′

κκ′

∑
i

σκαi σκ
′α′

i

 , (G.9)

exp

 β2J2

4NK2

∑
κ,κ′

∑
α

(∑
i

σκαi σκ
′α

i

)
∝
∫
dη exp

−β
2J2N

4K2

∑
κ,κ′

∑
α

(ηακκ′)2 +
β2J2

2K2

∑
κ,κ′

∑
α

ηακκ′

∑
i

σκαi σκ
′α

i

 , (G.10)

exp

 βJ0
2NK

∑
κ,α

(∑
i

σκαi

)2


∝
∫
dm exp

(
−βJ0N

2K

∑
κ,α

(mα
κ)

2 +
βJ0
K

∑
κ,α

mα
κ

∑
i

σκαi

)
, (G.11)

と i毎に分離することができる．ここで，

dξ ≡
∏
κ,κ′

∏
α<α′

dξαα
′

κκ′ , (G.12)

dη ≡
∏
κ,κ′

∏
α

dηακκ′ , (G.13)

dm ≡
∏
κ

∏
α

dmα
κ , (G.14)

である．式 (G.8)から (G.11)を式 (G.6)に代入すると，分配関数は

[Zn]J ∝ lim
K→∞

enNC

∫
dm

∫
dξ

∫
dη exp

[
N

(
−βJ0
2K

∑
κ,α

(mα
κ)

2

−β
2J2

2K2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

(ξαα
′

κκ′ )2 −
β2J2

4K2

∑
κ,κ′

∑
α

(ηακκ′)2 + logTreL

 , (G.15)
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L ≡ β2J2

K2

∑
κ,κ′

∑
α<α′

ξαα
′

κκ′ σκασκ
′α′

+
β2J2

2K2

∑
κ,κ′

∑
α

ηακκ′σκασκ
′α

+
β

K

∑
κ,α

(J0m
α
κ + h)σκα +

1

2
log coth

(
βΓ

K

)∑
κ,α

σκασκ+1,α, (G.16)

となる．次に，静的近似とレプリカ対称性を仮定し，

m ≡ mα
κ , (G.17)

ξ ≡ ξαα
′

κκ′ , (G.18)

η ≡ ηακκ′ , (G.19)

とおくと

[Zn]J ∝ lim
K→∞

enNC

∫
dm

∫
dξ

∫
dη

× exp

[
nN

(
−βJ0

2
m2 − β2J2

4
(n− 1)ξ2 − β2J2

4
η2 + logTreL

)]
, (G.20)

L =
β2J2

2K2
ξ

(∑
κ,α

σκα

)2

+
β2J2

2K2
(η − ξ)

∑
α

(∑
κ

σκα

)2

+
β

K

∑
κ,α

(J0m+ h)σκα +
1

2
log coth

(
βΓ

K

)∑
κ,α

σκασκ+1,α, (G.21)

となる．再度ガウス積分の公式 [式 (E.7)]を用いると，Lの第二項と第三項は

exp

β2J2

2K2
ξ

(∑
κ,α

σκα

)2
 =

∫
Du exp

(
βJ

K

√
ξu
∑
κ,α

σκα

)
, (G.22)

exp

β2J2

2K2
(η − ξ)

∑
α

(∑
κ

σκα

)2
 =

∫
Dv exp

(
βJ

K

√
η − ξ

∑
α

vα
∑
κ

σκα

)
, (G.23)

と変形できる．ここで，

Du ≡ du√
2π

exp

(
−u

2

2

)
, (G.24)

Dv ≡
∏
α

dvα√
2π

exp

(
−v

2
α

2

)
, (G.25)

である．式 (G.22)と (G.23)を用いると

TreL =

∫
Du

(∫
DvTreLT

)n

=

∫
Du exp

(
n log

∫
DvTreLT

)
≃ 1 + n

∫
Du log

∫
DvTreLT , (G.26)
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と変形できる．ここで，

LT ≡ βJT
K

∑
κ

σκσκ+1 +
βHT

K

∑
κ

σκ, (G.27)

βJT
K

≡ 1

2
log coth

(
βΓ

K

)
, (G.28)

HT ≡ J
(√

ξu+
√
η − ξv

)
+ J0m+ h, (G.29)

Dv ≡ dv√
2π

exp

(
−v

2

2

)
, (G.30)

とした．さらに，

log TreL ≃ n

∫
Du log

∫
DvTreLT , (G.31)

として式 (G.20)に代入すると，分配関数は

[Zn]J ∝ lim
K→∞

∫
dm

∫
dξ

∫
dη

× exp

[
nN

(
−βJ0

2
m2 − β2J2

4
(n− 1)ξ2 − β2J2

4
η2 +

∫
Du log

∫
DvTreLT + C

)]
,

(G.32)

と変形できる．TreLT は相互作用と外部磁場が一様な 1次元 Isingモデルの分配関数であ
り，K → ∞で

TreLT ≃ 2eβJT coshβΞT, (G.33)

ΞT ≡
√
H2

T + Γ2 (G.34)

と書くことができる．式 (G.33)を式 (G.32)に代入すると

[Zn]J ∝ lim
K→∞

∫
dm

∫
dξ

∫
dη exp

[
nN

(
−βJ0

2
m2

−β
2J2

4
(n− 1)ξ2 − β2J2

4
η2 +

∫
Du log

∫
Dv2 coshβΞT + βJT + C

)]
, (G.35)

となる．指数の肩に含まれる最後の 2項はK → ∞で

βJT + C = K log cosh

(
βΓ

K

)
→ 0, (G.36)

となるので，

[Zn]J ∝
∫
dm

∫
dξ

∫
dη exp

[
nN

(
−βJ0

2
m2

−β
2J2

4
(n− 1)ξ2 − β2J2

4
η2 +

∫
Du log

∫
Dv2 coshβΞT

)]
, (G.37)
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が得られる．m, ξ, ηに関する積分は鞍点法により評価できるため積分記号を省略し，n≪ 1

として式 (G.37)の指数関数を展開すると

[Zn]J − 1

Nn
≃ −βJ0

2
m2 − β2J2

4
(n− 1)ξ2 − β2J2

4
η2 +

∫
Du log

∫
Dv2 coshβΞT, (G.38)

と変形できる．式 (E.36)と比較すれば，右辺で n→ 0としたものが−β[f ]J に等しく

−β[f ]J = −βJ0
2
m2 +

β2J2

4
ξ2 − β2J2

4
η2 +

∫
Du log

∫
Dv2 coshβΞT, (G.39)

が得られる．また，鞍点方程式は

m =

∫
Du

∫
Dv

HT

ΞT
sinhβΞT∫

Dv coshβΞT

, (G.40)

ξ =

∫
Du


∫
Dv

HT

ΞT
sinhβΞT∫

Dv coshβΞT


2

, (G.41)

η =

∫
Du

∫
Dv

(
H2

T

Ξ2
T

coshβΞT +
Γ2

βΞ3
T

sinhβΞT

)
∫
Dv coshβΞT

, (G.42)

で与えられる．これらの鞍点方程式は，本文中の式 (8.59)から (8.61)と一致している．
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