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第1章 序論

1.1 研究の背景と目的

フラストレートスピン系は，磁性研究において最も盛んに研究されてきた多

体系の一つであり，現在もなお注目を集めている物質群である [1,2]．特に 1973

年に P. W. Andersonによって提案されたResonance Valence Bond (RVB)と

呼ばれる量子スピン液体は新しい磁性体の基底状態として注目され [3]，その

量子スピン液体状態の探索は現在もなお実験理論問わず盛んに研究されている

課題の一つである．また磁場中においては磁化プラトー，カスプ，ジャンプな

どの異常が存在することでも知られ，注目されている．しかしながら，フラス

トレート格子は籠目格子，チェッカーボード格子など様々な格子が存在するが，

その低温物性のほとんどは未解明である．その理由の一つとして，多体量子系

を取り扱う非常に強力な手法である量子モンテカルロシミュレーション法など

が負符号問題により適用できないことが挙げられる．本研究目的はこの未開拓

のフラストレートスピン系において，負符号問題や人為的なバイアスが一切な

いことで知られる密度行列繰り込み群とサイン二乗変形法を組み合わせた数値

的な手法や古典モンテカルロシミュレーション法，厳密な解析法を駆使し，新

奇相や新現象を発見すること及びその磁気特性を明らかにすることである．

本博士論文はフラストレーション系の代表格である J1−J2正方格子，チェッ
カーボード格子，そして今回新しく発見した無限に縮退した厳密な非磁性基底

状態を持つ新しいフラストレーション格子についての理論的な研究についてま

とめたものである．本研究で扱うハミルトニアンは全て式 (1.1)で表される．

H =
∑
i,j

JijSi · Sj − h
∑
i

Sz
i　 (1.1)

ここで Siはスピン演算子（スピンベクトル）を，Jijは iサイトと jサイト間

の交換相互作用を，hは外部磁場を表す．このスピンの内積で表される交換相

互作用は磁性体において最も自然な相互作用であり実在する物質の磁性を記述

するのに最も適したハミルトニアンと考えられる．このハミルトニアンで記述

されるモデルは一般的にハイゼンベルグモデルと呼ばれている．なお本論文で

は全て Ji,j > 0であり，反強磁性的相互作用のみを扱う．
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1.2 フラストレーションとは？

図 1.1のように反強磁性相互作用した２つのイジングモデルを考える．(a)で

は全てのスピンがお互いに up-downの構造をとることができるのに対し，(b)

では全てのスピンがお互いに up-downの構造をとることができない．このよ

うに全てエネルギーを下げるようにとることができない（うまくいかない），

このことをフラストレーションという．特に (b)のように，格子の幾何学的な

構造に起因する場合，幾何学的フラストレーションとも呼ばれている．

?

(a) (b)

図 1.1: フラストレーションの有無．(a)有り，(b)無し．

1.3 フラストレートスピン系の特徴

フラストレートスピン系は極めて多彩な特徴を持つが，ここでは本研究に関

連する重要な特徴についてのみ紹介する．

1.3.1 基底状態の縮退とorder by fluctuation

最も有名なフラストレーション系である三角格子のイジングモデルでは基底

状態は無限に縮退しており，その残留エントロピーは高温極限のエントロピー

の 47%にも達することが厳密に求まっている [4–6]．また同様に三角格子の古典

ハイゼンベルグモデルの零磁場基底状態はフラストレーションのため up-down

構造になれずお互い妥協した構造になり，図 1.2のような 120◦構造になる．ま

た磁場中においては図 1.3のような様々な基底状態になることが簡単な計算に

よって示されている．またこれらの基底状態は同じく三角形により構成される

その他の格子（例えば籠目格子）においても同様である．このようにフラスト

レートスピン系の特徴として，基底状態の多様性と縮退の存在を挙げることが

できる．

ではこの縮退はどのように解けるのだろうか？ 熱揺らぎや量子揺らぎを導

入することによって前者はエントロピーの利得により，後者はエネルギーの利
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図 1.2: 三角格子ハイゼンベルグモデルの零磁場基底状態

(a) (b) (c)

h

図 1.3: 磁場中の三角格子の基底状態の例．(a)Y構造．(b)逆Y構造．(c)アン

ブレラ構造．

得により，秩序化する場合がある．これが order by fluctuationと呼ばれる現

象である (order by disorderとも呼ばれるが，本博士論文においては order by

fluctuationで統一する) [7,8]．次節でも紹介するが，三角格子で古くから知ら

れている現象であり，低磁場領域では古典，量子系共に図 1.3(a)の Y構造が

安定化することで知られている．通常『揺らぎ』を導入することによって無秩

序状態になるのが一般的であり，例えば固体に熱揺らぎを導入していくと液体

や気体といった無秩序状態に相転移する．このことからもフラストレーション

系は『揺らぎ』が通常とは逆の働きをする興味深い対象であり，古くから多く

の研究がされてきた．
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1.3.2 量子スピン固体と量子スピン液体

フラストレーションがあると古典スピン系ではお互いに妥協した構造をと

り，エネルギー的に不安定になることを前節で紹介した．このことから量子ス

ピン系の基底状態は量子揺らぎの利得により量子系特有の量子基底状態になる

ことが期待される．

量子スピン固体

ここで１次元フラストレーション系の可解モデルであるMajumdar-Ghosh

modelについて紹介する [9]．ハミルトニアンは式 (1.2)であり，第一隣接の交

換相互作用を J1，第二隣接を J2とする (図 1.4(a))．

H =
∑
i

(J1Si · Si+1 + J2Si · Si+2) (1.2)

ここでは周期的境界条件を課すことにする．J2/J1 = 0.5のとき，基底状態は量

子スピン系特有の量子固体であるValence Bond Solid(VBS)になることが厳密

にMajumdarとGhoshによって示されている．次にこれを証明する．式 (1.2)

を以下のように書き換える．

H =
∑
i

htrii (1.3)

htrii = J1/2(Si · Si+1 + Si+1 · Si+2) + J2Si · Si+2　 (1.4)

式 (1.3)の
∑

iは全ての三角形について和をとることになり，そのため J1は２

重にカウントされるため，式 (1.4)は J1/2となる．このとき変分原理として以

下のエネルギーに対する不等式が成り立つ．

Emin ≥
∑
k

etrimin (1.5)

ここで J2/J1 = 0.5のとき三角形一つ一つの基底状態は図 1.4(c)のようになり，

この状態を (d)や (e)のように当てはめることが可能である．このことから式

(1.5)の等号が成り立ち，基底状態とエネルギーを厳密に求めることができる．

また次節で紹介するが２次元フラストレーション系である Shastry-Sutherland

modelも同様にあるパラメータ領域で基底状態は厳密な VBSになる [10, 11]．

このようにVBあるいはそれに類似した状態が長距離秩序した量子スピン固体

状態はVBSあるいは Valence Bond Crystal (VBC) と呼ばれている．
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J1

J2

J1/2

J2

:VB = 

(a)

(b)

(d)

(e)

(c)

J2 =J1/2

図 1.4: (a)Majumdar-Ghosh model．(b)三角形に分解．(c)三角形の基底状態．

(d),(e)2重縮退のVBS．
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量子スピン液体

1973年にアンダーソンによってフラストレート量子スピン系の基底状態は

Resonance Valence Bond (RVB)状態になるのではないか？という提案がされ

た [3]．このRVB状態は先ほどのVBS状態とは異なり，図 (1.5)のような無数

にあるVBカバリング状態を等価な重みで線形結合した状態である．この状態

は空間的に VBが秩序しておらず，さらに近距離の反強磁性的な相関は強く，

VBが共鳴した状態になっている．そのため固体ではなく液体のような状態で

ある．このような古典的な状態でもなく，量子スピン固体でもない状態は量子

スピン液体と呼ばれており，新しい磁性体の量子状態として大変注目を集めて

いる．４０年以上前に考案されたにも関わらず，物性物理学において量子スピ

ン液体状態の探索は，現在もなお実験理論問わず最も盛んに研究されている課

題の一つである．

図 1.5: 三角格子のRVB状態のスナップショットの例．

1.3.3 負符号問題などの困難

非常に多くの研究がなされてきたにも関わらず，フラストレート量子スピン

系の多くは絶対零度を含む低温特性のほとんどが未解明である．この理由の一

つとして，多体量子系を取り扱う非常に強力な手法である量子モンテカルロシ

ミュレーション法（QMCS）などが適用できないことが挙げられる．フラスト

レーションが存在すると遷移確率が負符号になり，シミュレーションが破綻し

てしまう．この困難は負符号問題と呼ばれている．また前述の通り量子揺らぎ

が強く残るために，スピン波近似や平均場近似といったポピュラーな近似方法

の適用が必ずしも良い結果を与えるわけではない．そのため多体量子系を真正

面から取り扱わなければならず，非常に難しい．
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1.3.4 本節のまとめ

本節で述べたフラストレーション系の特徴をまとめると以下のようになる．

1. 基底状態が縮退し，熱力学第三法則を満たさない場合がある．

2. order by fluctuationと呼ばれる通常とは逆の揺らぎの効果が表れる．

3. 量子スピン系において量子スピン固体や量子スピン液体などの量子系特

有の基底状態になる場合がある．

4. 負符号問題などの困難があり，多くのモデルの基底状態や低温物性が未

解明である．

5. 今までに無い新奇相が埋没している可能性がある．
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1.4 フラストレートスピン系の先行研究

図 1.6に様々な２次元フラストレート格子を載せた．本研究では J1−J2正方
格子 (d)とチェッカーボード格子 (e)と新しいフラストレート格子 (f),(g)につ

いて解析を行うが，ここでは代表的なフラストレーション格子である三角格子

(a)，籠目格子 (b)，Shastry-Sutherland格子 (c)についても簡単に紹介する．

(a)

(b)

(c) (e)(d)

(f) (g)

図 1.6: 様々なフラストレーション格子，(a)三角格子，(b)籠目格子，(c)Shastry-

Sutherland格子，(d) J1−J2正方格子，(e)チェッカーボード格子，(g)Square

diamond lattice，(f)Hexagonal diamond lattice．
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1.4.1 三角格子

古典スピン系

SO(3)対称性を持つために有限温度で長距離秩序は存在しないことをワーミ

ンワグナーの定理から証明できる．しかし，有限温度においてトポロジカル相

転移があることが示唆されている [12]．また磁場中においても相転移があり，

order by fluctuationにより Z3対称性の破れた Y相，up-up-down(uud)相，V

相の３つの存在が確認されている (図 1.7) [13,14]．

(a) (b)

図 1.7: 古典スピン三角格子の温度磁場相図．(a) [13]， (b) [14]，低温で磁場

を加えていくとY→ uud→V相に相転移する．

量子スピン（S = 1/2）系

零磁場基底状態は古典スピン系と同様の 120◦構造が理論的に示唆されてい

る [15–17]．この結果は前節で紹介したアンダーソンよって提案されたRVB状

態とは異なる．また磁場中においても有限温度の古典スピン系と同様にY相，

uud相，V相の３相存在し，uud相は有限の磁化プラトー（飽和磁化の 1/3の

プラトー）を持つことが確認されている [8,18]．実験的にも二等辺三角格子を

持つ Cs2CuBr4 [19]や正三角格子を持つ Ba3CoSb2O9 [20, 21]で明瞭な 1/3プ

ラトーが観測さている．また近年，弱い第二隣接相互作用 J2を持つ三角格子

も理論的に研究されており，零磁場で J2/J1 ≈ 0.1で量子スピン液体になると

いう予測もある [22, 23]．
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1.4.2 籠目格子

古典スピン系の基底状態の縮退度は三角格子に比べ籠目格子の方が高く，強

いフラストレーションの効果からS = 1/2では三角格子に比べ量子性の強い基

底状態になることが期待できる．

量子スピン（S = 1/2）系の零磁場基底状態

S = 1/2籠目格子は零磁場において，磁気的状態 (triplet)との間に有限の

ギャップ（スピンギャップ）を持つ非磁性状態 (singlet)になることが理論的に予測

されている [24–31]．その非磁性基底状態は Valence bond crystal(VBC) [27]や

Z2スピン液体になるという予測があり [29–31]，またそのスピンギャップの大き

さも様々であるが，∆ ≈ 0.05J程度とする予測が比較的多い [24,25,28,29,31]．

しかしここ最近，大規模な数値計算からギャップレスであるという予測もあ

り [32–34]，未だ統一見解は無い．またごく最近，パーフェクトな籠目格子を持

つ ZnCu3OH6Cl2のNMR測定によりスピンギャップは 0.03 ∼ 0.07J と見積も

られ，上記の値と良く一致をしている [35]．しかし，通常の磁化測定や比熱測

定ではスピンギャップの傾向が無く，また長年ZnCu3OH6Cl2はCu2+(磁性イオ

ン)が Zn+2と数％程度入れ替わっていると指摘されてきたこともあり [36,37]，

スピンギャップや量子スピン液体の有無については未だ決着はついていない．

量子スピン（S = 1/2）系の磁場中基底状態

本研究でも用いる手法である，密度行列繰り込み群法 (DMRG) + Sin Square

Deformation (SSD)法により絶対零度の磁化過程が堀田氏らによって計算され

た（図 1.8(a)）[31]．また同様に，Thibaut Picot氏らによってテンソルネット

ワーク法により計算された (b) [38]．細かい磁気構造の差はあるが，両手法と

も 1/9, 1/3, 5/9, 7/9にプラトーが確認された．また大規模な数値対角化法に

よる計算によっても 1/3, 5/9, 7/9のプラトーが確認されている [39]．さらに

7/9プラトー相は厳密に固有状態を計算することができる．磁場方向に完全偏

極したスピンと Sz
tot = 2の六角形スピンクラスターで構成される３重縮退し

た量子スピン固体状態になる [40]．この状態はチェッカーボード格子の 3/4プ

ラトー相と全く同じ手順で計算できるため詳しくはそちらで紹介する．また

DMRG+SSD法による計算によると，7/9のプラトー相は上記の状態とほぼ同

じであり，1/3, 5/9プラトー相も上記の 7/9相と類似した量子スピン固体状態

になることも確認されている (図 1.9)．
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(a) (b)

図 1.8: S=1/2籠目格子の磁化過程の数値計算結果．(a) DMRG+SSD法 [31]．

(b)テンソルネットワーク法 [38]．

図 1.9: DMRG+SSD法によって得られた 1/3, 5/9, 7/9プラトー相の磁気構

造 [31]．
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1.4.3 Shastry-Sutherland格子

量子スピン（S = 1/2）系

二次元の S = 1/2スピン系において厳密に基底状態を求めることが可能な

珍しいモデルである．図 1.10のように交換相互作用を定義すると，J ′/J ≤ 0.5

の範囲でMajumdar-Ghosh modelと同様の手法により基底状態は完全なVBS

であることが証明できる [41]．また SrCu2(BO3)2というモデル物質が存在し，

理論実験共に数多く研究されている [10,11,41–44]．磁場中においても様々な手

法により解析されており，多彩な量子相が予測及び観測されている（図 1.11）．

J

J 

,

(a) (b)

図 1.10: (a)Shastry-Sutherland格子の交換相互作用．(b)VBS基底状態．

(a) (b)

図 1.11: (a)SrCu2(BO3)2の磁化過程と数値計算結果．(b)テンソルネットワー

ク法によって求められた磁場中相図 [44]．
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古典スピン系

古典スピン系はMCSによる数値解析によると，J ′/J = 0.5周辺で有限温度

の磁場中において三角格子同様 order by fluctuationにより，Y相，uud相，V

相が確認されている [45]．

図 1.12: MCSにより求められた古典スピン系の温度磁場相図 (J ′/J = 0.5) [45]．
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1.4.4 J1−J2正方格子

本研究で扱うモデルの一つであり，前述のフラストレーション系同様に大変

注目を集めている．交換相互作用は図 1.13のように第一隣接を J1，第二隣接

を J2とする．

J1

J2

図 1.13: J1−J2正方格子の交換相互作用．

古典スピン系

古典スピン系の零磁場基底状態の相図は図 1.14のようになる．

ここで単位スピンあたりの基底エネルギーは

Emin/N =

{
−2J1 + 2J2 (J2/J1≤0.5)

−2J2 (J2/J1> 0.5)
(1.6)

となる．

J2/J1 > 0.5のとき，エネルギーは J1 には依存せず J2 のみに依存するため，

基底状態は格子の大きさが
√
2 ×

√
2の２つの独立な Neel状態になる．この

O(3)×O(3)の縮退は有限温度で order by fluctuationによりStripe構造 (図 1.14

参照)に秩序することが確認されている [46, 47] ．また量子揺らぎでも同様に

Stripe構造が安定であることも確かめられている [48,49]．J2/J1 = 0.5ではフ

ラストレーションが最強であり，q = (π, ky) or (kx, π) (kxと kyは任意の実数)

で全て基底状態になり無限に縮退する．J2/J1 = 0.5では有限温度での相転移

は見られないとされている．また磁場中有限温度の研究は三角格子と異なり十

分にされておらず，未解明である．
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0.5 J2/J1

Neel order Stripe Neel 

図 1.14: J1−J2正方格子古典スピン系の零磁場相図．J2/J1 = 0.5で１次転移．

0.4 ?
J2/J1

Neel order Stripe order

0.6 ?

QSL?

VBC?

other?

図 1.15: J1−J2正方格子量子スピン系の零磁場相図．J2/J1 = 0.5周辺で何ら

かの量子相になると予測されている．
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量子スピン（S = 1/2）系の零磁場基底状態

古典スピン系では J2/J1 = 0.5で無限に縮退しているためにその周辺で量子

性の強い基底状態になると期待できる．図 1.15が本モデルの理論予測されて

いる零磁場基底状態の相図である．おおよそ J2/J1 < 0.4と 0.6 < J2/J1で古典

スピン系同様の基底状態になるとされているが，その中間の領域に量子的な基

底状態が予測されている [50–60]．また籠目格子同様，量子スピン液体の候補

としても挙がっている．1988年にスピン波近似計算により J2/J1 = 0.5周辺に

スピン液体の可能性について提案された [50]．その後わずか１年の 1989年に

4× 4siteの厳密対角化法による解析で，対角化で得られた基底状態とRVB状

態を比較し，オーバーラップは 99.5%と非常に大きくなることが示された [51]．

このことから本モデルの基底状態はRVB状態と考えられたが，その後現在に

至るまで様々な理論予測による基底状態の提案がなされ，未だに決着はついて

いない．ここではいくつかの考案されている基底状態と先行研究を紹介する．

スピン液体の他にも図 1.16のようなValence Bond Crystal(VBC)とPlaque-

tte Valence Bond Crystal(PVBC)と呼ばれる量子スピン固体状態が提案され

ている．VBCはVBが図 1.16(a)のように配置した状態である．VB同士はお

互いに独立ではなく相関を持ち，４重縮退を持つ並進対称性の破れた状態であ

る．同様にPVBCは４つのスピンで構成されたPlaquette が図 1.16(b)のよう

に配置した状態である．こちらも同様に４重縮退を持つ並進対称性の破れた状

態である．この２つの状態はどちらも並進対称性の破れを伴っており量子スピ

ン液体状態とは異なり，量子スピン固体状態である．

(a) (b)

図 1.16: (a)Valence Bond Crystal． (b) Plaquette Valence Bond Crystal．
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2010年に J. Richter氏 と J. Schulenburg氏によって大規模な厳密対角化法

を用いた解析がされた．サイト数は 20 ∼ 40で実施され，有限サイズ外挿によ

り，J2/J1が 0.35から 0.66の範囲にスピンギャップを持つ量子常磁性状態（論

文には a gapful quantum paramagnetic phase と記載されている）になるとさ

れている (図 1.17参照) [52]．

2012年にHong-Chen Jiang氏らによるDMRG法を用いた解析により，0.41 ≤
J2/J1 ≤ 0.62でスピンギャップを有する量子スピン液体状態（論文ではZ2 spin

liquidと記載）になるとの計算結果が報告された (図 1.18参照) [54]．このギャッ

プは singlet-singlet(非磁性-非磁性状態)間と singlet-triplet（非磁性-磁性状態）

間に有限のギャップがあとされている．シリンダー状（Lx方向は解放的，Ly

方向は周期的境界条件の Lx = 2Lyで固定）の有限サイズのDMRG計算を行

い，有限サイズ外挿をすることにより無限系の特徴を計算している．

図 1.17: J. Richter氏と J. Schulenburg氏によって計算された零磁場相図 [52]．

m0はNeelの，m1は Stripeのオーダーパラメータを表す．中間領域は無秩序．

図 1.18: Hong-Chen Jiang氏らによって計算された零磁場相図 [54]．中間領域

で量子スピン液体状態になる．
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同様に Shou-Shu Gong氏らによる DMRG法を用いた解析により 0.44 <

J2/J1 < 0.5の領域でギャップレスな量子スピン液体，0.5 < J2/J1 < 0.61で

PVBSになるとされている (図 1.19参照) [56]．計算法も境界条件も先のDMRG

法の論文と同じあるが，結果は異なる．これは計算精度の問題と有限サイズ外

挿のスケーリング関数が異なるためである．この論文ではギャップレスとギャッ

プフルの場合においてスケーリング関数を別けている．

図 1.19: Shou-Shu Gong氏らによって計算された零磁場相図 [56]．ギャップレ

スな量子スピン液体と PVBC状態が中間領域にあるとされる．図は J2/J1が

0.2 ∼ 0.55までの結果．

その他にもクラスター結合法 [57]やクラスター密度行列埋め込み法 [58]，変

分モンテカロル法 [59,60]など様々な手法により計算されてきたが，何れもお

およそ 0.4 ≤ J2/J1 ≤ 0.6程度の領域で何らかの量子相が確認されている．
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量子スピン（S = 1/2）系の磁場中基底状態

零磁場に関しては非常に多くの研究がされているが，磁場中に関してはさほ

ど多くない [61–64]．そのため磁場中基底状態の多くは未解明である．2000年

に厳密対角化法により磁化過程が計算された [61]．図 1.20は J2/J1 = 0.6の磁

化過程の計算結果である．1/2に明瞭なプラトーがあることがわかる．またプ

ラトー相の磁気構造は up-up-up-down(uuud)構造であるという結果が得られ

ている．これは前述の三角格子の uud相と同様の構造である．

図 1.20: 厳密対角化による磁化過程 (J2/J1 = 0.6) [61]．J ′ = J2, J = J1であ

ることに注意．挿入図は 1/2プラトーの幅を表す．

同様に 2013年に線形スピン波近似計算により磁化過程が計算された [64]．こ

のスピン波近似ではNeel,Stripe,uuudの３相のみを扱っている．図 1.21が磁化

過程，図 1.22が磁場中相図である．

以上のように 0.5 < J2/J1 < 0.65程度の範囲では uuud構造の 1/2プラトー

相の存在が確認されている．しかし，厳密対角化は 36siteまでの結果であり，

また線形スピン波計算は Neel,Stripe,uuudの３相のみしか扱っていないため，

さらなる磁場中相が存在する可能性も有る．特に三角格子の uud相と uuud相

との対応関係からY相やV相に対応する相が存在する可能性が考えられる．
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図 1.21: 線形スピン波計算により得られた磁化過程 [64]．Hが磁場を表す．

図 1.22: 線形スピン波近似によるH − J2相図 [64]．S = 1/2（実線）と S = 1

（破線）

モデル物質について

S = 1/2の J1−J2正方格子のモデル物質は多く存在するが [65–69]，量子基

底状態になるであろう相互作用領域（0.4 < J2/J1 < 0.7）の物質は未だ見つ

かっていない．そのため，実験的にも結論付けることはできていない．更なる

今後の物質探索が期待される．
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1.4.5 チェッカーボード格子

チェッカーボード格子の古典スピン系の基底状態の縮退は図 1.23のように

J2/J1 = 0.5の J1−J2正方格子よりも多く，全ての対角線のある正方形内の合
計スピンが零になれば基底状態になる．そのため，量子スピン系では J1−J2
正方格子よりも量子性の強い基底状態が予測される．今回の研究では第一隣接

と第二隣接 (対角線)の交換相互作用は等しい条件 (交換相互作用は１種)のみ

計算を行った．古典的には最もフラストレーションが強くなる条件である．

Neel Stripe Neel* 

図 1.23: チェッカーボード格子の古典スピン系の基底状態の例

量子スピン（S = 1/2）系

零磁場基底状態は図 1.16(b)のPVBCになることがほぼ解明されている [70–

72]．J1−J2正方格子と違い，その他の基底状態は提案されていない．しかし，
磁場中においてはほとんど研究されておらず，新奇な量子相が存在する可能性

がある．ただし，3/4プラトー相の存在はほぼ確実視されており，厳密に固有

状態を計算することができる [73]．ここでは 3/4プラトー相の厳密な固有状態

について紹介する．図 1.24のフルモーメントのスピンで囲まれた４つのスピ

ンを考える．この４つのスピンは Sz
tot = 1空間での基底状態であり，式 (1.7)

で表される状態であるとする（矢印の下付き数字が図 1.24の数字と対応）．

|ϕ⟩4spins = |↓1 ↑2 ↑3 ↑4 ⟩ − |↑1 ↓2 ↑3 ↑4 ⟩+ |↑1 ↑2 ↓3 ↑4 ⟩ − |↑1 ↑2 ↑3 ↓4 ⟩ (1.7)

次に図 1.24の状態が固有状態であることを証明する．1, 2, 5番のスピンに注

目し，1と 5, 1と 2 の交換相互作用に注目する．式 (1.7)の右辺第３項と４項

はスピン 1, 2はどちらも ↑であるため，スピン 5との交換に変化はない．さら
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に第１項のスピン 1と 5の交換と第２項のスピン 2と 5の交換がお互い打ち消

しあう．そのため式 (1.7)が固有状態である 1, 2, 3, 4のスピンと ↑である 5の

スピンとの交換に変化は起きない．また 1, 2, 6番のスピンに注目しても同様で

ある．よって，図 1.24の状態が固有状態である．またこの状態の縮退は境界条

件により変化し，図 1.24の２つの状態が組み合わさった状態もエネルギーが

等しくなる．この状態はマグノンが局所的にトラップされた状態であり，マグ

ノン同士が一切の相互作用をしない．そのため，チェッカーボード格子は 3/4

プラトーから飽和磁化へ磁化ジャンプを伴う．この現象は籠目格子の 7/9プラ

トーでも全く同様に説明できる [40]．

Full moment spin

図 1.24: チェッカーボード格子の 3/4プラトー相

チェッカーボード格子は３次元のフラストレート格子として有名なパイロク

ロア格子の二次元版としても注目されている．また籠目格子，チェッカーボー

ド格子，パイロクロア格子の３つの格子には類似性があり，籠目格子は六角格

子の，チェッカーボード格子は正方格子の，パイロクロア格子はダイアモンド

格子のライングラフになるという共通の特徴がある．そのため，磁性も類似の

特徴を有する可能性があり，籠目格子同様に興味深い磁化特性が得られる可能

性がある．籠目格子は 0, 1/9, 1/3, 5/9, 7/9の磁化プラトーを持つことが予測

されているが，チェッカーボード格子も同様に多段磁化プラトーを有する可能

性がある．また J1−J2正方格子とも類似するために，籠目格子と J1−J2正方
格子の両方の特徴を有している可能性も有る．

モデル物質

今回の研究対象である交換相互作用１種類のチェッカーボード格子のモデル

物質はその幾何学的な構造から存在しないと考えられる．しかし，J1−J2正方
格子の J2が２種類ある物質なら存在する [74–77]．図 1.25(b)の逆ペロブスカ

イト構造または逆CuO2面構造などと呼ばれる構造がそれに該当する．高温超
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伝導体でよく知られている，図 1.25(a)のようなCuO2面構造のカチオンとア

ニオンを逆にした構造である．ここで第二隣接相互作用を J2と J ′
2とすると，

J1 ≈ J2且つ，J ′
2 ≈ 0となれば近似的に同じモデルになり，そのモデル物質が

見つかれば，本研究結果がそのまま実験的に観測される可能性もあり得る．

(a) (b)

図 1.25: (a) CuO2面構造．(b) 逆CuO2面構造．
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1.5 本研究の目的と内容

以上においてフラストレートスピン系の多彩で興味深い磁性について紹介し

た．本研究の目的は負符号問題などの困難により未開拓であり，前節で紹介し

た多彩な特徴を持つと考えられるフラストレートスピン系において新奇相や新

現象を発見することである．そのために，フラストレーション系の代表格であ

る J1−J2正方格子とチェッカーボード格子，さらに可解モデルになる新しいフ
ラストレーション格子について以下の研究を行う．

J1−J2正方格子の量子スピン系（S = 1/2)に対しては次章で紹介する負符号

問題や人為的なバイアスが一切なく新奇相の探索に適すると考えられるDMRG

法と SSD法を組み合わせた新しい手法により，絶対零度の磁化過程を調べ，ま

た，古典スピン系にはMCS法を用いて有限温度の磁化過程を調べ，新奇量子

相や相転移現象などを探索する．(第３章)．

また，チェッカーボード格子の量子スピン系に対し，上記と同様の手法によ

り絶対零度の磁化過程を調べ，多段磁化プラトーが現れる可能性を調べる (第

４章)．

最後にフラストレート量子スピン系の可解模型を考案し，無限に縮退した厳

密な非磁性基底状態を持つ S = 1/2ハイゼンベルグモデル群の存在と，この

系の残留エントロピーが有限になったりならなかったりするという，熱力学第

三法則を満たしたり満たさなかったりする特異な振る舞いを明らかにする (第

５章)．
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第2章 数値計算法

2.1 古典スピン系のモンテカルロシミュレーション法

ここではモンテカルロシミュレーション (MCS)の原理について詳しく述べ

ることを避け，簡単なプログラムの手順と古典ハイゼンベルグモデルMCSの

手法についてのみ述べる．特にイジングモデルのMCS経験者がハイゼンベル

グモデルのプログラムを作成するときに役立つように留意した．

2.1.1 一般的なMCSの手順

MCSの手順は細かい手順を省くと，以下のようにまとめることができる．

1. N個のスピンをランダムに決める．

2. 1番目のスピンをメトロポリス法または熱浴法を用いて状態を更新する．

3. N番目のスピンまで２を繰り返す．この1ループを１MCステップと呼ぶ．

4. m回MCステップを行う（２，３をｍ回繰り返す）．

5. 1MCステップ毎に物理量のサンプリングを行う．（ｍ＋１回目から開始）

6. MCステップをM回行い終了する．

これらはイジングのMCSと同じであるが，2番の状態更新法について注意

する必要がある．また通常mは 105以下であり，Mは 106程度であるが条件に

よりまちまちである．特に高温では精度良く計算可能であるが，低温ではメト

ロポリス法による状態更新がほとんど行われず，精度が低下する場合があるこ

とに注意が必要である．

2.1.2 球面一様分布作成法

古典スピンは大きさ１の立体角4πの自由度を持つベクトルで表される．MCS

は通常ランダムな状態を作成する必要があるため，球面一様分布の作成が必須

となる．古典スピンベクトルは θ, ϕ（ただし，0 < θ < π，0 < ϕ < 2π）の関

数で記述されるが，ランダム変数として θと ϕを選ぶと θ = 0, π周辺が密に，

θ = π/2周辺が疎になり，球面一様分布とは程遠い分布になる．これは例えば
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地球儀の罫線と緯線が北極と南極で密になっていることから容易に想像できる

だろう．

そこで次のようにして球面一様分布を作成する．

r1, r2 = 0 ∼ 1の乱数　

ϕ = 2πr1

Sz = 2(r2 − 0.5)

Sx =
√
1− Sz2 cos(ϕ)

Sy =
√
1− Sz2 sin(ϕ) (2.1)

2.1.3 メトロポリス法

以下にメトロポリス法による状態更新の手順を示す．　

1. iサイトのスピンの内部エネルギーE0を計算する．

2. iサイトのスピン状態を式 (2.1)を用いランダムに生成し，内部エネルギー

E1を計算する

3. 0～１の乱数 rを呼び出す．

4. r < exp((E0 −E1)/T )を満たせば状態を更新，満たさなければ元の状態

のまま更新しない．

この方法ではランダムに状態を生成するために，低温ではほとんどの場合E0−
E1 < 0となり，なかなか状態が更新できず，精度が悪くなるまたは計算時間

が増大することが予想される．

2.1.4 熱浴法

メトロポリス法ではランダムに状態を生成するため低温で採択率が減少する

問題がある．そこであらかじめある確率分布の下で状態を生成してやれば必ず

状態を更新することできる．ここで重要なのは状態を更新する際に適当な軸を

新たな座標系の主軸（S̃z）として選んだとしても式 (2.1)を用いる限り球面一

様分布になることである．そこで S̃z軸を内部磁場の方向とする．すると内部

エネルギー Einは S̃z のみに依存することがわかる．このとき，S̃x,S̃yの選び

方には任意性があるが，本研究では計算を簡単にするために S̃yを Sx-Sy面内

になるようにとる（図 2.1参照） ．いったん S̃座標系でスピンを更新し，そ

の後，座標変換を施せばSを計算することができる．
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hin

図 2.1: スピン空間座標と内部磁場の関係

hin = (hxin, h
y
in, h

z
in)

hin = |hin| , hxyin =
√

(hxin)
2 + (hyin)

2

Ein = −S · hin = −S̃zhin

cosα =
hzin
hin

, sinα =
hxyin
hin

cosω =
hxin
hxyin

, sinω =
hyin
hxyin

(2.2)

当然 S̃x,S̃yはエネルギーに寄与しない．そこでφは完全にランダムに状態を

更新し，S̃zのみ熱浴法を用いて更新する．このとき確率分布について以下の

関係式が成り立つ．ここでは簡単のため S̃zを zで記述している．

P (z) ∝ exp (Kz) , K =
hin
T∫ 1

−1

P (z)dz = 1

P (z) =
exp (Kz)∫ 1

−1
exp (Kź) dź

=
K exp (Kz)

exp (K)− exp (−K)

累積分布関数 F (z)は以下の式を満たす．

F (z) =

∫ z

−1

P (ź)dź

=
exp (Kz)− exp (−K)

exp (K)− exp (−K)
(2.3)
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逆関数を計算し，zを F (z)の関数とすると，

z =
1

K
log [{exp (K)− exp (−K)}F (z) + exp (−K)]

=
1

K
log [exp (−2K) + {1− exp (−2K)}F (z)] + 1 (2.4)

を得る．ここで F (z)を 0 ∼ 1の乱数とすれば，zは確率分布 P (z)を満たす重

み付き乱数となる．これは逆関数法と呼ばれる手法である．これらを用い S̃座

標系で状態更新を以下のようにする．

r1, r2 = 0 ∼ 1の乱数　

ϕ = 2πr1

S̃z =
1

K
log [exp (−2K) + {1− exp (−2K)} r2] + 1

S̃x =

√
1− (S̃z)2 cosϕ

S̃y =

√
1− (S̃z)2 sinϕ (2.5)

最後に以下の回転座標変換を施してスピンベクトルSを計算する．

Sx = S̃x cosα cosω − S̃y sinω + S̃z sinα cosω

Sy = S̃x cosα sinω + S̃y cosω + S̃z sinα sinω

Sz = −S̃x sinα + S̃z cosα (2.6)

この方法を用いると，低温でも多かれ少なかれ必ず状態を更新することが可

能である．そのため低温ではメトロポリス法に比べ精度が高くなる．ただし，

高温側では座標変換等の計算が必要になるため，必ずしもメトロポリス法より

優れているわけではない．またボルツマン因子が積分でき，且つその逆関数が

計算できるモデルであればどのようなモデルでも適用可能である．
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2.1.5 レプリカ交換法

必ず状態を更新する熱浴法を用いても低温で状態が少しだけしか更新され

ず，準安定状態にトラップされた場合，なかなか抜け出せないという問題が

残る（長い緩和時間）．その打開策としてレプリカ交換法と呼ばれる手法があ

る [78]．温度交換のみ行うのが主流であり，その場合温度交換法とも呼ばれる．

本論文でも温度交換法を扱う．簡単にまとめると次のようになる．

1. Nrp個の温度が異なるレプリカを用意する．

2. それぞれ個々にMCステップを行う．

3. Nex回毎に温度交換を行なう．（最後まで）

4. m回MCステップ後，通常通り 1MCステップ毎に物理量のサンプリン

グを行う．

5. MCステップをM回行い終了する．

上記３の温度交換以外は通常のMCSと同じである．次に温度交換法につい

て述べる．レプリカ２つの番号を i,jとすると

r = 0 ∼ 1の乱数

r < exp (△E△β)　 (2.7)

△E ≡ Ei − Ej

△β ≡ 1

Ti
− 1

Tj

(2.7)を満たす場合に温度を交換する．ここではメトロポリス法を用いている．

この手法はレプリカ iと jどちらも熱平衡状態を保ちながら温度を交換するた

めに，Nrp個全てのレプリカが熱平衡状態に達していると考えられ，すべての

レプリカ (温度)で物理量を計算することが可能である．また通常，温度が隣

り同士のレプリカ間のみ温度交換法 (式 (2.7))が実行され，本研究でも同様で

ある．
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2.1.6 本研究のMCS法について

MCSにより J1−J2正方格子の J2/J1 = 0.5における磁場中の解析を実施し

た．前述の熱浴法と温度交換法の２つを用いている．系のサイズをL×L = N

とすると，L =24,40,52,64の周期的境界条件の下での計算を行った．その他の

条件は

m =緩和に用いるMCステップ数 = 2× 105 ∼ 4× 106　

M =全MCステップ数 = 1× 106 ∼ 1× 107

Nrp =レプリカの個数 = 64 ∼ 80

Nex =温度交換を実施するMCステップ数の間隔 = 32

T/J1 = 0.01 ∼ 0.15

とした．今回温度交換法が苦手とする一次転移が見られたために，その周辺は

L=52においてM= 1× 107と時間をかけて計算を行った．
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2.2 対角化法

エルミート行列の最小（または最大）固有値または少数の固有値，固有ベクト

ルを求める対角化法としてランチョス法 [79]，ダビッドソン法 [80]，LOBPCG

法 (Locally Optimal Block Preconditioned Conjugate Gradient method) [81]

などが知られているが，本研究に用いた手法はダビッドソン法，LOBPCG法，

またはこの 2つの中間的な新しい手法である．そこでまず，部分空間反復法の

１つであるダビッドソン法と LOBPCG法のアルゴリズムを紹介し，この 2種

の長所と短所を示し，次に今回新たに開発した新しい手法について説明する．

2.2.1 ダビッドソン法

以下にアルゴリズムを記す．

v1 =全ての要素が 0以外の任意のベクトル (2.8)

do i = 1 · · ·

do j = 1, i− 1

vi = vi − (vi · vj)vj (2.9)

enddo

vi ⇒規格化

wi = Hvi (2.10)

do j = 1, i

Mji = vj ·wi (2.11)

enddo

Ms = λmins (2.12)

r =Ws− λminV s (2.13)

if(||r|| < ϵ) then

x = Ws ⇒規格化 (2.14)

Emin = λmin

exit

endif

vi+1 = T−1r (2.15)

enddo
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ここで関数については次のようになる．

H :ハミルトニアン行列

vi : Hと同じ次元の列ベクトル

M : i行 i列のエルミート行列

V ≡ (v1,v2, · · · ,vi)

W ≡ (w1,w2, · · · ,wi)

s : i次元の列ベクトル　

r :残差ベクトル (viと同じ次元)　

x :本手法で得られたHの基底状態

Emin :本手法で得られたHの基底エネルギー

T :前処理行列 (Hと同じ次元)

以下ではダビッドソン法のアルゴリズムの補足や説明をする．

式 (2.9)はグラム・シュミットの直交化である．特に直交化さえできれば，グ

ラム・シュミット以外でもなんでもよい．式 (2.11)ではMはエルミート行列

であるために，効率化のため行列の上三角のみ計算している．式 (2.12)は通常

の固有値方程式であり，ハウスホルダー法などで行列を対角化すればよい．通

常必要なのはM の基底エネルギーとその基底ベクトルのみであるが，Hの励

起状態やエネルギーも計算する場合は励起状態も必要となる．また

M = V ∗W = V ∗HV

より，M は部分空間 V 内での Hの射影であり，iを大きくしていけばいつか

は必ずM の基底状態がHのものと同等になることがわかる．このことからも

ダビットソン法は部分空間反復法であることがわかる．式 (2.13)の rは以下の

式 (2.16)から残差ベクトルであることがわかる．

q ≡ V s , p ≡ Ws

p = Hq , λmin = q∗Hq

r = Hq − λminq (2.16)

また式 (2.14)の基底ベクトル vは V sではなく，Wsとすることで，べき乗法

1回分わずかに精度が上がる．式 (2.15)の行列 T による前処理は一般に連立一

次方程式において反復法を用いる場合に有効であるとされる．ダビッドソン法

でも有効であり，通常前処理行列は

T = D − λminI , D : Hの対角成分のみの行列 (2.17)
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となり，これは以下の連立 1次方程式 (2.18)の条件数を下げることに対応して

いる．一般的に反復法による計算は条件数が１に近づくと収束が速くなる．

Hx = Eminx

(H − EminI)x = 0 (2.18)

T = (H − EminI)とするのが最良であるが，逆行列の計算コストとEminが未

定であるために近似的に式 (2.17)を用いるのがダビッドソン法である．当然，

式 (2.17)よりも良い前処理行列を選べば計算コストを抑えることができる．

ダビッドソン法の長所と欠点

ダビッドソン法は式 (2.15)の前処理により通常はランチョス法に比べ高速と

考えられている．しかしながらメモリコストがランチョス法に比べ約 2倍高く

なる．これは V とW の２つの行列をメモリに格納するためである．ただし V

のみでも可能だがその場合HV sを計算することになり計算コストが増えてし

まう．またリスタート法が手頃なメモリ節約法であるが，この手法はリスター

ト時に部分空間を 1つのベクトルに集約することになるため，収束が遅くなる

ことで知られている．特に大規模のDMRG計算を行う際に高速性と省メモリ

の両立が重要になる．そこでメモリ消費を抑えつつ高速に計算する手法として

LOBPCG法が知られている．
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2.2.2 LOBPCG法

v
(1)
1 =全ての要素が 0以外の任意のベクトル (2.19)

v
(1)
2 = 0 , v

(1)
3 = 0 (2.20)

do i = 1 · · ·

v
(i)
1 ,v

(i)
2 ,v

(i)
3 を正規直交化⇒ V (2.21)

W = HV (2.22)

M = V ∗W (2.23)

Ms = λmins (2.24)

r =Ws− λminV s (2.25)

if(||r|| < ϵ) then

x =Ws ⇒規格化 (2.26)

Emin = λmin

exit

endif

v
(i+1)
1 = V s (2.27)

v
(i+1)
2 = T−1r (2.28)

v
(i+1)
3 = s2v

(i)
2 + s3v

(i)
3 (2.29)

enddo

v
(i)
1 ,v

(i)
2 ,v

(i)
3 : Hと同じ次元の列ベクトル

M : 3行 3列のエルミート行列

V ≡


(v

(i)
1 ,v

(i)
2 ,v

(i)
3 ), （i > 2）

(v
(i)
1 ,v

(i)
2 ), （i = 2）

(v
(i)
1 ), （i = 1）

s : 3次元の列ベクトル　

この手法は式 (2.22)の計算が最も重く，ダビッドソン法に比べ 3倍コストが

かかる．これは式 (2.21)の正規直交化があるために，W を毎回計算する必要

が生じるためである．そこで規格化を工夫することで計算時間を約 1/3倍にす

る方法があり，そのアルゴリズムは以下のようになる．
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v
(1)
1 =全ての要素が 0以外の任意のベクトル⇒規格化 (2.30)

v
(1)
2 = 0 , v

(1)
3 = 0 (2.31)

w
(1)
1 = Hv

(1)
1 , w

(1)
2 = 0 , w

(1)
3 = 0 (2.32)

do i = 1 · · ·

M = V ∗W (2.33)

B = V ∗V (2.34)

Ms = λminBs (2.35)

r = Ws− λminV s (2.36)

if(||r|| < ϵ) then

x =Ws (2.37)

x ⇒規格化

Emin = λmin

exit

endif

v
(i+1)
1 = V s ⇒規格化（規格化定数α）　 (2.38)

v
(i+1)
2 = T−1r ⇒規格化 (2.39)

v
(i+1)
3 = s2v

(i)
2 + s3v

(i)
3 ⇒規格化（規格化定数β） (2.40)

V = (v
(i+1)
1 ,v

(i+1)
2 ,v

(i+1)
3 ), (i > 2) (2.41)

w
(i+1)
1 = αWs (2.42)

w
(i+1)
2 = Hv

(i+1)
2 (2.43)

w
(i+1)
3 = β(s2w

(i)
2 + s3w

(i)
3 ) (2.44)

W = (w
(i+1)
1 ,w

(i+1)
2 ,w

(i+1)
3 ), (i > 2) (2.45)

enddo

特に注目すべき点として式 (2.35)は一般化固有値問題である．これは V が線

形独立であれば必ずBは正定値エルミート行列になり，コレスキー分解が可

能でB = L∗Lとすると V L−1で正規直交化ができることを利用している．こ

こで演算量が最も重いのは式 (2.44)であり，これはダビッドソン法同様 1回の

行列ベクトル積となる．
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ダビットソン法とLOBPCG法の比較

ここでダビッドソン法と LOBPCG法を比較すると極めてよく似た手法であ

ることがわかる．特に，式 (2.15),(2.28),(2.39)が等価であるため，新しく拡張

する部分空間の方法は同じとなる．両者の差はダビッドソン法は部分空間が反

復回数に応じて増大していくのに対し，LOBPCG法は最大で３つのベクトル

のみで部分空間を構成さている点だけである．そのため，計算時間（収束反復

回数）はダビッドソン法が優れ，省メモリはLOBPCG法が優れることになる．

ただし，DMRG法などにおいては LOBPCG法はむしろメモリを節約しすぎ

るために計算機の資源（メモリ）を有効活用できていない．そこで，ダビッド

ソン法と LOBPCG法の中間的な手法（部分空間を４つ以上の有限個のベクト

ルで構成する手法）が効率的であることが予想できる．
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2.2.3 新しい対角化の手法

ここで部分空間を構成するベクトルの数をkとする．（k=3であればLOBPCG

法と等価になる）k回までの反復はダビッドソン法により計算を行い，それ以

降は次のようなアルゴリズムになる．

v
(k)
1 · · ·v(k)

k ダビッドソン法により計算 (2.46)

w
(k)
1 · · ·w(k)

k ダビッドソン法により計算 (2.47)

do i = k · · ·

M = V ∗W (2.48)

B = V ∗V (2.49)

Ms = λminBs　 (2.50)

r = Ws− λminV s (2.51)

if(||r|| < ϵ) then

x =Ws (2.52)

x ⇒規格化

Emin = λmin

exit

endif

v
(i+1)
1 = V s ⇒規格化（規格化定数α）　 (2.53)

v
(i+1)
2 = T−1r ⇒規格化 (2.54)

v
(i+1)
l = v

(i)
l−1, (2 < l < k) (2.55)

v
(i+1)
k = sk−1v

(i)
k−1 + skv

(i)
k ⇒規格化（規格化定数β） (2.56)

V = (v
(i+1)
1 , · · · ,v(i+1)

k ) (2.57)

w
(i+1)
1 = αWs (2.58)

w
(i+1)
2 = Hv

(i+1)
2 (2.59)

w
(i+1)
l = w

(i)
l−1, (2 < l < k) (2.60)

w
(i+1)
k = β(sk−1w

(i)
k−1 + skw

(i)
k ) (2.61)

W = (w
(i+1)
1 , · · · ,w(i+1)

k ) (2.62)

enddo
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2.2.4 ダビットソン法とLOBPCG法と新手法の数値計算比較

ここでは３手法の計算速度について比較する．本研究で用いた二次元量子

スピン系のDMRG法は近似ハミルトニアンの対角化が最も重く，その中でも

ハミルトニアンとベクトルの積が最も重く，計算速度に直結する．そのため対

角化の反復回数が計算時間にほぼ比例する．図 2.2で表される 4 × 6 = 24site

の S = 1/2ハイゼンベルグモデルに対し，Sz
tot = 0と Sz

tot = 1の２つの部分

空間に対してテスト計算を行った．ダビッドソン法，新手法 (k=10)，新手法

(k=5)，LOBPCG法 (k=3)，リスタートダビッドソン法 (k=10)の５種類を比

較した．図 2.3が Sz
tot = 0の結果，図 2.4が Sz

tot = 1の結果である．どちらも

ダビッドソン法が最速であることがわかる．またリスタートダビッドソン法は

Sz
tot = 1のとき特に収束が遅くなることがわかる．一方同じ消費メモリである

新手法 (k=10)はリスタートダビッドソン法や LOBPCG法よりも高速である

ことがわかる．さらに Sz
tot = 0では通常のダビッドソン法と遜色ない．以上か

らこの新手法は高速性と省メモリ性をうまくバランスを取りながら最適化され

た手法であることがわかる．

J
1 
= 1

J
2 
= 0.5

図 2.2: 数値計算テストに用いたモデル．
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図 2.3: ダビッドソン法，LOBPCG法，新手法，リスタートダビッドソン法の

比較その１ (Sz
tot = 0)．残差ノルム (上)とエネルギー (下)の収束性．
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図 2.4: ダビッドソン法，LOBPCG法，新手法，リスタートダビッドソン法の

比較その２ (Sz
tot = 1)．残差ノルム (上)とエネルギー (下)の収束性．
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2.3 DMRG法

本節では 1992年にWhiteによって開発された基底状態の近似的な計算法で

ある Density Matrix Renormalization Group(DMRG)法 [82,83]の基本原理や

計算手順，二次元系への拡張や最近開発されたSine-square deformation（SSD）

法 [85] について述べる．

2.3.1 DMRG法の基本原理

図 2.5のような system blockと environment blockで構成される superblock

の対角化から始める．ここでは簡単のため，系のハミルトニアンは実数であ

るとする．system block の次元を I，environment block の次元を J とする．

superblock の基底状態は

|ψ⟩ =
∑
i,j

ψij|i⟩|j⟩ (2.63)

となる．ここで |ψ⟩は規格化 (⟨ψ|ψ⟩ = 1)されている．

system block environment block

|i | j

superblock

図 2.5: system block と environment block で構成される superblock．

次に |ψ⟩の情報（次元数）を圧縮することを考える．m < I, J となるm次元

の基底で system block と environment block を近似的に記述する．（本来であ

れば system block のみを圧縮するのであるが，結果的に environment blockに

ついても同時に圧縮することになる．）

|uα⟩ =
∑
i

uαi |i⟩ (2.64)

|vα⟩ =
∑
j

vαj |j⟩ (2.65)

ここで |uα⟩ と |vα⟩ は規格直交条件 (⟨uα|uα′⟩ = δα,α′)を満たすようにとる． α
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は 1 ∼ mの値をとる．|ψ⟩を |uα⟩と |vα⟩を用いて圧縮すると，

|ψ⟩ ≈ |ψ̃⟩ =
∑
α

aα|uα⟩|vα⟩ (2.66)

=
∑
i,j

∑
α

aαu
α
i v

α
j |i⟩|j⟩ (2.67)

となる．では，式 (2.64)のように system blockの情報量を圧縮する際に，ど

のように圧縮すれば真の基底状態に最も近くなるだろうか？これは以下のSを
最小にすることと等価である．

S =
∣∣∣|ψ⟩ − |ψ̃⟩

∣∣∣2 (2.68)

Sを aα, u
α
i , v

α
j を使って書き換えると次のように表すことができる．

S =
∑
i,j

(
ψi,j −

m∑
α

aαu
α
i v

α
j

)2

(2.69)

となる．次にψij を考える．I×Jの行列とみなし，行列ψを特異値分解すれば，

ψi,j =

p∑
k

UikdkVjk (2.70)

ここで，p = min[I, J ]となる．dkは行列 ψの特異値であり，降順に並んでい

るとする（ d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dp ≥ 0）．また Uik, Vjkは

I∑
i

UikUik′ =
J∑
j

VjkVjk′ = δk,k′ (2.71)

という直交条件を満たす．式 (2.70)を用いると式 (2.69)は以下のように書き換

えることができる．

S =
∑
i,j

(
p∑
k

UikdkVjk −
m∑
α

aαu
α
i v

α
j

)2

(2.72)

=
∑
i,j

[
m∑
α

(
UiαdαVjα − uαi aαv

α
j

)
+

p∑
k=m+1

UikdkVjk

]2
(2.73)

ここで Sは aα = dα, u
α
i = Uiα, v

α
j = Vjαを満たすとき最小になる．

以上のようにDMRG法は superblockの基底状態を計算すれば自動的にSが
最小になる状態を選ぶことができるために，人為的なバイアス無しに近似的な

基底状態を求めることが可能である．
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2.3.2 密度行列と特異値分解の関係性

密度行列 ρは ψij使って以下のように定義される．

ρii′ =
∑
j

ψijψi′j (2.74)

ここで，式 (2.74)を式 (2.70)を使って書き換えると，

ρii′ =
∑
j

p∑
k

UikdkVjk

p∑
k′

Ui′k′dk′Vjk′

=

p∑
k,k′

Uikdkdk′Ui′k′

∑
j

VjkVjk′

=

p∑
k

Uikd
2
kUi′k　 (2.75)

となる．最後の等式は式 (2.71)を用いた．次に式 (2.75)を行列で表現すると，

ρ = UD2UT (2.76)

となる．ここでDは対角成分が dkである対角行列である．またU は式 (2.71)

より直交行列であるので，式 (2.76)の両辺に右から U を，左から UT をかけ

ると，

UTρU 　 = D2 (2.77)

を得る．以上により，密度行列 ρを対角化し，その固有値が大きい方から数え

てm個の固有ベクトルを使用し，式 (2.64)を用いれば真の基底状態に最も近

いm個の基底に圧縮された system blockが得られる．本研究では密度行列 ρ

の対角化にハウスホルダー法を用いている．また式 (2.71),(2.74),(2.75)より，

I∑
i

ρii =
∑
i,j

ψijψij =

p∑
k

d2k = 1 (2.78)

となる．m個で圧縮した際の誤差の目安量として，

TEm ≡
p∑
k

d2k −
m∑
k

d2k (2.79)

と定義される TEm を用いると，DMRG計算のおおよその精度を確認するこ

とができる． TEmは一般的に truncation error と呼ばれている．
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2.3.3 DMRG法の計算手順

ここでは簡単にDMRGの計算手順を紹介する．また簡単のため S = 1/2の

スピン系を具体例として紹介する．

無限系法

図 2.6のような l1 ∼ l4で構成された superblockを前節で紹介したダビッドソ

ン法等をもちいて対角化する．本研究では最初 (1st step)の superblockは基本

的に 26siteの spinで構成されており（l1と l4が 12siteで構成），最初に 26site

の厳密対角化計算を行う．ここで l2と l3は ↑, ↓の２つの状態を持つ S = 1/2

のスピンである．次に system blockを前述の手順で式 (2.64)を用い基底の数

をm個と圧縮しながら，系のサイズ（スピン数）を拡張していく．圧縮を行う

のは system block の部分ハミルトニアンと必要なサイトのスピンの情報Sz
i や

S+
i である．通常の一次元系であれば，system blockと environment blockは l2

と l3の境界で鏡映対称の関係にあり，このとき，environment block は system

blockと同じ基底で構成することができる．最後に，目的のサイズ（スピン数）

まで拡張したら有限系法に移る．

l
1

l
2

l
3

l
4

system block environment block

l
1

l
2 l

3
l
4

2nd step

3rd step

1st step

last step

図 2.6: system block と environment block で構成される superblock．
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有限系法

無限系法とほとんど同じ手順である．図2.7のように全系のサイズを一定に保

ちながら，system blockのサイズ（スピン数）を拡張，environment blockのサ

イズ（スピン数）を減少させていく点だけがことなる．このとき，environment

blockを構成する基底は無限系法で得られたものを使用する．図2.7の 1st sweep

end のように system block が端一個手前まで来たら，1 sweep目が終了とな

る．次に，n sweep (n>1) は environment block の基底を n-1 sweep で得られ

た system block のものを使用すること以外は全て同じである．ただし，鏡映

対称性を利用する場合は，中心部以降（図 2.7の下から２番目～）の stepでは

n sweepのものを使用することができる．そうすることで，DMRGの収束が約

２倍程度早くなる．本研究では，基本的に鏡映対称性 (二次元系の場合はクラ

スターの中心の二回対称性)を利用するが，第３章で説明する J1−J2正方格子
で得られた uuud構造のような自発的に対称性の破れた状態が出現する場合は，

鏡映対称性を使用せず，1 sweep 前の基底を使用するように自動的に切り替え

て計算を行う．また最初から鏡映対称性を用いずに計算することもできる．

l
1

l
2

l
3

l
4

1st sweep end

l
1

l
2

l
3

l
4

2nd sweep 1st step

2nd  sweep end

図 2.7: system block と environment block で構成される superblock．
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DMRG計算の終了判定

一般的にエネルギーの収束度合で判定を行う．本研究のDMRG計算の終了

条件はエネルギーの他に磁化と中心部周辺の局所磁化が n - 1 sweepと n sweep

でほとんど変化しなければ計算を終了とした．n sweep目で得られたエネルギー

をE(n)とすると (E(n−1)−E(n))/E(n)がTEmのオーダー程度，磁化と局所

磁化は 10−3のオーダーまで一致が得られれば計算終了とした．通常は 5sweep

前後で収束するが，相転移点近傍では数十 sweepも必要になることもある．

2.3.4 二次元DMRG法とSSD法

二次元のDMRG法は二次元格子を長距離相互作用を持つ一次元系とみなす

ことによって計算する．ただし，短距離から長距離の相互作用が複雑に存在す

るために計算精度が著しく低下する．通常のS = 1/2一次元ハイゼンベルグ鎖

の場合は状態数mが 20程度で十分な精度が出るが，二次元系の場合は高磁場

領域を除き，最低でも数千は必要とされ [84]，桁違いに計算量が増大する．図

2.8が今回計算に用いた４種の二次元クラスターである．サイズはp-10(88site)，

p-12(120site)，p-14(156site)，p-16(196site)である．次に SSDについて説明す

る．SSD法は一次元系において開放的境界条件下の端のスピンの影響を抑える

目的で開発された手法である [85, 86]．さらにごく最近，三角格子や籠目格子

等の二次元系にも適用されて，成果が得られている [31,87,88]．本研究で用い

た二次元 SSD法では系のハミルトニアンが式 (2.80)であるときに，式 (2.81)

のようにハミルトニアンを変形する．ここで f (r)は式 (2.82)で表され，Rと

rは図 2.8中に記載してあるように，円の半径と中心からのベクトルをそれぞ

れ表す．f (r)は中心が最大の１になり，円の外側に向かうにつれてスムーズ

に０に向かう関数である．HSSDは端の相互作用が小さいために，中心部周辺

のスピンが境界のスピンの影響を受けにくくなる．そのため中心部周辺がバル

クの性質を持つようになり，中心部のスピンの状態を調べることにより，磁化

やエネルギー等の計算をすることができる．

H =
∑
<i,j>

Ji,j Si · Sj + h
∑
i

Sz
i (2.80)

HSSD =
∑
<i,j>

Ji,j f

(
ri + rj

2

)
Si · Sj + h

∑
i

f(ri)S
z
i (2.81)

f (r) =
1

2

[
1 + cos

(πr
R

)]
(2.82)

図 2.9が今回用いた二次元クラスターの一次元マッピングである．(a),(b)の２

種類用いた．基本的に，初めにテスト計算として少ない状態数mで (a),(b)の
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両方で計算を行い，エネルギーが下がる方を選び，データ採取計算としてmを

大きくして計算した．状態数mは J1−J2正方格子においては 500 ∼ 10000の

範囲で，チェッカーボード格子においては 1000 ∼ 6500の範囲で計算を行った．

p-10 p-12

p-14 p-16

r

R

図 2.8: 本研究で用いた二次元クラスター

Start

End
Start

End

(a) (b)

図 2.9: 二次元クラスターの一次元マッピング．２種類用いた．
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2.3.5 本研究で開発したDMRGのプログラムについて

今回の研究対象のモデルは J1−J2正方格子とチェッカーボード格子である
が，今回新たに開発したDMRGのプログラムは汎用性を重視し，その他のモ

デルにも対応できるようになっている．図 2.10のように，入力可能な交換相

互作用は６種となっている．例えば J
(1)
1 = J

(2)
1 , J

(1)
2 = J

(2)
2 = J

(3)
2 = J

(4)
2 で

J1−J2正方格子，J (1)
1 = J

(2)
1 = J

(1)
2 = J

(3)
2 , J

(2)
2 = J

(4)
2 = 0でチェッカーボード

格子，さらに，J (1)
1 = J

(2)
1 = J

(1)
2 = J

(2)
2 , J

(3)
2 = J

(4)
2 = 0で三角格子に対応可

能である．また二次元DMRG+SSD法の他にも，通常のDMRG法で用いられ

るLx方向は開放的境界条件 (OBC)，Ly方向は周期的境界条件 (PBC)(シリン

ダー状)と，Lx方向は SSD，LyはPBCという条件 (一次元 SSD)も作成した．

そのため，二次元系だけではなく，スピンチューブ系にも対応可能である．ま

たハミルトニアンの対角化は前節で説明したダビッドソン法と新手法を用いて

いる．使用するPCのメモリやDMRGの状態数m，対角化の収束度合に合わ

せ，２つの手法を状況により使い分けている．またダビッドソン法や新手法の

対角化，密度行列の対角化等において Intel MKL Libraryを使用した．

J
1

(1)

J
1

(2)

J
2

(1)
J
2

(2)

J
2

(3)
J
2

(4)

図 2.10: 今回開発したDMRGの入力可能な交換相互作用パラメータ．全部で

６種類ある．
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第3章 J1−J2正方格子の解析

3.1 DMRG+SSD法による数値解析

本節ではDMRG+SSD法による数値解析についてまとめ，S = 1/2の J1−J2
正方格子の磁性と量子相転移について述べる．

3.1.1 シリンダー法による磁化計算

まず初めに，SSD法を用いないでDMRG計算を行い，本モデルにおける境界

条件の影響について調べた．形状はLx方向はOBC，Ly方向はPBC(シリンダー

状)の計算を行った．図 (3.1)が Lx = 16，Ly = 6と 8の２種類 (N = 96, 128)

の計算結果である．ところどころプラトーのようなものがあり，さらに Lyの

値により位置が異なる．これはPBCの影響である．また通常考えられない位

置 (9/16)にプラトーが存在し，これはOBCの影響である．このように本モデ

ルではOBCでも PBCでも解析するのは困難なため，新しい手法である SSD

法の採用が重要となる．

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

M
/M

sa
t

0.5 1.0 2.01.5 2.5 3.0 3.5 4.00
h/J1

4.5
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図 3.1: J2/J1=0.55のシリンダー法による磁化過程．

53



3.1.2 SSD法による磁化計算

計算に用いたクラスターは全部で４つあり，p-10(88site)∼p-16(196site)の範

囲にある（図 2.8参照）．高磁場側はクラスターサイズが小さいと SSDの誤差

が出やすくなることで知られているが，スピンが磁場方向により多く向くた

めエンタングルメントエントロピーが低下し，DMRGの計算精度が上がるた

め，ラージサイズの p-14(156site)と p-16(196site)を用いて解析を行った．ま

た低磁場側はDMRGの精度が下がるため，p-10(88site)と p-12(120site)を用

いて解析を行った．状態数mは約 500∼10000の範囲にあり，高磁場領域を除

くと 1500以上である．特に低磁場の零磁化プラトー領域は 5000∼10000とな

る．DMRG計算の正確さを見積もる指標となる TEm(truncation error)は低磁

場領域では 2× 10−5程度となり，それ以外の領域では 5× 10−6以下になった．

そのため低磁場領域 (特に J2/J1 ≈ 0.575周辺)以外は磁化計算を行う上では十

分な精度が出ていると思われる．今回の磁場誘起の相転移点は磁化曲線の異常

（折れ曲がり，カスプとジャンプ）から見積もった．(図 3.2∼3.5の矢印がそれ

に対応)．図 3.2∼3.6に J2/J1 = 0.45 ∼ 0.7までの結果を載せた．零磁場近辺

を除き p-10と p-12の差はほとんど見られない．また p-14と p-16の磁化はお

およそ一致している．このことから，本手法の有限サイズ効果は十分に取り除

けていると考えられる．J2/J1 = 0.45, 0.675, 0.7は本手法による計算からは相

転移は確認されなかった．このことから J2/J1 ≤ 0.45と J2/J1 ≥ 0.675の範囲

には相転移が無いと考えられる．相転移点は磁化曲線から見積もったが，相の

特定については第一と第二隣接のスピン相関<Si ·Sj>, <S
x
i S

x
j +S

y
i S

y
j >と局

所磁化<Sz
i >から見積もった．ただし，本手法では全ての相の特定が難しい．

そのため特定できない領域は可能性のみを提案した．図 3.14が本手法で得ら

れた相図である．

以下では今回確認された異常や相について別けて紹介していく．
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印は相転移点を表す．
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図 3.3: J2/J1=0.525(上図)と 0.55(下図)の磁化過程．矢印は相転移点を表す．
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3.1.3 Neel相とStripe相

１章で紹介した線形スピン波近似によれば [64]，飽和磁化までの零磁場周

辺を除く全ての磁場領域において J2/J1 > 0.5ではNeel相 (Canted Neel相と

あるが本博士論文では全てNeel相として統一)，J2/J1 > 0.675では Stripe相

(Neel相と同様)になるとされている (図 1.22参照)．第一隣接，第二隣接のス

ピンースピン相関<Si ·Sj >, <S
x
i S

x
j +S

y
i S

y
j >と，局所磁化<Sz

i >の計算結

果を図 3.7に載せた．(a)と (c)は第一隣接は全て反強磁性的で第二隣接は全

て強磁性的な相関を持ち，Neel的であり，(b),(d),(e),(f)の第一隣接が強磁性

と反強磁性的な相関で第二隣接が全て反強磁性的な相関を持ち，Stripe的な特

徴を持つことがわかる．また低磁場側 (h < 2)のNeel相と Stripe相の境界は

J2/J1 = 0.575 ∼ 0.6の範囲にあることがわかった．
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図 3.7: (a),(b)は<Si ·Sj>，(c)∼(f)は<Sx
i S

x
j +S

y
i S

y
j >と<Sz

i >を表す．線

の太さと色は相関の大きさと符号を表す．丸の直径が<Sz
i >の大きさを表す．

隣りにスピン構造の模式図を載せた．
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3.1.4 零磁場，非磁性相

図 3.8に J2/J1=0.55,0.6の <Si ·Sj>を載せた．どちらも第一章で紹介した

PVBCの特徴を持つことがわかる (図 1.16参照)．クラスターサイズは p-12で

あり，DMRGの状態数mは約 6500(J2/J1=0.55)と約 10000(J2/J1=0.6)であ

る．また図 3.9は単位サイトあたりの基底エネルギーのJ2/J1依存性の計算結果

である．エネルギーはクラスターの中心の 4×4siteから算出している．p-12と

p-10でエネルギーにわずかに差があるが（m≈1500を除けば差は全て1%未満），

どちらも J2/J1 ≈ 0.61で相転移があることがわかる．ただし，J2/J1 = 0.61は

計算が安定せず，解が毎回異なるために（１次相転移点近傍の特徴），図 3.9

には除いてある．次に PVBCのオーダーパラメータの J2/J1依存性の計算結

果である．このパラメータは

<Opbvc>= <Si ·Sj>weak −<Si ·Sj>strong　 (3.1)

で表され，ここで<Si ·Sj>weakは弱い第一隣接の相関（PVB外の相関）の平

均値であり，<Si ·Sj>strongは強い第一隣接の相関（PVB内の相関）の平均値

である．この平均値は中心の 4×4siteから計算した．この計算結果は，p-10と

p-12に差がみられ，特に p-12の J2/J1 = 0.57 ∼ 0.6はDMRGの状態数によっ

て値が変化し，まだ十分な精度に達していないことがわかる．しかし，クラ

スターサイズや計算精度問わず全て PVBCになる領域が存在する．このこと

から，詳しい境界は決定できなかったが，J2/J1 = 0.5 ∼ 0.61程度の範囲で

PVBCになると考えられる．特にPBVCと Stripeの相転移点は一次転移的で

あり，J2/J1 ≈ 0.61で相転移することはクラスターサイズや精度によらず得ら

れている．また今回の計算からは他の文献で提案されているNeel相と PVBC

相の間の量子スピン液体相は確認できていない．PVBC相の singlet-triplet gap

(∆st)は磁化過程から見積もることができるが，今回得られた結果 (図 3.3,3.4

参照)はJ2/J1 = 0.55 ∼ 0.6では∆st ≈ 0.5と他の文献に比べ大きい [54,56,60]．

J2/J1 = 0.525はギャップの有無の判別もできていない．これらの原因は低磁

場側は特に計算の精度が上がらないため，またクラスターサイズが p-12では

十分に大きくないためだと思われる．現状の計算機の性能ではこれ以上の意味

のある計算を行うのが難しいため，スピンギャップについて，これ以上の議論

はしない．
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図 3.8: <Si ·Sj>を表す．線の太さと色は相関の大きさと符号を表す．
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3.1.5 1/2プラトー相 (up-up-up-down相)とその前後の相

図 3.3∼3.5を見ると，1/2プラトーの存在が確認できる．少し傾いており，こ

れは SSD法特有の有限サイズ効果である [88]．しかし，傾きの変化から相転

移点を決めることができる．ここで uuud相の前後に新たな相が存在している

ことがわかる．ただし，J2/J1 = 0.525, 0.55, 0.65には uuud相直前の相は見ら

れない．図 3.11がプラトー相とその前後の相の<Sx
i S

x
j +S

y
i S

y
j >と<Sz

i >を

表した図である．Sz成分のみに注目すると全て up-up-up-downの構造を持つ

ことがわかる．しかし，<Sx
i S

x
j +S

y
i S

y
j >を比べてもはっきりとした差は得ら

れず，また詳しい構造についても不明である．しかし，uuud相とほとんど差

が無い構造であることは確かであり，また一章で紹介した三角格子の Y相と

V相に対応した相だと思われ，図 3.11の模式図のような Y-like,V-like構造を

持つのではないかと推測している．ここでY-like,V-likeは我々が今回新たに命

名した．この相に関しては量子揺らぎと温度揺らぎの類似性の観点から，古典

スピン系のMCSにて調査を行った．そしてY-like,V-like相といった新しい相

が確認できた．詳しくは次節で述べる．
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号を表す．丸の直径が<Sz
i >の大きさを，色が向き（赤が負，青が正）を表

す．右にスピン構造の模式図を載せた．
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3.1.6 Ψ相

高磁場側の stripe相への相転移近傍において，図 3.12のように１次元的に

オーダーした相が確認された．この相は今回新たに発見された相である．こ

の構造は Sz成分が Stripe構造になっており，前述の Stripe相（Sxyが Stripe)

とは異なる．この構造は次元性を低下させることにより，量子揺らぎによるエ

ネルギーの利得を得ている構造である．これは J2/J1 = 0.5のLx, Ly(Lx, Lyは

どちらも偶数)が周期的境界条件（トーラス状）の飽和磁化直前において厳密

な固有状態になることを証明できる．第一章にて紹介した籠目格子の 7/9プラ

トーやチェッカーボード格子の 3/4プラトーと同様の手順で計算可能である．

そのため J2/J1 ̸= 0.5の高磁場側でもΨ相が安定すると思われる．しかしなが

ら，現状では前述のV-like相と思われる相とΨ相との間の相転移は確認できて

いない．相転移があるのかそれとも同一の相なのかどうかはまだ明らかにでき

ていない．
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y
j >と<Sz

i >を表す．線の太さと色は相関の大きさと符

号を表す．丸の直径が<Sz
i >の大きさを表す．下にスピン構造の模式図を載

せた．
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3.1.7 スピンフロップ転移

通常，スピンフロップ転移は磁化容易軸に平行に磁場をかけた場合に，臨界

磁場に達すると，急にスピンの向きが変わる（フロップする）現象であり，通

常１次転移を示す．この現象は磁化容易軸が無い等方的なハイゼンベルグモデ

ルでもフラストレーションと量子または温度揺らぎの効果から得られる場合が

ある．今回得られたNeelまたは Stripe相から uuud相 (またはY-like?相)への

相転移が図 3.13のような１次転移のスピンフロップ転移となる．この転移前

後で図 3.3∼3.5の h ≈ 2.0周辺のように磁化ジャンプが生じる．

uuud

Neel

spin flop (1st)
Stripe

図 3.13: spin-flop転移の模式図．
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3.1.8 相図と本節のまとめ

DMRG+SSD法による S = 1/2の J1−J2正方格子の磁化過程を調べた．図
3.14が今回の研究で得られた J2 − h相図になる．磁場中の結果はスピン波近

似による先行文献の結果と uuud相周辺を除き，おおよそ同じ結果になってい

る．本研究ではさらにΨ相を発見し，また完全に明らかにはできなかったが

Y-like相やV-like相といった新しい相の存在を示唆することができた．零磁場

においては詳しい転移点は決められなかったが，J2/J1 ≈ 0.5で Neel相から

PVBC相へ転移し，J2/J1 ≈ 0.61で PVBCから Stripe相へ一次転移すること

が分かった．これはDMRGによる先行研究の結果とほぼ同じである．ただし，

スピンギャップについては精度による問題や有限サイズ効果の問題のためか，

J2/J1 = 0.55 ∼ 0.6で∆st ≈ 0.5と大きな値になっている．今回の研究では量

子スピン液体相は確認できていないが，PBVCの量子スピン固体相を確認する

ことができた．

Full moment
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h
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1

V like ?

図 3.14: 本手法で得られた h−J2相図．破線は相境界の目安線である．Y-like，

V-like相の実態は明らかになっていない．またV-like相とΨ相の間の相転移も

確認できていない．
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3.2 MCSによる古典スピン系の解析

前節で量子スピン系では uuud相の前後に何らかの相が存在することを示唆

したが，特定には至らなかった．第一章において三角格子では有限温度の古典

スピン系，絶対零度の量子スピン系ともにY相，uud相，V相の３つが存在す

ることを紹介した．J1−J2正方格子も同様に古典スピン系の解析を行うことに
より量子スピン系の理解の手助けになると思われる．そこで量子揺らぎと熱揺

らぎの類似性の観点から，古典スピン系の解析を試みた．古典スピン系におい

てフラストレーションが最強になる J2/J1 = 0.5に固定し，MCS法により温度

と磁場による相転移を調べた．得られた相図が図 3.17になる．ここで系のサ

イズはL = 52(N = L× L = 2704) である．簡単のため以下では kB=1の単位

系を用いる．

3.2.1 オーダーパラメータによる解析

相の決定方法は以下の４種のオーダーパラメータを数値的に計算することに

より決めた．

mxyNeel = CxyNeel

⟨∣∣∣∑Sxy
A −

∑
Sxy
B

∣∣∣⟩ (3.2)

mxyStripe = CxyStripe

⟨∣∣∣∑ Sxy
a +

∑
Sxy
b −

∑
Sxy
c −

∑
Sxy
d

∣∣∣⟩ (3.3)

mxyuuud = Cxyuuud

⟨∣∣∣∑ Sxy
a −

∑
Sxy
b

∣∣∣ or ∣∣∣∑ Sxy
c −

∑
Sxy
d

∣∣∣⟩ (3.4)

muuud = Cuuud

⟨∣∣∣∑ Sz
a −

∑
Sz
b

∣∣∣ or ∣∣∣∑ Sz
c −
∑

Sz
d

∣∣∣⟩ (3.5)

ここで Sxy
A ,S

xy
B は部分格子A，Bに属する (図 3.15の赤と青)スピンの xy成分

のベクトルを表し，Sxy
a 等はスピンの xy成分の第一隣接間の相関Sxy

i ·Sxy
j を表

し，下付き文字の a,b,c,dは図 3.15の位置に対応する．また定数Cはオーダー

パラメータが最大で１になるように選ぶ．orは値が大きい方を選択する．各

スピン構造とオーダーパラメータの値の関係を図 3.16に載せた．xyuuud構造

はmxyNeelも有限の値になること注意が必要である．この４種のオーダーパラ

メータの温度磁場依存性を計算することによって相図を作成した．また相境界

はオーダーパラメータの分散のピーク位置から決めた．オーダーパラメータの

温度依存性を図 3.19に，磁場依存性を図 3.20に載せた．計算条件は図 3.18の

(1)∼(4)の破線の位置に対応している．また系のサイズL依存性も調べた．図

3.21に L=40と 52の比較を載せた．その他にも L = 24, 64でも計算したが相

の境界が少し変わる程度で大きな差は無い．ここで今回新たに発見したY-like

とV-like相について説明する．簡易的な磁気構造は相図 3.17の中に記してあ

る．各相は以下の特徴を示す．

Y-like相：mxyNeelとmuuudが反応⇒ xy成分はNeel的，ｚ成分は uuud構造
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V-like相： mxyNeelとmxyuuudとmuuudが反応⇒ xyも z成分も uuud構造

これらの相は三角格子の Y,V相に対応し，構造も類似することからこの２つ

の新相をY-like,V-like相と名付けた．また Stripe相とY-like相間，V-like相と

Stripe相間の相転移は一次転移的な振る舞いが見えている (図 3.20参照)．これ

は前節でも説明したフラストレーション系特有のスピンフロップ現象である．
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d d d
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図 3.15: 式 (3.2)∼(3.5)のA,B,a,b,c,dの説明図．
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図 3.16: 各オーダーパラメータとスピン構造の関係
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図 3.17: MCSによって得られた h− T 相図．点線は境界の目安線
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図 3.18: 点 1⃝ ∼ 5⃝が図 3.22∼ 3.26の位置に対応．破線 (1)∼(4)が図3.19∼3.21

に対応．
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図 3.19: 各オーダーパラメータの温度依存性．上図が図 3.18の破線 (1)，下図

が破線 (2)に対応．
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図 3.20: 各オーダーパラメータの磁場依存性．上図が図 3.18の破線 (3)，下図

が破線 (4)に対応．
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図 3.21: 各オーダーパラメータの磁場依存性のL比較．L = 52と 40で差はほ

とんど見られない．
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3.2.2 スナップショットによる解析

次にMCSのスナップショットを調べた．図 3.22∼3.26に上図に Sx − Sz 空

間の，下図に Sx − Sy空間のスピンの分布を載せた．

•図 3.22(Neel相)と 3.23(Stripe相)から，xy成分はNeel,Stripe的な構造を持

ち，z成分は正になる割合が多いだけで特にオーダーのようなものは見られな

いことがわかる．

•図 3.24(Y-like相)では xy成分はNeel的であり，z成分は uuud構造になる．

•図 3.25(uuud相)から xy成分はバラバラでオーダーのようなものはないが，

z成分は uuud構造になることがわかる．しかし，down(青矢印）の位置はオー

ダーしているわけではなく，ずれている箇所が存在する．そのため，4部分格

子構造を持たない．uuud相のその他のスナップショットを確認しても基本的

に 4部分格子構造のオーダーはない．

•図 3.26(V-like相)では xy成分は，Sxが負（青矢印）の周りのスピンがおお

よそ正（赤）の構造を持っており，また z成分はおおよそ uuud構造になって

いる．また uuud相と同様に，4部分格子構造を持たない．

また本博士論文には載せていないが，Y-like相においても他のスナップショッ

トを見てみると，部分格子構造のオーダーはない場合がある．これはL=24,64

においても同様であった．
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 = 0.04 S 

x
   S 

z

S 
x
   S 

y

S 
x

S 
z

S 
x

S 
y

図 3.22: 52×52siteのうちの 14×14siteのMCSのスナップショット (図 3.18の

1⃝の位置．Neel相)．上図は Szが正が赤，負が青矢印．下図は Sxが正が赤，

負が青矢印．
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図 3.23: 52×52siteのうちの 14×14siteのMCSのスナップショット (図 3.18の

2⃝の位置．Stripe相)．上図は Szが正が赤，負が青矢印．下図は Sxが正が赤，

負が青矢印．
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図 3.24: 52×52siteのうちの 14×14siteのMCSのスナップショット (図 3.18の

3⃝の位置．Y-like相)．上図は Szが正が赤，負が青矢印．下図は Sxが正が赤，

負が青矢印．
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図 3.25: 52×52siteのうちの 14×14siteのMCSのスナップショット (図 3.18の

4⃝の位置．uuud相)．上図は Szが正が赤，負が青矢印．下図は Sxが正が赤，

負が青矢印．
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図 3.26: 52×52siteのうちの 14×14siteのMCSのスナップショット (図 3.18の

5⃝の位置．V-like相)．上図は Szが正が赤，負が青矢印．下図は Sxが正が赤，

負が青矢印．
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3.2.3 Y-like，uuud，V-like相について

４部分格子のオーダーが無い原因として以下のようにイジングモデルを考え

ることで理解できる．図 3.27にエネルギーの等しい uuud構造の例を載せた．

この縮退はL×Lの周期的境界条件で，8× (L− 2)通りあり，その中で４部分

格子のオーダーを持つ構造はわずか４通りしかない．8× (L− 2)通りの uuud

構造は全て一次元的に up-down-up-down構造と up-up-up-up構造が交互に配

列した構造であることがわかる．ここで up-down-up-down構造のみに注目す

ると，一次元のイジング反強磁性モデルと等価であることがわかる．一次元の

イジングモデルは絶対零度まで長距離秩序が存在しないことが厳密に示されて

いる．このことより，J1−J2正方格子イジングモデルの uuud構造も絶対零度

まで長距離秩序が存在しないことが予想でき，さらにハイゼンベルグモデルで

も同様だと思われる．以上，Y-like,uuud,V-like相が４部分格子オーダーが無

いことについて理論的な補足をした．これらの３つの構造は z成分に４部分格

子オーダーは無いが，z成分に向きたがる特徴を持っている．これは固体でも

ない液体でもない中間の特徴を持つスピンネマチック（スピン液晶）状態とし

て知られている．

図 3.27: イジングモデルの uuud構造の例．8× (L− 2)通り存在する．
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3.2.4 本節のまとめ

J1−J2 正方格子の古典ハイゼンベルグをMCSを用いてフラストレーショ

ンが最強になる J2/J1 = 0.5において磁場中有限温度の相転移について調べ

た．その結果Neel,Stripe,Y-like,uuud,V-like相の５つの相を見つけ，このうち

Y-like,V-like相は今回新たに発見した相である．さらに Y-like,uuud,V-like相

は z成分が４部分格子オーダーをしておらず，スピンネマッチック状態である

ことも新たに発見した．またY-like相と Stripe相間，V-like相と Stripe相間は

一次転移的な相転移であることを示し，これがフラストレーション系特有のス

ピンフロップ現象であることも説明した．

3.3 本章のまとめ

J1−J2正方格子ハイゼンベルグモデルの量子スピン (S=1/2)系と古典スピン

系の解析を行った．量子スピン系はDMRG+SSD法を用いて基底状態について

計算し，古典スピン系はMCSを用いて磁場中有限温度の相転移について調べ

た．その結果量子スピン系では従来知られているNeel,Stripe,PVBC,uuud相だ

けでなく今回新たにΨ相が発見された．またY-like相,V-like相といった新たな

相の存在を示唆した．古典スピン系においてはNeel,Stripe,Y-like,uuud,V-like

相が明瞭に確認できた．このうち，Y-like,V-like相は今回新たに発見された新

相である．このことから量子スピン系においてもY-like,V-like相の存在が強く

示唆された．さらにY-like,uuud,V-like相の３相は量子スピン系とは異なり，z

成分の４部分格子オーダーが無く，スピンネマチック状態であることが確認で

きた．また量子系古典系ともにフラストレーションが誘発するスピンフロップ

現象を確認した．
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第4章 S = 1/2チェッカーボード格

子の磁化過程解析

チェッカーボード格子は三次元系の代表的なフラストレーション格子である

パイロクロア格子の二次元版であることでも注目され，また籠目格子と類似す

る特徴を持つ興味深い格子であること，さらに，J1−J2正方格子と類似の構造
を持つが古典スピン系ではチェッカーボード格子の方が基底状態の縮退が多く

残り，量子スピン系では強い量子効果が期待できることを第一章で紹介した．

特に籠目格子で理論的に予測されている 0, 1/9, 1/3, 5/9, 7/9の多段プラトー

がチェッカーボード格子でも同様に得られるかどうか興味深い．

本章ではDMRG+SSD法によって得られた S = 1/2チェッカーボード格子

の磁化計算結果と磁気構造について述べる．ここでチェッカーボード格子の場

合，第２章で説明した図 2.8の二次元クラスターでは第二隣接交換相互作用の

入れ方が二通り存在する．そこで今回は図 4.1のようにクラスター中心部に対

角線が入らないようにした．

図 4.1: 今回用いた p-14クラスターのチェッカーボード格子
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4.1 シリンダー法による磁化計算

まず初めに，J1−J2正方格子と同様に，SSD法を用いないでDMRG計算を

行い，本モデルの境界条件の影響について調べた．形状はLx方向はOBC，Ly

方向は PBC(シリンダー状)の計算を行った．図 (4.2)が Lx = 12，Ly = 6 と

Lx = 16，Ly = 8の２種類 (N = 72, 128)の計算結果である．双方を比較する

と，0, 1/2 プラトーについてはどちらも確認できるが，それ以外については不

一致がみられる．特に，Lx = 16，Ly = 8では大きな 1/4プラトーが確認でき

るが，Lx = 12，Ly = 6にはみられない．このように本モデルも J1−J2正方
格子同様にOBCでも PBCでも解析するのは困難なため，新しい手法である

SSD法の採用が重要となる．
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図 4.2: シリンダー法による磁化過程計算結果
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4.2 DMRG+SSD法による磁化計算

本手法により得られた磁化過程が図 4.3である．0, 1/4, 3/8, 1/2, 3/4の５

つの磁化プラトーが確認できた．図中の数字がそのプラトーに対応する．また

1/4, 3/8, 1/2プラトーは一次転移的であった．表 4.1に各磁化プラトーのおお

よその相転移点とプラトー幅をまとめた．以下では各プラトー相の磁気構造に

ついて述べる．

表 4.1: 各磁化プラトーの転移点とプラトー幅

磁化 hc1 hc2 width

0 0 0.6 0.6

1/4 1.2 1.8 0.6

3/8 1.85 2.0 0.15

1/2 2.15 2.75 0.6

3/4 3.75 4.0 0.25
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図 4.3: DMRG+SSD法による磁化過程．図中の数字がプラトーの磁化の値に

対応する．
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4.2.1 0, 1/4, 1/2, 3/4磁化プラトー相

本モデルでは 0, 1/4, 3/8, 1/2, 3/4の多段プラトーが確認できた．ここで

は 0, 1/4, 1/2, 3/4の４つの磁化プラトーの磁気構造について述べる．図 4.4

が各プラトー相の<Si ·Sj >と<Sz
i >の分布である．SSD法の解析で重要と

なるクラスターの中心部の 6 × 6siteのみ表示した．また全てクラスターサイ

ズ p-14での結果である．(a)∼(d)を見ると，どれも４つのスピンで構成される

Sz
4spin ≈ 0, 1, 2の Plaquetteが秩序した構造であることがわかる．
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h/J = 2.3 h/J = 3.9
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図 4.4: 各プラトー相の磁気構造．(a) 0，(b) 1/4，(c) 1/2，(d) 3/4プラトー

相．線の太さと色は<Si·Sj>の大きさと符号を表し，丸の直径が<Sz
i >の大

きさを表す．

(a)は第一章で説明したように他の理論結果と同様にPVBCが明瞭に確認で

きる．今回新たに見つかった新相である 1/4プラトー相は (b)のようにSz
4spin ≈

0 と 1 の２種類の Plaquetteが秩序した構造になっていることが確認できる．

1/2プラトー相は J1−J2正方格子で確認された uuud構造ではなく，Sz
4spin ≈
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0 と 2 の２種類のPlaquetteが秩序した構造である．最後に 3/4プラトー相は

第一章でも説明した通り，厳密な固有状態となる，Sz
4spin = 1 と 2 の２種類の

Plaquetteが秩序した構造となった．また本手法で得られた 3/4プラトー相の

エネルギーと厳密解のエネルギーを比較すると，本数値計算結果が 0.35%大き

な値になる程度であり，本モデルにおいても SSD法の適用が妥当であること

が分かる．

4.2.2 3/8磁化プラトー相

次に3/8磁化プラトー相について述べる．3/8磁化プラトー相は他のプラトー

相に比べ長周期的な構造になる．図 4.5が<Si ·Sj >と<Sz
i >の分布である．

磁気構造は３種類のPlaquetteが秩序した構造とみなすことができる．Sz
4spin ≈

0 と 1 が 1:3の割合で秩序している．ここで Sz
4spin ≈ 1 は２種類あり，1/4プ

ラトー相と同類のものと uuud構造 likeのものである．
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図 4.5: 3/8プラトー相の磁気構造．線の太さと色は<Si·Sj>の大きさと符号

を表し，丸の直径が<Sz
i >の大きさを，色が向き（赤が負，青が正）を表す．
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4.2.3 プラトー相のまとめ

図 4.6に各プラトー相の模式図を載せた．ここで Aは Sz
4spin ≈ 0の，Bは

Sz
4spin ≈ 1 の，Cは uuud構造の，Dは Sz

4spin ≈ 2 の Plaquetteを表している．

また第一章で説明したように 3/4プラトー相は (e)の構造が厳密な固有状態

である (ただし，境界条件により (e)以外の構造もなり得る)．このことからも

(b)∼(d)の構造が磁場に対して安定であることが類推できる．
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図 4.6: 各プラトー相の模式図．A：Sz
4spin ≈ 0，B：Sz

4spin ≈ 1，C：Sz
4spin ≈ 1，

D：Sz
4spin ≈ 2．

4.3 他モデルとの比較

ここでは本モデルと籠目格子，J1−J2正方格子の比較を行う．

4.3.1 籠目格子との類似性と差異

第一章でも紹介した籠目格子で予測されている 1/3, 5/9, 7/9プラトーの磁

気構造は図 1.9のようになり，Sz ≈ 1/2のmonomerスピンと，それらに囲ま

れた６つのスピンで構成される Sz
6spin ≈ 0, 1, 2の Plaquetteが秩序化した構造

になる．この構造は，チェッカーボード格子の 1/2, 3/4プラトーと同類の構造

88



であり，双方の差はチェッカーボード格子では Plaquetteが４つのスピンで構

成，籠目格子では６つのスピンで構成されている点だけである．次に籠目格子

の 1/9プラトーはZ3スピン液体と予測されているが，今回得られたチェッカー

ボード格子の 1/4プラトー相は４重縮退を持つ PVBCである．この差につい

ては以下のように考えられる．もし籠目格子の 1/9プラトー相で Sz
6spin ≈ 0の

Plaquetteが秩序化した場合，残りのmonomerスピンが Sz ≈ 1/4にならなけ

ればならず，このmonomerスピンは磁場に対してSz ≈ 1/2まで連続的に増加

可能であるために，この構造は磁場に対して安定ではない．一方，チェッカー

ボード格子では籠目格子でのmonomerスピンに対応するスピンは図 4.4(b)の

ように４つのスピンで構成される Sz
4spin = 1の Plaquetteであり，１スピンあ

たり Sz ≈ 1/4で安定化することが可能である．そのため，今回新たに発見し

た 1/4はチェッカーボード格子特有の磁化プラトー相である．また同様に籠目

格子では 2/9プラトーは安定構造になれないため，3/8プラトー相もチェッカー

ボード格子特有の磁化プラトー相と考えられる．

4.3.2 J1−J2正方格子との類似性と差異

J2/J1 ≈ 0.5の J1−J2正方格子とチェッカーボード格子の零磁場基底状態は
PVBCになるという同様の結果になった．ただし，チェッカーボード格子では

明瞭なPVBCになるが (図 4.4(a)参照)，J1−J2正方格子はスピン-スピン相関

(<Si ·Sj >)にわずかな差が出る PVBCである (図 3.8参照)．この差は，この

Plaquetteは対角スピン間の相関は正であり，J1−J2正方格子では J2が反強磁

性的であるために，PVBCの安定化を妨げることに由来する．次に 1/2プラ

トーはどちらの格子も確認されたが，J1−J2正方格子は uuud構造 (図 3.11参

照)であり，チェッカーボード格子はPVBCである (図 4.4(c)参照)．この差の

原因も対角スピン間の相関で説明できる．uuud構造は upスピン-upスピン間

と upスピン-downスピン間の相関は正と負であり，J2によるエネルギーを打

ち消しあっているのに対し，チェッカーボード格子のPVBCは Sz
4spin ≈ 0 と 2

の２種類のPlaquetteどちらも対角スピン間の相関は正であるために，J1−J2
正方格子では安定しない．以上のように，チェッカーボード格子は J1−J2正方
格子に比べ，磁場の有無に関わらず PVBCが安定化されることがわかる．

89



4.4 本章のまとめ

S = 1/2チェッカーボード格子の磁性を SSD+DMRG法を用いて解析した．

その結果，0, 1/4, 3/8, 1/2, 3/4の磁化に明瞭なプラトーが確認された．ここ

で 1/4と 3/8プラトー相は今回新たに発見した相である．また 3/4プラトー

相は厳密解が知られており，今回の数値計算結果とのエネルギー差はわずか

に 0.35%になることがわかった．このことより，本モデルにおいても SSD法

の適用は妥当であることがわかる．また籠目格子との比較により，1/2, 3/4プ

ラトー相は籠目格子の 1/3, 5/9, 7/9プラトー相と対応関係があることを示し，

さらに 1/4と 3/8プラトー相はチェッカーボード格子特有の相であることも示

した．
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第5章 厳密解を持つ新奇S = 1/2

ハイゼンベルグモデル

量子スピン液体の探索は長年研究され続けているにもかかわらず，二次元以

上のモデルに対しては，厳密な量子スピン液体状態は一部を除き見つかって

いない [89]．Kitaev modelは厳密な量子スピン液体になることで有名である

が，その相互作用は極端な異方性を持っており，現実の磁性物質に適用する

には少し無理があるように感じる．磁性体の理想的な相互作用として考えら

れるハイゼンベルグモデルに限定すると，二次元以上では第一章で紹介した

Shastry-Sutherland格子のような dimer系で厳密解が求められているが，その

基底状態はスピン液体ではなく VBSである．そこでここでは通常とは逆に，

RVB状態が基底状態になるモデルが無いか考えることから始めてみる．

図 5.1が正方格子における RVB状態の描像である．任意の VBカバリング

状態をφa,φb,φc, · · · とするとその線形結合がRVB状態になる．この状態が

基底状態になるモデルを探すのは容易なことではないが，φa,φb,φc, · · · の
一つ一つが基底状態になるモデルなら探せば見つかるだろうと考えた．そこで

以下の条件を持つモデルを探し発見した．

1. S = 1/2の等方的なハイゼンベルグモデルである．
2. ２次元である．
3. 厳密に基底エネルギーや基底状態が計算可能．
4. 無限に縮退した非磁性基底状態を持つ．
5. 構造が単純であり，モデル物質の作成が期待できる．

singlet bond

a b c

Ψ
a

+ 
b

+ 
c
+ 

図 5.1: RVB状態の描写
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5.1 格子とハミルトニアン

前項の１～５の条件を満たすモデルを探す過程で，VB(dimer)カバリングが

可能な格子を少しだけ変形（格子辺を図 5.2(a)のようなダイヤモンド型に変

形）するだけで次元によらず全て厳密な非磁性基底状態を持つモデルになる

ことがわかった．具体的には図 5.2(c),(d)のような Square diamond lattice や

Hexagonal diamond lattice である．また図 5.2(b)のダイヤモンド鎖と呼ばれ

る１次元鎖も該当し，過去に厳密解について調べられている [90]．

本モデルのハミルトニアンは

H = J
∑
<i,k>

Si · (S(d1)
k + S

(d2)
k ) + Jd

∑
k

S
(d1)
k · S(d2)

k

= J
∑
<i,k>

Si ·Tk + Jd
∑
k

(
|Tk|2

2
− S(S + 1)

)
, (5.1)

となる．ここで Jと Jdは dimer-monomer間相互作用と dimer内相互作用であ

る．Siと S
(dj)
k は S = 1/2の量子スピンを表し，Tk ≡ S

(d1)
k + S

(d2)
k である．ま

た式 (5.1)の Sは 1/2である．

Jd

J

(a)

(c)

(b)

(d)

Si Sj

Sk
(d2)

Sk
(d1)

図 5.2: (a) ダイアモンド型，(b) ダイヤモンド鎖，(c) Square diamond lattice，

(d) Hexagonal diamond lattice．
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5.2 基底エネルギーと基底状態

本モデルのハミルトニアン式 (5.1)は [H, T2
k ] = 0 (T2

k = Tk(Tk + 1)) が成

り立つために，固有状態を Tkの組で特徴づけることができる．Tkは 0か 1の

どちらかの値をとる．ここでハミルトニアンは以下のように部分ハミルトニア

ン hiに分解すると，

H =
N∑
i

hi, (5.2)

変分原理により，

E(min) ≥
N∑
i

ei(min) (5.3)

が成り立つ．もし，hiの基底エネルギーei(min)が厳密に求まり，且つ，式 (5.3)の

等号が成り立つ場合，Hの基底エネルギーE(min)も厳密に求めることができる．

ここで有名な可解モデルであるMajumdar-Ghosh, Sawtooth-Chain, Shastry-

Sutherland modelなどでは全て hiを三角形１個にすることにより厳密解を求

めている [91]．一方，本モデルは部分格子を図 5.3のように，hiを式 (5.4)の

ようにとることで厳密に計算することができる．

hi = J

nd∑
k

Si ·Tk +
Jd
2

nd∑
k

(
|Tk|2

2
− S(S + 1)

)
.　 (5.4)

ここで ndは hi内にある dimerの数である．また dimer内相互作用は Jd/2で

あることに注意．これは式 (5.2)の和が dimerボンドを２回カウントするため

である．Hと同様に hiも [hi, T
2
k ] = 0が成り立つために，

hi(nt) = J

nt∑
k=1

Si · Tk +
1

8
Jd(4nt − 3nd), (5.5)

と書き換えることが可能である．ここで Tk は S = 1の有効スピン，ntは hi

内にある Tk = 1の dimer の合計数であり，0 ≤ nt ≤ nd となる．式 (5.5)の

右辺の第二項は定数であり，第一項のみに注目すると，S = 1/2のスピン一

Jd/2
Jd/2

J

J

(a) (b)

Si

Sk
(d2)

Sk
(d1)

図 5.3: 部分格子　 (a):nd = 4の場合，(b):nd = 3の場合
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個と反強磁性的相互作用をする nt個の S = 1のスピンモデルになっているこ

とがわかる．このモデルは Lieb-Mattisの定理 [92]から基底状態の全スピンは

Stot = nt − 1/2になることがわかり，これを用いると簡単に基底エネルギーを

求めることができる．hi(nt)の基底エネルギーは

emin(nt) =

{
−1

2
J(nt + 1) + 1

8
Jd(4nt − 3nd) (nt≥1)

−3
8
Jdnd (nt=0).

(5.6)

となる．以上から，hiの基底エネルギーは

emin =


−1

2
J(nd + 1) + 1

8
Jdnd (Jd<J, nt=nd)

−J + 1
8
Jd(4− 3nd) (J <Jd<2J, nt=1)

−3
8
Jdnd (2J <Jd, nt=0)

(5.7)

となる．また Jd = 2Jでは nt = 1, 0が縮退し，Jd = Jでは nt ≥ 1が全て縮退

する．

部分ハミルトニアンの基底エネルギーが求まったので，次は式 (5.3)の等号

が Jd ≥ J で成り立つことを証明する．

Jd > 2J の場合

hiの基底状態は nt = 0であり，部分格子内の全ての dimerは singletになり，

monomerは孤立した S = 1/2のスピンになる．この状態はmonomerと dimer

は一切の相関を持たないため，単純に図 5.4のように展開でき，式 (5.3)の等

号が成り立つ．この状態はダイヤモンド鎖の論文では dimer-monomer(DM)状

態と呼ばれており，ここでも同様の名称で呼ぶことにする．

singlet (Tk = 0 ) dimer

free spin

図 5.4: 部分格子から全格子への展開（Jd > 2J の場合 ）
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Jd < J の場合

hiの基底状態はnt = ndであり，dimerは全てTk = 1となり，またmonomer

は全ての dimerと相関を持つ．そのため多体効果のために式 (5.3)の等号が一

般的に成り立たない．

J <Jd<2J の場合

部分格子内に１個だけ Tk = 1の dimer，残りは全て 0の dimerとなり，部

分格子から全格子への展開は例えば図 5.5のようになる（幾通りも存在する）．

この状態はダイヤモンド鎖では tetramer-dimer（TD）状態と呼ばれている．

以下ではこの状態において式 (5.3)の等号が成り立つことを証明する．3site系

(図 5.6(a)) と 4site系 (図 5.6(b))を厳密に対角化すればよい．ダイヤモンド型

の基底状態と基底エネルギーは

|gs⟩dia =
1√
3

[
|t⟩+14|t⟩−23 + |t⟩−14|t⟩+23 − |t⟩014|t⟩023

]
(5.8)

edia(min) = −2J +
1

4
Jd (5.9)

ここで

|t⟩+ij = |↑ ⟩i|↑ ⟩j (5.10)

|t⟩0ij =
1√
2
(|↑ ⟩i|↓ ⟩j + |↓ ⟩i|↑ ⟩j) (5.11)

|t⟩−ij = |↓ ⟩i|↓ ⟩j (5.12)

singlet (Tk = 0 ) dimer

Tk = 1 dimer

図 5.5: 部分格子から全格子への展開（J <Jd<2J の場合 ）
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次に三角形の基底状態と基底エネルギーは２重に縮退しており，Sz
tot = 1/2と

−1/2で別けると，

|gs⟩+123,tri =
1√
3

[√
2|↓ ⟩1|t⟩+23 − |↑ ⟩1|t⟩023

]
(5.13)

|gs⟩−123,tri =
1√
3

[√
2|↑ ⟩1|t⟩−23 − |↓ ⟩1|t⟩023

]
(5.14)

etri(min) = −J +
1

8
Jd (5.15)

となる．site4番のスピンを式 (5.13),(5.14)にSz
tot = 0になるように足し合わせ

ると，

1√
2
(|gs⟩+123,tri|↓ ⟩4 + |gs⟩−123,tri|↑ ⟩4)

=
1√
3

[
|↓ ⟩1|t⟩+23 −

1√
2
|↑ ⟩1|t⟩023

]
|↓ ⟩4 +

1√
3

[
|↑ ⟩1|t⟩−23 −

1√
2
|↓ ⟩1|t⟩023

]
|↑ ⟩4

=
1√
3

[
|↓ ⟩4|t⟩+23 −

1√
2
|↑ ⟩4|t⟩023

]
|↓ ⟩1 +

1√
3

[
|↑ ⟩4|t⟩−23 −

1√
2
|↓ ⟩4|t⟩023

]
|↑ ⟩1

=
1√
2
(|gs⟩+234,tri|↓ ⟩1 + |gs⟩−234,tri|↑ ⟩1)

= |gs⟩dia (5.16)

となる．

以上より式 (5.3)の等号が成り立ち，またその基底状態は図 5.5のようなTD

状態であることがわかる．（ただし縮退しているため，任意の線形結合が全て基

底状態になるため，必ずしもTD状態であるわけではない．）次にこのパラメー

タ領域ではTD状態のみ（の任意の線形結合状態）が基底状態になることを証

明する．Hの基底状態は全ての hiで nt = 1でなければならない．またダイヤ

モンド型 (図 5.6(b))の基底状態は |gs⟩diaのみであり，縮退していない．よって
J <Jd<2Jで２はTD状態のみ（の任意の線形結合状態）が基底状態になる．

Jd/2

J

(a) (b)

S2

S1

S3

Jd

J

S2

S1 S4

S3

図 5.6: (a):三角形 (b):ダイヤモンド型（J <Jd<2J の場合 ）
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Jd = J の場合

TD状態が同様の手順で基底状態になることを示せる．ただし，hiは nt ≥ 1

で全て基底状態になるために，Hの基底状態はTD状態以外にもさらに縮退し

ている可能性を排除することはできない．

Jd = 2J の場合

hiは nt ≤ 1で基底状態になる．前述の手順でDM状態やTD状態も基底状

態になることを証明できる．それ以外に tetramer同士が隣接しないという条

件全てが基底状態になり，非常に縮退している．またダイアモンド鎖において

は，残留エントロピーは全体の約 42.4%にも達すると見積もられている [90]．

その他のモデルの残留エントロピーは本論文ではこれ以上議論しない．

5.2.1 基底エネルギーのまとめ

以上からは全系の基底エネルギーは

Emin/N =

{
−J + 1

8
Jd(4− 3n̄d) (J≤Jd<2J)

−3
8
Jdn̄d (2J≤Jd)

(5.17)

ここで N は部分格子（部分ハミルトニアン）の数であり，n̄dは N あたりの

dimerの数である．(部分格子全ての ndが同じでなくてもよい．) また Jd < J

は厳密に計算不可でありさらにモデル依存もあるために，これ以上議論しない．
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5.3 励起エネルギーと励起状態

基底エネルギーが厳密に求まったので，次は励起エネルギーを求める．こ

こでは最も興味深い領域である J < Jd < 2J に限定する．[H, T2
k ] = 0と

[hi, T
2
k ] = 0から {Tk}の組の部分空間内の最低固有値についても同様に不等

式（5.3）が成立し，さらに式 (5.6)を用いればエネルギーの下限値を求めるこ

とができることに注目する．ここでNtを全系の Tk=1を持つ dimerの数と定

義する．TD状態はNt = N/2である．すると第一励起状態の候補として大き

く分けて３つに分類される．

1. Nt ≤ N/2− 1

2. Nt = N/2

3. Nt ≥ N/2 + 1

Nt ≤ N/2− 1の場合

ここで pは 1 ≤ p ≤ N/2を満たす整数とする．Nt = N/2− pとすると，式

(5.3),(5.6)を用いるとエネルギーギャップは以下の不等式が成立する．

∆E ≥ p(2J − Jd) (5.18)

また式 (5.18)の等号はTD状態の tetramerが p個 singlet dimerに変わった状態

で成り立つこともわかる．当然p = 1が最も∆Eが下がる．よってNt ≤ N/2−1

の範囲の励起エネルギーの最小値は

∆Emin = 2J − Jd (Nt = N/2− 1) (5.19)

となり，この状態は図 5.7(a)となる．

Nt = N/2の場合

２通りの状態が考えられる．TD状態から tetramerが動く場合と動かない場

合である．

• tetramerが動く場合　 (nt ̸= 1)

２つだけ tetramerが連結した場合と３つ以上連結した場合に場合分けする．

式 (5.3),(5.6)を用いると

２つだけの場合

∆E ≥ 0.5J 　 (5.20)

３つ以上の場合

∆E ≥ J (5.21)
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となる．ここで，２つだけ連結した場合の状態は図 5.7(c)のようになり，この

エネルギーは 7siteの数値対角化を行えば計算でき，この条件の励起エネルギー

の最小値は

∆Emin = 0.6185J (5.22)

となる．

• tetramerが動かない場合 (nt = 1)

TD状態から１つだけ tetramerが励起状態になった状態（図 5.7(d)）がこの条

件の最小エネルギー状態になる．こちらは手計算が可能であり，

∆Emin = J (5.23)

となる．

Nt ≥ N/2 + 1の場合

ここで pは 1 ≤ p ≤ N/2を満たす整数とする．Nt = N/2 + pとすると，式

(5.3),(5.6)を用いるとエネルギーギャップは以下の不等式が成立する．

∆E ≥ p(Jd − J) (5.24)

よって，Nt ≥ N/2 + 1の場合の励起エネルギーの最小値は

∆Emin ≥ Jd − J (5.25)

という不等式を満たす．これ以上はモデル依存があるために，本論文では議論

しない．最低エネルギー状態の候補として図 5.7(b)のような状態が挙げられる．
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(a) (b) (c) (d)

TD 

図 5.7: 励起状態の候補．(a) tetramer が一つ dimer へ，(b) dimer が一つ

tetramerへ，(c) tetramerが一つだけ隣に動く，(d) tetramerが一つだけ励起

状態へ

5.3.1 励起エネルギーのまとめ

以上の式 (5.19),(5.22),(5.23),(5.25)から第一励起エネルギーは

∆Emin ≥ Jd − J (J < Jd <
3
2
J)

∆Emin = 2J − Jd (3
2
J ≤ Jd < 2J)

(5.26)

となる．以上から J ≤ Jd< 2J の範囲において，TD状態からの励起は有限の

エネルギーギャップが存在することが証明できた．
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5.4 残留エントロピー

J ≤ Jd < 2J に限定し，TD状態の残留エントロピーを求める．ここでは図

5.2(c),(d)の Square diamond latticeと Hexagonal diamond latticeに限定する．

図 5.8のように (a)のTetramerと (b)の dimerは対応関係にある．(b)の dimer

の配置数についてはdimer ploblem, domino tiling ploblemなどと呼ばれ古くか

ら研究されてきた．そのため本モデルにおいても先行研究をそのまま適応可能

である．本博士論文では Square diamond latticeと Hexagonal diamond lattice

のみ残留エントロピーを計算したが，同様の手法によりそれ以外の diamond

spin lattice も計算可能である．

(a) (b)

図 5.8: (a) Square diamond latticeのTD状態．（b）正方格子の dimer配置
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5.4.1 Square diamond lattice

正方格子の n×m の開放的境界条件及び周期的境界条件（トーラス）の下で

の dimer covering のエントロピーは厳密に計算でき，どちらも

lim
N→∞

1

N
lnNg = 0.2915609, (N = nm)　 (5.27)

となる [93, 94]．ここでNgは dimer の配置数である．ただし，dimer ploblem

は境界に強く依存することが古くから知られており，必ずしもエントロピーが

有限になるわけではない．図 5.9のような解放的境界条件の下での計算が 1994

年にHorst Sachs氏らによって調べられており，

lim
N→∞

1√
N

lnNg = 1.24645048 (5.28)

となる [95]．ここで左辺の分母が
√
N であるために，エントロピーは 0にな

ることに注意．Sauare diamond lattice のTD状態の残留エントロピーも同様

に計算でき，単位胞内に 5site存在することから，単純に５で割ればよい．式

(5.27)を用いると，残留エントロピーは高温極限のエントロピーの 8.4%とな

るが，一方，式 (5.28)では 0になる．全ての境界条件について求めることはで

きないが，少なくとも周期的境界条件が最大になると推測できる．このことか

ら Sauare diamond latticeのTD状態の残留エントロピーは境界条件に強く依

存し，0～8.4%の範囲にあると考えられる．

図 5.9: Horst Sachsらによって計算された格子 [95]．この形状を維持し，サイ

ズを無限大にする．
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5.4.2 Hexagonal diamond lattice

六角格子も正方格子と同様に周期的境界条件（トーラス）の下での dimer

covering のエントロピーは厳密に計算されており，

lim
N→∞

1

N
lnNg = 0.169157　 (5.29)

となる [96,97]．六角格子も正方格子同様に境界条件に強く依存し，図 5.10の

ような解放的境界条件の下では k, l,mの関数として計算でき，N → ∞の極
限で

s(x, y, z) =
1

2(xy + yz + zx)
[x2 lnx+ y2 ln y + z2 ln z − (1− x)2 ln(1− x)

−(1− y)2 ln(1− y)− (1− z)2 ln(1− z)]　 (5.30)

n = k + l +m, x = k/n, y = l/n, z = m/n

となる [98]．この式から，最小値はs(0, 1/2, 1/2) = 0，最大値はs(1/3, 1/3, 1/3) =

0.130812になる．

以上からHexagonal diamond latticeの TD状態の残留エントロピーも同様に

計算でき，境界に強く依存して 0～6.1%の範囲にあると考えられる．

k

l

m

図 5.10: 計算された六角格子 [98]．k = 4, l = 3,m = 3の場合．
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5.5 本モデルの今後の理論的研究課題

本モデルは交換相互作用が J≤Jd<2J の範囲にあれば境界条件に依存した

縮退があることを前節で示した．この縮退が弱い相互作用でどのように解け

るか？が今後の課題となる．特に図 5.11のように弱い dimer-dimer間相互作

用 (Jdd)やmonomer-monomer間相互作用 (Jmm)などの次近接相互作用を考え

るのが最も自然であろう．このとき，Jdd, Jmm << ∆Eminを満たせばその基

底状態は量子（非磁性)基底状態になり，Jdd, Jmmの値により量子スピン固体

（PVBC等）や量子スピン液体 (RVB等)になると予想できる．特に Jdd = 0の

場合は，[H, T2
k ] = 0を満たすため，縮退したTD状態が混ざり合うことは無

いため，RVBのようなスピン液体にはならない．（PVBCまたは縮退した基底

状態が得られる．）Jdd ̸= 0では [H, T2
k ] ̸= 0であり，TD状態が混ざり合い，量

子スピン液体になる可能性が浮上する．絶対零度の解析として大規模なDMRG

法や摂動論などが考えられる．特に Jdd ̸= 0の摂動計算により Quantum dimer

model に変換できる可能性もある [99,100]．元々TD状態は境界条件に強く依

存した縮退があるために，Jdd, Jmmにより縮退が解けた基底状態や励起状態も

境界条件に依存する可能性が高い．この性質は多くの量子スピン液体のトポロ

ジカルな性質と類似するため，興味深い．

J
dd

J
mm

図 5.11: Square diamond latticeの Jdd(赤の破線), Jmm（緑の破線）相互作用
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5.6 モデル物質の提案

この節ではモデル物質の提案を行う．有機物質で少し歪んだSquare diamond

lattice [101, 102]や Hexagonal diamond lattice [103–105]を持つ物質が存在す

る．その１例として [Fe(CN)6Cu(apn)3]n(ClO4)2n(H2O)4nの結晶構造を図 5.12

に載せた．FeとCuが少し歪んだHexagonal diamond latticeを形成しているの

がわかる．ただしこの物質はFe2+が S = 0の低スピン状態であり，またCu2+

はほとんど相互作用しない孤立スピン状態である．そこで Fe2+をイオン半径

が近いMn2+(低スピン状態では S = 1/2)に置換し，さらに磁気的相互作用を

発生させる目的で圧力を加えるなどすれば，本モデルに近い物質の作成ができ

るのではないかと思われる．

Cu

Fe

図 5.12: [Fe(CN)6Cu(apn)3]n(ClO4)2n(H2O)4nの結晶構造 [103]．
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5.7 本モデルについての補足

本モデルは Square diamond lattice や Hexagonal diamond lattice の他にも

次元によらず全体を dimer covering可能な格子の格子辺をダイヤモンド型に変

形したモデル全てが該当する．例えば梯子格子，籠目格子，三角格子，スター

格子，単純立方格子，体心立方格子，面心立方格子などである．また変形後の

格子も dimer coveringが可能であるために，さらに変形を行った格子も該当す

る．ただし，注意点として前述の基底エネルギーとその状態，励起エネルギー

とその状態についてはTD状態になることが可能な場合にのみ成り立つ．当然

monomerの数Nが奇数では成り立たない．系のサイズによらずdimer covering

が可能ではない格子を変形したモデルでは成り立たないことに注意する必要

がある．例えば正方格子でN が偶数でも成り立たない場合があり，それは図

5.13のような場合である．さらに系のサイズを大きくしても両端のスピンを切

り取った場合，格子全体を dimer coveringできないことがある．非常に強い境

界依存性を持つことをここでも強調しておく．

図 5.13: dimer coveringができない格子とTD状態になれない格子
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5.8 本章のまとめ

無限に縮退する非磁性基底状態を持つ新奇 S = 1/2ハイゼンベルグモデル

群を発見した．その基底状態と基底エネルギーを厳密に求め，また第一励起状

態とエネルギーについても厳密に求められる範囲において求め，それ以外の

範囲も下限値を見積もることにより，磁気的状態との間に有限のギャップがあ

ることを証明した．残留エントロピーについても Square diamond lattice と

Hexagonal diamond lattice　の一部の境界条件について厳密に求めた．その

結果，いくら系のサイズを大きくしても境界の影響を受け，残留エントロピー

が有限になったり零になったりすることがわかった．またモデル物質の提案も

行い，本モデルに対応する物質探索の可能性を示した．
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第6章 本論文と研究のまとめ

本論文は J1−J2正方格子，チェッカーボード格子，新しいフラストレート格
子群について数値的または厳密解による解析により，新奇相や新現象を発見す

ること及びその磁気特性を明らかにすることを目的とし，各章において以下の

ことを述べた．

第１章ではフラストレートスピン系の特徴や先行研究について述べ，長い

間研究されてきた分野であるにも関わらず，その解析の困難さから未解明事項

が多く，フラストレートスピン系は新奇相や新現象が埋没している可能性があ

り，現在もなお多くの研究者がその物性の解明を試み研究していることを説明

した．

第２章では古典スピン系のモンテカルロシミュレーション法，対角化法，

DMRG法について述べた．特に対角化法では従来の手法である計算速度が優

れるダビッドソン法と省メモリ性が優れる LOBPCG法のアルゴリズムについ

てまとめ，さらに両手法の特徴を併せ持つ新しい手法を開発し，この新手法が

二次元DMRG法の中で行う対角化に最適であることを示した．

第３章では二次元フラストレーション系の代表格である J1−J2正方格子に対
し，量子スピン系 (S = 1/2)にはDMRG+SSD法を採用し絶対零度の磁化過

程を，古典スピン系にはMCSを用いて有限温度の磁化過程を調べた．その結

果，量子スピン系においては，磁場中において先行研究同様にNeel相，Stripe

相，uuud相が確認でき，さらに今回新たにΨ相を発見し，またY-like相やV-

like相の存在の可能性についても明らかにした．さらにフラストレーション系

特有のスピンフロップ現象も確認した．零磁場基底状態についてはおおよそ

J2/J1 = 0.5 ∼ 0.61の範囲で PVBCと呼ばれる量子スピン固体相を確認した．

古典スピン系においては，Neel相，Stripe相，uuud相の他にY-like相やV-like

相の存在を確認した．このY-like相やV-like相は今回新たに発見した相である．

第４章では二次元フラストレーション系のもう一つの代表格であるチェッカー

ボード格子の量子スピン系 (S = 1/2)においても同様に，DMRG+SSD法を用

いて絶対零度の磁化過程を調べた．その結果 0, 1/4, 3/8, 1/2, 3/4の磁化プラ

トーを確認し，そのスピン構造を確定した．ここで 1/4と 3/8プラトー相は今

回初めて発見した相である．これらのプラトー相は全て量子スピン固体相にな

ることを数値的に確かめた．

第５章では無限に縮退した厳密な非磁性基底状態を持つ新奇 S = 1/2ハイ
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ゼンベルグモデル群を新しく提案した．このモデルの非磁性基底状態が有限な

ギャップを持つこと，また，基底状態における残留エントロピーは系のサイズ

を大きくしてもその境界の影響を受け，有限になったり，零になったりするこ

と，つまり，境界条件により熱力学第三法則を満たしたり満たさなかったりす

るという今までに知られていないような特異な性質を持つことを厳密に示し

た．非磁性基底状態がマクロに縮退しているこのモデルの基底状態は無限小の

有限温度で量子スピン液体のような特徴を持つと考えられる．このような二次

元以上のS = 1/2ハイゼンベルグモデルの可解モデルは極めて少なく，今後の

更なる研究の発展が期待できる．

以上のように今回の研究でフラストレートスピン系の様々な新相や新現象を

発見した．今後の物性研究の発展に寄与することができればと考えている．
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