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Theoretical study of dynamical instability in a superfluid flow with spin degrees of

freedom

Ultracold atoms in an optical lattice, which is an artificial lattice constructed by

interference between counter laser beams, permit one to simulate various quantum

phenomena experimentally. By operating the potential depth of an optical lattice,

phenomena in strongly correlated systems can observed including the superfluid-Mott

insulator transition. Especially, non-equilibrium phenomena in strongly correlated

systems, which is difficult to be observed in usual solid state systems, have been

vigorously studied using ultracold atoms in optical lattices because of the development

of experimental techniques.

In the development of these studies of non-equilibrium systems, the observation

of dynamical instability of a superfluid flow in the lattice system has caught much

attention. The dynamical instability is induced by the interplay between the lattice

periodicity and nonlinearity due to the inter-particle interactions in the Bose-Einstein

condensate. When the system becomes dynamically unstable, the energy of an exited

mode has an imaginary part. Therefore, an arbitrary small density fluctuation in a

uniform superfluid flow grows exponentially in time, resulting in a drastic decay of the

original flow. These features are in contrast with the well-known Landau instability,

which is the energetic instability caused by decaying from the initial metastable state.

Dynamical instability itself is widely seen in various non-linear systems governed by

classical fluid mechanics. However, using ultracold atoms, one can now advance the

study of superfluid instabilities to the next stage, namely dynamical instability in

systems with internal degrees of freedom. In particular, it has been known that

bosons with spin degrees of freedom exhibit rich physics in an optical lattice.

Under the above background, this study focuses on the influence of spin degrees of

freedom on the dynamical instability of a superfluid flow. In this study, the dynamical

instability of spin-1 superfluid flow in an optical lattice is analyzed. Spin-1 is the

most fundamental freedom in the spin degrees of freedom of bosons. It is known that

diverse static quantum phases appear in strongly correlated systems with spin degrees

of freedom of S=1. However, the role of spin degrees of freedom on non-equilibrium

phenomena in those systems is still poorly understood. Revealing this, therefore,



helps us understand quantum dynamics of the spinor Bose-Einstein condensate in an

optical lattice.

Calculations of this study are based on the S=1 Bose-Hubbard model, which is

the model properly capturing spin-1 bosons in an optical lattice. Dynamics of the

S=1 system is analyzed by the equation of motion of spin-1 bosons obtained by

the dynamical Gutziller approximation modified in accordance with the S=1 system,

which can describe dynamics of systems over various interaction strengths.

The main results of this study are as follows.

(1) Analysis of collective excitations associated with the dynamical instability

First, collective excitations associated with the dynamical instability in a spinless

system was analyzed for clearly understanding of the dynamics of superfluid flow.

It is experimentally known that density modulations is accompanied by the decay

of superfluid flow caused by the dynamical instability. However, the feature of this

density modulation had not been revealed regardless of the presence or absence of the

spin degrees of freedom. The numerical simulations based on the dynamical Gutzwiller

approximation elucidate that the principal mode of the density modulation highly

depends on the interaction strength and the momentum acceleration rate of superfluid

flow. These features are consistent with the stability phase diagram calculated on the

basis of the Bogoliubov theory.

(2) Analysis of the dynamical instability of a spin-1 superfluid flow in an optical lat-

tice This study focuses on the effect of spin interaction on the dynamical instability

according to the following two interests. First, whether does the parity about the aver-

age number of particles per site found in the superfluid-Mott insulator transition also

appear in the dynamical phase diagram or not? Second, how do spin mixing processes

among spin components in spin-1 superfluid flows affect the dynamical instability?

Time evolutional calculations based on the S=1 dynamical Gutzwiller approxima-

tion revealed that a spin-1 superfluid flow decays at a different critical momentum

from the spinless model when the spin-independent interaction strength is the same,

which is due to spin-dependent interactions. Furthermore, the phase diagrams about

the critical velocity of the dynamical instability are obtained in the spinless and the

S=1 Bose-Hubbard models. With a ferromagnetic interaction in the case of S=1, the

phase diagram of the spin-polarized S = 1 Bose-Hubbard model becomes essentially

the same as the diagram of the spinless Bose-Hubbard model because the spin degrees



of freedom are frozen without the spin mixing processes. In this case the spin effect

only provides the deviation of the value of the spin-independent interaction practi-

cally. On the other hand, with an antiferromagnetic interaction, the dynamical phase

diagrams of the S = 1 Bose-Hubbard model differ fundamentally from the spinless

model and shed light on the influence of the spin mixing process between the S = 1

bosons. This effect depends on the parity of the average particle numbers per site;

comparing with the spinless system, the critical velocity becomes smaller for odd

number, and larger for even number.
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第 1章 序論

第 1章 序論

1.1 研究背景

超流動に関する研究の歴史は長く、水銀における超伝導の発見（1911年）、液体ヘリウム

における超流動の発見（1938年）以降、基礎的なメカニズムの理解、新しい性質の発見、

応用への可能性の探索など様々な方面から研究が行われている。超流動は本来我々が生活

する上では気づかないようなミクロの世界での粒子の性質が、温度を下げることによって

我々が認識できる巨視的な現象として現れたものである。超流動は量子効果によって生

じるものであるため、我々が認識している古典物理では理解しがたい新奇な性質を持ち、

我々の生活向上に新たな可能性をもたらしている。

超流動の名前の由来ともなっている摩擦なしの流れは超流動の最も重要な性質である

が、この流れにも臨界速度が存在することが知られており、臨界速度以上の速度では超流

動流は減衰してしまう。超流動の臨界速度は負の励起エネルギーを持った集団励起や渦の

発生により引き起こされる。負の励起エネルギーを持つ集団励起による臨界速度はランダ

ウの臨界速度と呼ばれ、超流動体中に密度ゆらぎを運ぶフォノン*1や回転運動量を運ぶロ

トンと呼ばれる励起が存在できる最小の超流動速度である。それに対して渦の発生による

臨界速度はファインマンの臨界速度と呼ばれる。したがって、超流動の臨界速度を考える

には、超流動体が流れているダイナミカルな状況での超流動の励起の発生を理解すること

が不可欠となる。

超流動の臨界速度に関する実験は主に液体ヘリウム 4を用いて行われ [1, 2, 3, 4]、超流

動の減衰時に生じるフォノン [5]、ロトン [6]、渦糸 [7]の研究が進められた。これらの現

象は理論的に予言されていたが [8, 9, 10]、液体ヘリウムは密度が高く粒子間相互作用の

強い系であり、理論と実験の定量的な比較は困難な部分が多かった。そこで注目されたの

が、冷却原子気体の Bose-Einstein凝縮である。冷却原子気体は 1995年にボース原子の

ルビジウム [11]、ナトリウム [12]、リチウム [13]において実験的に実現された。冷却原子

気体は、不純物のないクリーンな系であり、かつ Feshbach共鳴 [14]を利用した粒子間相

互作用操作や time of flight法による運動量分布の観測が可能であることから、極めて高

度な操作性と精密な観測性を持ち合わせている。そのため、それまで凝縮物理での観測が

困難であった現象がクリアに観測され、新奇な現象も様々確認されてきた。特に、渦糸格

*1 結晶における格子振動とは異なるものである。

1



第 1章 序論

子の実現 [15]等によりその超流動性が確認されてから、上に述べた超流動の臨界速度に関

する実験も非常に多く行われた。

冷却原子系では、対向するレーザー光によって作られる光格子と呼ばれる周期ポテン

シャル中での物性研究も盛んに行われている。光格子冷却原子系では、量子相転移現象の

観測として非常に注目された超流動-Mott絶縁体転移 [22]を始めとする静的なものから、

Bloch振動 [17]や Landau-Zener[18]といった動的なものまで多くの興味深い現象が観測

されている。今挙げた現象は凝縮体の非線形性、つまり粒子間相互作用が不可欠な要素と

なり発現したものである。非線形性は非線形光学などにも表れてくる性質であり、それら

との類似性という意味でも光格子中の凝縮体の研究は注目されている。また光格子冷却原

子系は、主にバンド構造の特徴が現れるという意味で結晶中の電子が示す性質の再現がで

きる部分と、原子気体としてボース原子を用いることで Pauliの排他律によって制限され

る電子系では見られないボース系特有の性質が観測できる 2面性を持つという意味でも非

常に面白い。このような光格子冷却原子系では、その周期性から超流動流の不安定性にも

大きな影響を及ぼす。特に顕著な影響は、上で述べた Landau不安定性などの他に、動的

不安定性と呼ばれる、エネルギーは保存したまま系の状態が時間とともに急激に変化する

ことで超流動性が失われていく不安定性が生じることである。動的不安定性は散逸のほと

んどない系でなければ他の不安定性の存在に隠されて観測が困難であるため、孤立系であ

る冷却原子系の登場により理解が大きく進んだ。動的不安定性は基本的には古典流体など

にも見られる古典的流体力学的不安定性であり、非線形効果が弱い状況では古典的な運動

方程式でも理解される現象である。しかし、光格子ポテンシャルが深い強相関系では超流

動-Mott絶縁体転移の量子相転移に代表されるように量子効果が非常に重要となるため、

動的不安定性にも量子効果が効いてくることになる。先行研究ではこれらの問題提起の

下、強相関系での動的不安定性に関する研究が、理論・実験共に進められた。

一方で、冷却原子系ではその観測性の高さからスピン自由度を持つ冷却原子気体の研究

も数多く行われている。スピン自由度は言うまでもなく物性物理において最も重要な自由

度の 1つである。電子が持つスピン 1
2 の自由度により発現する現象は数えきれないほど

存在するが、ボース粒子の持つ整数スピンも、Pauliの排他律が存在しないことも相まっ

て多彩な量子相を発現させることが知られている。特に、超流動-Mott絶縁体転移におい

てスピン自由度を持つ場合の相図がスピンレスの場合の相図と大きく異なることは注目さ

れた。また、スピン自由度を持つ超流動体のダイナミクスに関する研究も数多く行われ

[19]、特に、スピンフリップによりスピンの Sz 成分が混ざり合うスピンミキシングと呼

ばれる現象は超流動体のコヒーレントなスピンダイナミクスとして注目され、スピン大き

さが 1や 2の系で実験・理論ともに活発に研究されている。それに対して、光格子中にお

2
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けるダイナミクスは実験も発展していなかったことから研究は極めて少なかった。しかし

ごく最近、光格子中のスピン 1凝縮体のダイナミクスに関する実験が行われ [20]、光格子

ポテンシャルの深さがスピンのダイナミクスに大きく影響することなどがわかったため、

今後光格子中のダイナミクスに関する研究も大きく進展すると考えられる。

1.2 研究目的

以上の背景の下、本研究ではスピン自由度が超流動流の光格子中での動的不安定性に与え

る影響を明らかにすることを目的とする。この目的は量子力学的自由度であるスピン自由

度が、基本的に古典的な流体力学的不安定性である動的不安定性にどのような影響を及ぼ

すかという問題に注目したものである。本研究は大きく 2段階に分かれており、まずスピ

ン自由度がない場合にも十分に明らかになっていない、動的不安定性に伴う密度変調のメ

カニズムとその性質を明らかにする。次に、スピン自由度を導入した場合に超流動流の臨

界運動量がどのように変化し、スピンのダイナミクスがどう影響を与えているかを明らか

にする。さらに詳しい研究目的については各章の研究目的で詳細に述べる。

1.3 本論文の構成

本論文は、本研究を理解するための基礎的内容をまとめた第 2章、超流動流の動的崩壊に

伴う密度変調に関する研究をまとめた第 3章、スピン自由度を持つ超流動流の動的不安定

性に関する研究についてまとめた第 4章、結論と今後の研究課題が第 5章となっている。

第 2章では主に Bose-Einstein凝縮と超流動性について議論したあと、光格子中の超流動

の基本的な性質を示す。さらに、本研究の主題である超流動流の不安定性を先行研究とと

もに議論し、最後にスピン自由度を持つ超流動体の静的、動的な性質を先行研究とともに

示す。第 3章では、スピン自由度を持つ超流動流の不安定性を扱う前に、動的不安定性に

関して多くの情報を含む密度変調のメカニズムとその性質を議論する。そして第 4章でス

ピン自由度を導入した場合に超流動流の臨界運動量がどのように変化するなど、スピン自

由度が動的不安定性に与える影響を議論する。

3
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第 2章 理論的背景と関連実験

2.1 Bose-Einstein凝縮と超流動

超流動が生じる原因は Bose-Einstein凝縮と粒子間相互作用であることがわかっている。

そこで、超流動の現象の本質を理解するために、まず粒子間相互作用がない場合の Bose-

Einstein凝縮について述べる。実際には粒子間相互作用がなければ Bose-Einstein凝縮を

起こしても超流動にならないが、2.1.1項で一番シンプルな場合の Bose-Einstein凝縮を

理解し、2.1.2項で相互作用によって Bose-Einstein凝縮と超流動がどのようにつながっ

ていくかを考えていく。また、本研究では、主に 2次元の超流動を扱うが、Bose-Einstein

凝縮や超流動が起こるかどうかは本来系の次元性に大きく影響を受ける。そのため、本研

究では次元性をテーマとしていないものの、想定している系の有効性なども考慮できるよ

う Bose-Einstein凝縮や超流動の原理を次元性とともに紹介する。

2.1.1 理想気体の Bose-Einstein凝縮

この項ではまず理想気体の Bose-Einstein凝縮を 3次元と 2次元以下の低次元に分けて考

える。

3次元理想Bose気体

相互作用をしない質量 mの Bose気体を考える。今、体積 V の空間に閉じ込められた

Ntot 個の Bose粒子が温度 T の熱浴に接して平衡状態にある。Bose粒子のスピンは考え

ないこととする。この理想 Bose気体の Bose分布関数は

g(ϵ) =
1

e(ϵ−µ)/kBT − 1
(2.1)

と与えられる。ϵ、µ、kB はそれぞれ 1粒子のエネルギー、化学ポテンシャル、ボルツマ

ン定数である。また、3次元では状態密度が D(ϵ) = Vm3/2
√
2π2ℏ3

√
ϵであるので、

Ntot = N0 +

∫ ∞

0

D(ϵ)g(ϵ)dϵ = N0 +
V m3/2

√
2π2ℏ3

∫ ∞

0

√
ϵ

e(ϵ−µ)/kBT − 1
dϵ (2.2)

となる。ここで、状態数を用いた数え上げから状態密度を用いた積分に直す際に、積分

では ϵ = 0からの寄与が抜け落ちてしまうため、ϵ = 0にある粒子数のみ別扱いに N0 と

4
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した。ϵ = 0 からの寄与とは、離散化されたエネルギーに対する状態数を状態密度では

平均化していることから、状態数を用いた数え上げにおいては最低エネルギー（3次元の

箱では ϵm = 3π2ℏ2

2mL2、Lは系の 1辺の長さ）の状態にある粒子数に対応する。励起粒子数

Ntot −N0 は µを決めれば決定する。いま、ボース分布関数がどのような ϵに対しても正

であるという条件より µ ≤ 0、T → 0のとき ϵ = 0の状態にすべての粒子が入る基底状

態になるという条件から、e
− µ

kBT → 1 + 1
Ntot
、つまり µ→ 0が必要条件となる。以上か

ら、µの値が無視できるほど小さい低温では、

Ntot −N0 =
V m3/2

√
2π2ℏ3

∫ ∞

0

√
ϵ

eϵ/kBT − 1
dϵ ≡ Ntot

(
T

Tc

) 3
2

(2.3)

Tc ≡
2πℏ2

mkB

(
Ntot

ζ
(
3
2

)
V

) 2
3

(2.4)

となる。ζ(x)はツェータ関数である。したがって、ϵ = 0の状態に入る粒子数は

N0 = Ntot

[
1−

(
T

Tc

) 3
2

]
(2.5)

と決まる。この表式より、3次元理想ボース気体では、温度を下げていくと T = Tc から

ϵ = 0の状態に粒子が入り始め、T ≥ Tc の低温では ϵ = 0の状態になる粒子数が温度の

冪で急激に増加することがわかる。このように、低温で最低エネルギー状態に多数の粒子

数が落ち込む現象を Bose-Einstein凝縮と呼び、Tc がその転移温度となっている。

低温では、粒子の熱的ド・ブロイ波長 λD = h√
2πmkBT

（hはプランク定数）が大きくな

り波動性が強くなるため、それぞれの粒子の量子力学的性質が顕著に現れるようになって

いるが、さらに T ≤ Tc では多くの粒子が同じ量子状態をとっているために波動関数がコ

ヒーレントに重なり、系全体が 1つの波動関数で表せるようになる。つまり、系全体が 1

つの粒子のように振る舞うこととなる。この現象の重要な点は、その 1粒子が量子力学的

性質を顕著に示すことと、そのサイズが我々が日常で目にできるマクロなスケールになっ

ていることである。これらの利点から、我々が日常で認識できるレベルで量子力学的な性

質を利用するために Bose-Einstein凝縮が極めて重要な現象であることがわかる。

低次元理想Bose気体

次に、1、2次元の低次元系における理想 Bose気体の性質を考える。例えば面積が S の

5
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2次元系において、粒子数の条件式から化学ポテンシャルを求めると、

Ntot =
∑
i

1

e(ϵi−µ)/kBT − 1
=

2πSk

(2πℏ)2

∫ ∞

0

1

e(ϵ−µ)/kBT − 1
dp

= −SmkBT
2πℏ2

log(1− e−|µ|/kBT ) (2.6)

より、

µ= kBT log(1− e−TD/T ) (2.7)

TD=
2πℏ2Ntot

mkBS
(2.8)

となる。TD は熱的ド・ブロイ波長と平均粒子間距離が同じオーダーになり粒子の波動関

数が重なり合い始める温度である。T ≪ TD の低温では µ ≃ −kBTe−TD/T とできて µ

は 0に近づくが、サイズの比較的大きな系では最低準位のエネルギー 2ℏ2π2

mS は極めて小さ

いために、最低エネルギー準位の粒子数は N0 = 1

e(
2ℏ2π2
mS

−µ)/kBT−1
≃ kBT/|µ| ≃ eTD/T

とできる。このとき、N0 ∼ Ntot になる温度は

Tc = TD/ logNtot (2.9)

であり、密度一定で系のサイズを無限大にした熱力学極限では Tc → 0となってしまう。

そのため、2次元では Bose-Einstein凝縮は起こらない。1次元では、化学ポテンシャル

が 2次元よりも小さくなってしまうため、さらに凝縮が起こりづらくなる、つまり 2次元

と同様に Bose-Einstein凝縮が起こらないことがわかる。

しかし、冷却原子気体では異方的なトラップを用いることで実験的に 1、2 次元の低

次元 Bose-Einstein 凝縮を実現できる。例えば 1 次元的な ω3 ≪ ω1, ω2 の異方的調和ト

ラップを考えると、振動数の大きい方向の粒子の運動は制限され最低エネルギー状態のみ

とる。このとき、先ほどと同様に化学ポテンシャルを計算すると、

Ntot =
∑
i

1

e(ϵi−µ)/kBT − 1
= −kBT

ℏω3
log(1− e−|µ|/kBT ) (2.10)

µ= kBT log(1− eTD/T ) (2.11)

TD=
ℏω3Ntot

kB
(2.12)

となり、ここから Tc を計算すれば、

Tc =
ℏω3

kB

Ntot

log(Ntot)
(2.13)

となる。これは、トラップの形状を一定にしたまま粒子数を増やしていけば 1 次元でも

Bose-Einstein凝縮が起こる可能性があることを示唆している。

6
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2.1.2 Bose-Einstein凝縮と超流動の関係

前項で述べたように、Bose-Einstein凝縮と超流動は必要十分の関係にはなく、粒子間相

互作用がその間をつなぐ重要なファクターとなる。超流動ヘリウム 4 の超流動も粒子間

相互作用が非常に強く働いている系であり、理想気体を考えるだけだと実際の超流動を十

分に理解するには至らない。そこでこの項では、粒子間相互作用により Bose-Einstein凝

縮と超流動がどのようにつながるかを考える。ここでも前項と同様に次元性を考慮する。

Bose-Einstein凝縮と超流動の関係については未だ明確な理解が得られておらず議論が続

いている部分であるため、本論文ではその動向をできるだけ簡潔にまとめる。

3次元理想Bose気体

まず相互作用がない場合にボース・アインシュタイン凝縮体が超流動性を持たないこと

を示す。超流動は Bose-Einstein凝縮体が運動したときに摩擦の摂動によりその運動が乱

されるかを表した性質であり、あくまで動的な性質である。そのため、Bose-Einstein凝

縮と超流動を結び付けるには、静的な状況と動的な状況を比較する必要がある。今までに

3次元理想 Bose気体では Bose-Einstein凝縮が起こることは示してきたので、ここでは

その気体が摂動のある状況で運動した場合の性質を考える [8]。いま、質量M をもった管

図 2.1 管の中を流れる超流動体と発生した励起

の中に基底状態にある一様な超流動体が存在するとし、管が速度 vで動いている状況を考

える（図 2.1）。この系では管と超流動体しか考えていないため、この状況は超流動流が流

れている状況と同等である。そこに、流れ方向に沿った運動量 p、エネルギー ϵ(p)を持

つ励起が発生し、反作用の力で管は速度が v′ に変化したとする。すると運動量保存則と

7
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エネルギー保存則

　Mv′ + p =Mv (2.14)

1

2
Mv′2 + ϵ(p) =

1

2
Mv2 (2.15)

から

ϵ(p)− p · v +
p2

2M
= 0 (2.16)

が導かれる。いまM が十分大きいとすると第 3項を無視することができて、

ϵ(p)− p · v = 0 (2.17)

となり、この条件を満たすとき励起が発生し得るので、系で発生しうる何かしらの励起が

起きる最低の速度は

|v|min =

(
ϵ(p)

|p|

)
min

(2.18)

である。式 (2.18)の右辺は位相速度の最小値であり、つまり励起の分散関係において、原

点と分散曲線の 1点をつないだときに最小となる傾きである。したがって、自由粒子の分

散関係のように原点での傾きが 0であると、どのような vでも壁からの摂動により励起が

発生し得る。これは理想ボース気体において、エネルギーの高い準安定な流れを持った状

態が、流れの小さい真の安定状態へ励起を放出しながら遷移していくことを表しており、

つまり理想 Bose気体では安定した超流動状態は存在できないことがわかる。このような

超流動流の不安定性は Landau不安定性と呼ばれ、2.2節でさらに詳しくその機構を扱う。

相互作用する 3次元Bose気体

次に、相互作用する 3次元 Bose気体についても超流動の安定性を議論していく。ここ

では、平均場近似的な手法である Bogoliubov近似を用いた微視的理論から、相互作用が

入ることによって励起スペクトルがどのように変化するかを示す [27, 28]。

いま絶対零度において、体積 V の空間にある相互作用する一様ボース気体を考える。s

波散乱のみを考慮した粒子間相互作用を含むハミルトニアンは Bose粒子に対する場の演

算子を用いて

　H =

∫
d3rψ†(r)

(
− ℏ2

2m
∇2

)
ψ(r) +

1

2

4πasℏ2

m

∫
d3rψ†(r)ψ†(r)ψ(r)ψ(r)

(2.19)

8
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と表される。ここで、U0 は s波散乱の相互作用を表し、

　 U0 =
4πasℏ2

m
(2.20)

である。また、as は s波散乱の散乱長、mは粒子の質量、ϵp = p2

2m である。ここにフー

リエ変換

ψ̂(r) =
V 1/2

(2πℏ)3

∫
dpeip·r/ℏb̂p (2.21)

を施すと、

H =
∑
p

ϵpb
†
pbp +

U0

2V

∑
pp′q

b†p+qb
†
p′−qbp′bp (2.22)

のようにハミルトニアンが運動量表示される。ここで bp は運動量 pをもつボソンの消滅

演算子である。演算子を表すハットは省略した。式 (2.22) において、演算子を基底状態

bp=0 ≡ b0 と基底状態からの励起 bp ̸=0 とに分けて考える。ハミルトニアン第 1 項目は

ϵ0 = 0と ⟨b†0bp⟩ = 0などから

　
∑
p

ϵpb
†
pbp =

∑
p ̸=0

ϵpb
†
pbp (2.23)

となり、第 2項目は励起が微小である、つまり bp、b
†
p の 3次以上の項を無視すると

　
U0

2V

∑
pp′q

(b†0 + b†p+q)(b
†
0 + b†p′−q)(b0 + bp′)(b0 + bp)

= N2
0 +N0(bp′bp + b†p′−qbp + b†p′−qbp′ + b†p+qbp + b†p+qbp′ + b†p+qb

†
p′−q)

(2.24)

となる。ここでは熱力学極限を考え p = 0 の点に凝縮している粒子数 N0 は十分に大き

いとし、

　 b†0|N0⟩ =
√
N0 + 1|N0 + 1⟩ ≈

√
N0|N0⟩,　 b0|N0⟩ =

√
N0|N0 − 1⟩ ≈

√
N0|N0⟩

(2.25)

のように Bose粒子の生成消滅演算子を b†0 ≈ b0 ≈
√
N0 と置き換えた。これは生成消滅

演算子の揺らぎを無視しているので平均場近似に対応する。さらに運動量保存を考慮し

q = 0、p′ = −pとすれば

U0

2V

∑
pp′q

b†p+qb
†
p′−qbp′bp =

N2
0U0

2V
+ 2n0U0

∑
p ̸=0

(b†pbp + b†−pb−p) + n0U0

∑
p ̸=0

(b†pb
†
−p + bpb−p)

(2.26)

9
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となる。ここで n0 = N0/V は凝縮している粒子の粒子密度である。最終的にハミルトニ

アンは

H =
N2

0U0

2V
+
∑
p ̸=0

(ϵp + 2n0U0)b
†
pbp + n0U0

∑
p ̸=0

(b†pb
†
−p + bpb−p) (2.27)

と導かれる。ただし
∑

p の和では、(p,−p)を 1セットとしてカウントする。

このハミルトニアンは Bogoliubov 変換を用いることで対角化できる。Bogoliubov

変換

bp = upαp − vpα
†
−p

b−p = upα−p − vpα
†
p (2.28)

をハミルトニアンに施すと

H =
N2

0U0

2V
+
∑
p ̸=0

(α†
pαp + α†

−pα−p)[(ϵp + 2n0U0)(u
2
p + v2p) + n0U0(−2upvp)]

+
∑
p ̸=0

(α†
pα

†
−p + αpα−p)[(ϵp + 2n0U0)(−2upvp) + n0U0(u

2
p) + v2p)]

(2.29)

となる。ここで up, vp はボソンの交換関係を満たすように

u2p − v2p = 1 (2.30)

の関係を満たす。式 (2.50)のハミルトニアンが対角化されるための条件は

(ϵp + 2n0U0)(−2upvp) + n0U0(u
2
p + v2p) = 0 (2.31)

であるので、結局ハミルトニアンは

H =
N2

0U0

2V
+
∑
p ̸=0

Ep(α
†
pαp + α†

−pα−p) (2.32)

と対角化される。これにより励起のエネルギー固有値は

Ep =
√
ϵp(ϵp + 2n0U0) (2.33)

となる。粒子間相互作用がない場合には励起エネルギーは自由粒子と同じ形になるのは明

らかで、超流動は励起に対して不安定である。それに対して、粒子間相互作用が入った場

合には

Ep

|p|
=

√
1

2m
(
p2

2m
+ 2n0U0) (2.34)
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であり、これを最小にする |p| = 0の場合も位相速度は n0U0

m の有限な値が残る。以上か

ら、相互作用する Bose-Einstein凝縮体は n0U0

m 以下の位相速度では Landau不安定性に

より超流動が壊されないで安定に存在できることがわかる。これは粒子間相互作用強度が

大きくなると長波長の集団励起が生じにくくなることに起因する。ちなみに長波長領域で

は分散は線形になっているため集団励起はフォノンである。ここまでの議論により、少な

くとも Landau 不安定性に対しては粒子間相互作用が超流動性を守る役割を果たすこと

が理解できる。ただし注意すべきは、超流動性は Landau不安定性のみで議論されるわけ

ではないことである。超流動状態を壊す要因としては後に示す渦などの動的な不安定性も

あり、相互作用と超流動性の関係はそこからさらに詳しく議論される必要がある。そのた

め、様々な不安定性に対する超流動性を統一的に議論できるような超流動に関する量や

オーダーパラメータが存在すると便利であり、かつ励起や動的な性質を大きく変化させる

次元性も議論しやすくなる。以降の項では、一般的に用いられる超流動のオーダーパラ

メータを紹介していく。

非対角長距離秩序とオーダーパラメータ

超流動は Bose-Einstein 凝縮と必要十分の関係では結び付けられないと上に述べてき

た。この背景には粒子間相互作用の効果や次元性の効果、さらには非平衡の効果などが存

在する。そこで、これらの効果が入ってきても超流動が定義できるオーダーパラメータが

必要である。まずは、相互作用が入ってきた場合にも自然と拡張できる非対角長距離秩序

を紹介する。[29, 30]非対角長距離秩序は、量子力学的な位相の長距離秩序と関係づけら

れ、基本的には Bose-Einstein凝縮に関係付けられる量である。元々スピンの 2次元古典

XY模型で指摘され、その後 2次元 Bose液体の超流動転移の文脈でも研究が進められた

Brezinskii-Kosterlitz-Thouless（BKT）転移 [31, 32, 33]で知られるように、低次元など

の環境では非対角長距離秩序と超流動が対応しないことも知られているものの、超流動性

の細かい議論に踏み込まない限りは非対角長距離秩序は超流動を示す指標として有効な量

として用いられている。本研究においても非対角長距離秩序に対応したオーダーパラメー

タを用いて超流動性を判断する。

まず相互作用のない理想 Bose気体を考えると、非対角長距離秩序は

lim
|r−r′|→∞

⟨Φ|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|Φ⟩ (2.35)

で表される。ここで、Ψ̂†(r), Ψ̂(r)は Bose粒子に関する場の生成消滅演算子、Φは N 粒

子系の状態を表すケットである。ρ1(r, r
′) = ⟨Φ|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|Φ⟩は 1粒子密度行列と呼ば
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れる。つまりこの量は、ある位置から無限に遠い他の位置に粒子を移動しても系の状態が

変化しない確率振幅である。Ψが様々な状態 Ψn を係数 cn で重ね合わせた状態であると

すると、1粒子密度行列は

ρ1(r, r
′)= ⟨Φ|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|Φ⟩
=
∑
n,n′

c∗n′cn⟨Φn′ |Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|Φn⟩

=
∑
n

pn⟨Φn|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|Φn⟩ (2.36)

のように状態 nの起こる確率 pn で表される。さらにこれを完全性条件
∑

m |m⟩⟨m| = Î

を用いて変形していくと

ρ1(r, r
′)=

∑
n,m

pn⟨Φn|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|m⟩⟨m|Φn⟩

=
∑
n,m

pn⟨m|Φn⟩⟨Φn|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|m⟩

= Tr

[∑
n

pn|Φn⟩⟨Φn|Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)

]
= Tr

[
ρ̂Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)

]
(2.37)

のように密度演算子

ρ̂ ≡
∑
n

pn|Φn⟩⟨Φn| (2.38)

を用いてトレースで表すことができる。

この非対角長距離秩序 Bose-Einstein凝縮とどのように対応するか見るために、運動量

表示に直したときの非対角長距離秩序を示す。1粒子密度行列中の場の演算子をフーリエ

変換すると、

ρ1(r, r
′) =

1

V

∑
k,q

⟨â†kâq⟩e
−i(kr−qr′) (2.39)

であるが、系の並進対称性が保たれている場合、つまり系が空間的に一様な場合には

⟨â†kâq⟩ = δk,q⟨n̂k⟩ (2.40)

となる。これは、空間的に非一様なポテンシャルが系にかかっていない限り、系の全運動

量がハミルトニアンと交換して全運動量が保存することから導かれる。以上から、

ρ1(r, r
′) =

1

V

∑
k

⟨n̂k⟩e−ik·(r−r′) (2.41)
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の表式が得られる。|r− r′|を無限大に大きくすると、kの和の中の kの関数が激しく振

動するため、和における k = 0以外の項は無視できる。結局、

lim
|r−r′|→∞

ρ1(r, r
′) =

⟨n̂k=0⟩
V

(2.42)

のように非対角長距離秩序は Bose-Einstein凝縮している粒子の密度に対応している。

この考え方は相互作用がある場合にも自然と拡張できる [34]。相互作用がない理想

Bose気体の場合には取りうる状態として 1粒子のエネルギー準位が想定されたが、相互

作用がある場合には新たな同数の準位が生じる。これは密度行列を対角化すれば、

ρ =


n1 0 0 · · · 0
0 nmax 0 · · · 0
0 0 n2 · · · 0

...
. . .

0 0 0 · · · ns

 (2.43)

のように密度行列が最大の確率 nmax で現れる状態とその他の s個の状態の確率で表され

る。よって、密度演算子 (2.44)は最大出現確率の状態 |Ψ⟩を用いて

ρ̂ = nmax|Ψ⟩⟨Ψ|+
∑
m

nm|m⟩⟨m| (2.44)

と表される。よって、非対角長距離秩序は

lim
|r−r′|→∞

ρ1(r, r
′)= Tr

[
ρ̂Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)

]
= nmax (2.45)

となり、相互作用のある場合にある状態に Bose-Einstein 凝縮している粒子の密

度に対応付けられる。さらに N 粒子状態に関するトレースを Tr
[
ρ̂Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)

]
≡

⟨N |Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|N⟩と表すことにすると、この間に完全系を挟むことで

⟨N |Ψ̂†(r)Ψ̂(r′)|N⟩ = ⟨N |Ψ̂†(r)|N − 1⟩⟨N − 1|Ψ̂(r′)|N⟩ (2.46)

とできる。そのため、超流動のオーダーパラメータとして nmax をとっても良いが、超流

動が量子力学的現象であることをあらわにするために

Ψ ≡ ⟨N − 1|Ψ̂(r)|N⟩ (2.47)

をオーダーパラメータに定めることが多い。本研究でもこの定義をオーダーパラメータと

して採用する。ただしここで、式 (2.46)の変形をする際今まで考えてきた N 粒子系の波
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動関数を全体の粒子数が揺らいでいるような波動関数に拡張していることを注意してお

く。というのは、例えば絶対零度の粒子間相互作用がない場合を考えれば、N 粒子系の状

態は真空状態 |vac⟩を用いて

|ΨN ⟩ = 1√
N !

(a†k=0)
N |vac⟩ (2.48)

と表されるが、この状態では生成消滅演算子の期待値、つまりオーダーパラメータが 0に

なってしまう。オーダーパラメータを用いると数学的にも物理的にも問題の取り扱いが簡

単になることが多いので、オーダーパラメータが有限になるように波動関数を拡張した

い。そのため、先ほどの N 粒子系の状態を

|ΨN ⟩ = e−
N0
2 e

√
N0a

†
k=0 |vac⟩ (2.49)

のように拡張すると、オーダーパラメータが

⟨ΨN |Ψ(r)|ΨN ⟩ = ⟨ΨN |Ψ†(r)|ΨN ⟩ =
√
N0

V
(2.50)

と有限になる [35, 36]。ただし N0 は凝縮している粒子数である。これは本来粒子数が定

まっている系に対して粒子数を揺らがせるというルールを破った行為を犯してしまって

いる。しかし、粒子数の期待値は N に保たれていること、粒子数の揺らぎは
√
N のオー

ダーであるため熱力学極限では無視できることから、基本的性質は守られていると考えら

れる。このような考えの下、式 (2.46)は変形された。また、このような拡張は粒子間相互

作用を摂動的に取り込むためにも有効なものになっている [27]。

オーダーパラメータは Gross-pitaevskii方程式と呼ばれる運動方程式に従うことも特徴

である。いま、式 (2.19)のハミルトニアンから Bose粒子の消滅演算子に関するハイゼン

ベルグの運動方程式を求めると、

iℏ
∂ψ(r, t)

∂t
= −

(
ℏ2∇2

2m
+ µ

)
ψ(r, t) +

4πasℏ2

m
ψ†(r, t)ψ(r, t)ψ(r, t) (2.51)

となる。さらに ψ(r, t)について拡張された状態で統計平均を取れば、オーダーパラメー

タに関する運動方程式

iℏ
∂Ψ

∂t
= −

(
ℏ2∇2

2m
+ µ

)
Ψ+

4πasℏ2

m
|Ψ|2Ψ (2.52)

が得られる。ただし粒子間相互作用の項において、統計平均からの揺らぎは無視した。こ

の運動方程式はGross-Pitaevskii（GP）方程式と呼ばれ、粒子間相互作用が弱い場合には
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Bose-Einstein 凝縮体の運動を記述するのに良い近似となる。GP 方程式は Bogoliubov

近似を時間発展にも拡張した場合になっており、GP方程式でも式 (2.33)のような弱相関

の場合のスペクトルを導出できる。

最後に、非対角長距離秩序を持つような状態は位相が長距離に保たれた状態であること

に触れておく。位相は粒子数の変化を表す概念であるので、位置と運動量のように粒子数

と位相は共役な関係にある。そのため両者の不確定性関係から、粒子数が揺らいでいる非

対角長距離秩序を持つような状態は位相が確定している状態であることがいえる。かつ、

系の中で粒子の流れがない一様な状態であれば、位相は確定していてかつ長距離に渡って

揃っていることになる。このような位相の秩序状態は、実験的には 2つの Bose-Einstein

凝縮体の干渉によって確かめられている [37]。

低次元系における超流動

本研究では計算量の関係上 2次元系を扱うものの、超流動性に関する詳しい議論には踏

み込まないので、簡単のため超流動を上記オーダーパラメータで定義する。つまり、超流

動の安定性というよりは Bose-Einstein凝縮体の安定性を考えることになる。しかし、計

算の背景や正当性を考える上で重要であるため、本論とは直接には関係はないが、この項で

低次元の超流動性について考えていく。ここでは本研究で扱う 2次元系について、有限温

度では Bose-Eonstein凝縮を起こさないにも関わらず、Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

（BKT）転移により超流動性を示すことが知られている 2次元超流動を扱う。この項の流

れとしては、まず 2 次元における相関関数の計算を 3 次元の場合と比較し、その後正確

な超流動性の議論にはヘリシティモジュラスを用いることが望ましいことを示す。さら

に、冷却原子系での超流動の BKT転移を紹介した後、実際の崩壊の機構を理論的に考察

する。

まず、2次元では熱揺らぎによって Bose-Einstein凝縮が妨げられ 3次元の場合のよう

な非対角長距離秩序を持てないことを示す [28, 38]。熱揺らぎが重要になる転移温度近傍

を考える場合には、Ginzburgと Landauが現象論的に導入した [39, 40]、超伝導のオー

ダーパラメータの汎関数として表された自由エネルギーを用いると便利である。超流動の

場合にも同様に d次元の自由エネルギーはオーダーパラメータを用いて

F =

∫
ddr

[
a|Ψ(r)|2 + b

2
|Ψ(r)|4 + c|∇Ψ(r)|2

]
(2.53)

と表される。この形式は、

F =

∫
ddr

[
s1|Ψ(r)|+ s2|Ψ(r)|2 + · · ·+ s′1|∇Ψ(r)|+ s′2|∇Ψ(r)|2 + · · ·

]
(2.54)
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という局所的自由エネルギーと空間的一様性のずれを考慮した部分による一般的な自由エ

ネルギーの展開系において、大局的位相変換 Ψ → Ψeiϕ（群論でいう U(1)変換）に対し

てエネルギーは変化しないという要請と、転移点近傍でオーダーパラメータが十分小さい

という要請から仮定された形である。比較のためにまず 3 次元の場合にこの自由エネル

ギーを用いて 1粒子密度行列を計算すると、

⟨Ψ(r)∗Ψ(r′)⟩=
∑
k

e−ik·(r−r′)⟨Ψ∗
kΨk⟩

=
∑
k

e−ik·(r−r′)

∫
dRe[Ψk]dIm[Ψk]Ψ

∗
kΨke

− F
kBT∫

dRe[Ψk]dIm[Ψk]e
− F

kBT

(2.55)

となり、ここに簡単のため |Ψ|の 4次の項を無視してフーリエ変換された自由エネルギー

F =
∑
k

(a+ ck2)(Re[Ψk]
2 + Im[Ψk]

2) (2.56)

を代入すれば、

⟨Ψ(r)∗Ψ(r′)⟩=
∑
k

e−ik·(r−r′)

∫
dsdt(s2 + t2)e

−
∑

k
s2+t2

kBT (a+ck2)∫
dsdte

−
∑

k
s2+t2

kBT (a+ck2)

=
∑
k

e−ik·(r−r′)

− ∂

∂
(

a+ck2

kBT

) ( kBT
a+ck2

)
kBT
a+ck2

=
∑
k

e−ik·(r−r′) kBT

a+ ck2
(2.57)

とできる。この和は k = ±i
√

a
c に極を持つ複素積分に帰着し、∑

k

e−ik·(r−r′) kBT

a+ ck2
= 2π

∫ ∞

0

dk

∫ π

−π

dθk2 sin θ
kBT

a+ ck2
e−ik|r−r′| cos θ

=
2πkBT

i|r− r′|

∫ ∞

−∞
dk
ke−ik|r−r′|

a+ ck2

= 2π2kBT
e−|r−r′|/ξ+

|r− r′|
(2.58)

ξ+ =

√
c

a
(2.59)

となる。積分の際 z 方向を r− r′ 方向にとった。この形から、3次元の転移温度以上では

1粒子相関関数は有限のコヒーレンス長程度で消えてしまうことがわかる。つまり、転移
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温度以上で熱揺らぎにより有限のオーダーパラメータを持ったとしても、非対角長距離秩

序は存在しないことがわかる。

次に、2次元の場合の計算を行う。オーダーパラメータを

Ψ(r) = |Ψ(r)|eiϕ(r) (2.60)

のように振幅と位相に分けて、密度揺らぎと位相の揺らぎをそれぞれ考える。面積 S の 2

次元系において、あるモード qに関する密度の揺らぎ δnq に対応する圧縮エネルギーは

Ec =
1

2
U0S|δnq|2 (2.61)

であるが、これはモード q に関する全エネルギーから運動エネルギーを差し引いたエネ

ルギー

ϵq
1

e
ϵq

kBT − 1
− 1

2
kBT ≃ 1

2
kBT (ϵq ≪ kBT ) (2.62)

と等しいので、密度揺らぎは温度に比例した

⟨|δnq|2⟩
n2

=
kBT

U0n2S
(2.63)

の形になる。これを Bogoliubov近似で求めた音速 cs =
√

nU0

m で表せば、

⟨|δnq|2⟩
n2

=
kBT

Nmc2s
(2.64)

となり、結局、各位置での粒子数の分散は

⟨|δn(r)|2⟩
n2

≃
∑

q,q<qmax

kBT

Nmc2s
(2.65)

となる。ここで、qmax は原子間距離の逆数程度のカットオフの波数である。式 (2.65)よ

り、温度が十分に小さければ密度揺らぎは非常に小さいことがわかる。2次元系では、密

度揺らぎの大きさが熱的ド・ブロイ波長が平均粒子間距離と同じオーダーになる温度、式

(2.8)を用いておおよそ

⟨|δn(r)|2⟩
n2

≤ T

TD
(2.66)

となることがわかっており、これは BKT転移する温度程度では非常に小さくなることが

わかっている。そのため、2次元では次に示す位相の揺らぎが系の長距離相関を壊す主要

な役目をすることになる。
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密度揺らぎを無視すると 1粒子密度行列は、

ρ1(r, r
′) = ⟨|Ψ(r)∗||Ψ(r′)|ei[ϕ(r)−ϕ(r′)]⟩ ≃ |Ψ|2⟨ei[ϕ(r)−ϕ(r′)]⟩ (2.67)

と表される。これは位相の揺らぎに関する自由エネルギー

F = c|Ψ|
∫
d2r|∇ϕ|2 (2.68)

を用いて 3次元での 1粒子密度行列の計算と同様に Gauss積分を行うことで、

ρ1(r, r
′)= |Ψ|2 exp

[
−
∑
k

kBT

2c|Ψ|2k2
{1− cos (k · (r− r′))}

]

= |Ψ|2 exp
[
− kBT

8π2c|Ψ|2

∫
dk

1

k

∫ π

−π

dθ {1− cos(k|r− r′| cos θ)}
]
(2.69)

となる。|r− r′|が十分大きいところでは、kに関する積分の下限を 1
|r−r′| 程度にカットオ

フすることができて、加えて角度に関する積分を
∫ π

−π
dθ {1− cos(k|r− r′| cos θ)} ≃ 2π

と近似することができるため、最終的に 1粒子密度行列は

ρ1(r, r
′)= |Ψ|2 exp

[
− kBT

4πc|Ψ|2

∫ qmax

1/|r−r′|
dk

1

k

]

∝ exp

[
− kBT

4πc|Ψ|2
log (|r− r′|qmax)

]
∝ r−η (2.70)

η ≡ kBT

4πc|Ψ|2
(2.71)

となる。この形から非対角長距離秩序は存在しないことがわかるが、|r − r′|に関する依
存性は指数関数的ではなく冪的と比較的穏やかな減衰になっている。そのため、Bose-

Einstein凝縮のような長距離秩序は存在しないが、一般的な常流動状態とも異なる中間的

な秩序が存在していることになる。これは物理的には今までの議論から、局所的な位相の

相関が存在すると考えることができる。1次元についても同様の計算を行うことで 1粒子

密度行列が距離の指数関数で減衰することがわかっており [28]、2次元の場合のような中

間的な秩序は存在しないことがわかっている。

以上のように 2 次元では非対角長距離秩序が存在しないことがわかるが、その代わり

に超流動性を議論できる量としてヘリシティモジュラスがある。ヘリシティモジュラスは

系の位相に空間的なねじれを加えた時の自由エネルギーの変化量で定義される。つまり、

バネの強度と似た、位相のひねりに対する剛性を表す量となっている。ここでは、ヘリシ
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ティモジュラスが超流動密度と比例関係にあり、超流動性を確かに捉えている量であるこ

とを文献 [41]に基づき示す。

いま、両端に壁のある長さ L、断面積 Aの円筒形の系を考える。温度 T において片方

の壁と反対の壁においての系の位相が θねじれた状態の自由エネルギーを F (T, θ)とすれ

ば、位相のねじれがない場合との差は

∆F (T, θ) = F (T, θ)− F (T, 0) (2.72)

とおける。また、系の位相変化率の平均は

∇ϕ =
1

V

∫
dr∇ϕ(r) = θ

L
(2.73)

である。当然 ∆F (T, θ) は ∇ϕ の関数になっていて、∇ϕ = 0 のとき 0 になる。その関

数の形は、自由エネルギーの現象論的な表式 (2.53) の範囲では ∆F ∝ ∇ϕ2 と考えられ
る。また、位相の変化率は自由エネルギー密度を誘起させることから、系全体の自由エネ

ルギー変化は系の体積 V に比例すると考えられる。そのため、∆F (T, θ) は熱力学関数

Υ(T )を係数として

∆F (T, θ) ≃ 1

2
Υ(T )V∇ϕ2 =

Υ(T )Aθ2

2L
(2.74)

と表される。系の形が決まっていれば、位相をひねったときの自由エネルギーの変化は

Υ(T )の大きさによって決まり、これはヘリシティモジュラスと呼ばれ、位相のひねりに

対する剛性を表している。自由エネルギーとして式 (2.53) を採用したため、この式は位

相のひねりが小さいほど正確になる。これは式 (2.73) から、熱力学極限で正確になるこ

とを示している。よって、ヘリシティモジュラスは

Υ(T ) = lim
A,L→∞

[
2L

Aθ2
∆F (T, θ)

]
(2.75)

と定義される。これを超流動密度と関係づけるには、超流動相では位相のひねりが超流動

の速度に対応していることを利用する。Bose 粒子の質量を m とすると、超流動速度 vs

は位相の変化率を用いて

vs =
ℏ
m
∇ϕ (2.76)

であるので、Bose系で位相をひねったときの自由エネルギーの変化を超流動の運動エネ

ルギーの増分と考えれば

∆F (T, θ) =
1

2
V ρs(T )v

2
s(θ) (2.77)
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となる。ρs(T )は超流動密度を表す。この式を式 (2.74)と比較することにより、超流動密

度とヘリシティモジュラスの関係が

ρs(T ) =

(
ℏ
m

)2

Υ(T ) (2.78)

と導かれる。ヘリシティモジュラスは超流動密度と比例関係になっているため、ヘリシ

ティモジュラスは超流動性を議論するのに適した量であるといえる。ヘリシティモジュラ

スは熱平衡状態にある系の自由エネルギーを用いて計算されるため、次に示す渦による超

流動流の崩壊など、動的な現象の詳細の議論には向かないものの、BKT転移の転移温度

前後で急激な飛びを示すことが 2次元 XY模型（2次元ヘリウム 4は 2次元 XY模型に

マッピングされる）においてモンテカルロ法を中心に理論計算で示されており [42, 43]、2

次元でも超流動転移を記述できることがわかっている。

では、実際にヘリシティモジュラスに飛びが現れる BKT転移温度付近では何が起こっ

ているのだろうか。この問題は Berezinskii、Kosterlitz、Thoulessらによって渦の励起を

考えることで説明された [31, 32]。ここでは簡単な量子渦の量子化に関する説明と、量子

渦ができることでなぜ超流動流が不安定になるのか、そして渦を考えることによる BKT

転移温度の計算を行う。

渦の量子化についての議論は Onsager によって行われた [44]。一般に、超流動体中の

閉曲線に沿った位相変化 ∆ϕ を考えると、∆ϕ は 2π の整数倍、つまり n を整数として

∆ϕ = 2πnでなければならない。そこで

Γ =

∮
drv· (2.79)

で与えられる循環を考えると、v = ℏ
m∇ϕであるから、

Γ =
2πℏn
m

=
h

m
n (2.80)

と循環が量子化されることがわかる。nは巻き付き数と呼ばれ循環を分類する。超流動体

中の流れに関しては、流れがポテンシャル流であることから

∇× v = 0 (2.81)

という制限が課されるが、系が多重連結の場合や位相が特異点を持つ場合、波動関数が 0

になる点が存在する場合には上で述べたような量子化された渦が生じ得る。例えばこれは

トーラスの容器に入った超流動流や渦芯を持つ渦糸なら可能である。
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次に、このような量子化された量子渦が超流動体内に生じた場合に超流動流が不安定に

なることを示す。そこには phase slip[45, 10]という現象が深く関わっている。超流動流

がパイプの中で一様に流速 vs で流れている場合を考える。そのときは図 2.3のように位

相は等間隔で配置される。ここに上側の壁から渦糸が励起され（図 2.2 (a)）、パイプを横

図 2.2 一様な超流動流の位相配置。太線は π の整数倍の位相を表す等高線、点線は半

整数倍を表す等高線である。

断するように下側の壁に移動していったとする。そして最終的に渦糸が下の壁に吸収され

た（図 2.2 (b)）とすれば、図 2.2 (b)の上側のように位相が 2π 分渦糸に奪い取られ位相

勾配が緩やかになる。位相の勾配が緩やかになるということは超流動流の流速が減速する

ことに相当する。この現象は phase slipと呼ばれ、Anderson[45]により初めて提唱され

た。phase slipにより超流動流は減速するため、渦糸が超流動体中に発生すれば超流動流

が不安定になる。phase slipは渦糸対の生成によっても生じる。先ほどと同様にパイプの

中の一様な超流動流を考えたときに、何かしらの摂動が加わることである点の超流動の粒

子数密度が小さくなったとする（図 2.4 (a)）。減少が大きく粒子数密度が 0 になる（図

2.4 (b)）と、上で述べたように渦糸が生じることが可能になりその点において渦糸対が生

成する（図 2.4 (c)）。その後渦糸対は分離し（図 2.4 (d)）、最終的に phase slipが起こる

（図 2.4 (e)）。いま長さ Lのトーラス型のパイプ中を流れている粒子数N を含んだ超流動

流の流速が vs,n = ℏn
mL と量子化されていて、phase slipにより巻き付き数の 1つ小さい
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図 2.3 渦糸の発生による phase slipの模式図。上の壁から渦糸が励起 (a)された後、

下側の壁に吸収 (b)され、渦糸の発生前に比べて位相の勾配が緩やかになっている。

流れ vs,n−1 = ℏ(n−1)
mL に移行したとすれば、そのとき散逸するエネルギー ∆E は

∆E=
1

2
mN(v2s,n − v2s,n−1)

=
ℏ2N
2mL

(2n− 1) (2.82)

となる。このような離散的なエネルギー散逸は Avenelらによって実験によって確かめら

れている [4, 46]。それ以外にも、トーラス容器内の液体ヘリウム 4を用いた実験 [47, 48]

やトーラス型トラップ中の冷却原子気体を用いた実験 [49, 50]においても phase slipが観

測されている。

では次に、このような渦糸が発生する BKT転移温度を見積もる。転移温度を見積もる

には、渦糸がある状態とない状態のエネルギーの差を比較すればよい。いまある点を中心

として巻き付き数が n = 1 の渦糸ができているとする。n = 1 のみ考えるのは、エネル
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図 2.4 渦糸対の生成による phase slip[10]。ある点で超流動の粒子数密度が減少し

密度が 0 になった (a)(b) 後、その点で渦糸対が生成し (c)、それが独立な渦糸に分離

(d)(e)することで phase slipが生じている。
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ギーが一番低く励起されやすいので超流動流の不安定性に最も効いてくるからである。渦

糸の軸を中心とした 2次元極座標を考え、凝縮体の波動関数を

Ψ(r, ϕ) = f(r)eiϕ(r,) (2.83)

とおく。一様な角度方向には系は一様であるとし f の角度方向の依存性をおとした。こ

れを凝縮体のエネルギー

E =

∫
dr

[
ℏ2

2m
|∇Ψ(r)|2 + 1

2
U0|Ψ(r)|4

]
(2.84)

に代入すれば、

Ev=

∫ D

0

drr

∫ 2π

0

dφ

[
ℏ2

2m

(
∂f

∂r

)2

+
ℏ2

2mr2
f2 +

1

2
U0f

4

]

= 2π

∫ D

0

drr

[
ℏ2

2m

(
∂f

∂r

)2

+
ℏ2

2mr2
f2 +

1

2
U0f

4

]
(2.85)

となる。ここで、Dは十分大きいカットオフの距離である。また、循環 Γが

Γ = 2πrvs =
2πℏ
m

(2.86)

と表されることから超流動の角度方向の速度と位相の微分が

vs =
ℏ
mr

(2.87)

∇ρ =
1

r
(2.88)

となることを用いた。

次に渦がない場合の一様系のエネルギーを求める。半径D内の粒子数をND とすれば、

系のエネルギーは

Eu =
1

2

(
ND

πD2

)2

U0 × πD2 =
1

2

N2
D

πD2
U0 (2.89)

である。また、半径 D内の粒子数は

ND = 2π

∫ D

0

drrf2 (2.90)

であるから、系のエネルギーは

Eu =
2πU0

πD2

(∫ D

0

drrf2

)2

(2.91)
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となる。渦に関するエネルギーは結局、

ϵv= Ev − Eu

= 2π

∫ D

0

drr

[
ℏ2

2m

(
∂f

∂r

)2

+
ℏ2

2mr2
f2 +

1

2
U0f

4

]
− 2πU0

πD2

(∫ D

0

drrf2

)2

(2.92)

となる。

BKT転移温度をおおまかに見積もるために式 (2.92)中の主要項である第 2項を用いて

渦のエネルギーを近似的に求めると、

ϵv =
πℏ2n
m

log
D

ξ
(2.93)

ξ =
ℏ√

2mnU0

(2.94)

となる*2。nは渦から十分遠い領域での粒子数密度であり、ξは渦の粒子数密度勾配がなく

なる渦の中心からの距離である。ここから渦による自由エネルギーの変化∆F = ϵv −TS
を求めるが、エントロピー S は渦の配置に関するおおよその状態数 πD2

πξ2 =
(

D
ξ

)2
を用い

れば

∆F = 2kB log
D

ξ
(2.95)

となる。よって自由エネルギー変化は

S =

(
πℏ2n
m

− 2kBT

)
log

D

ξ
(2.96)

である。∆F < 0であれば渦が励起したほうがエネルギーが低くなるから、BKT転移温

度は

TBKT =
πℏ2n
2mkB

(2.97)

と見積もられる。1粒子密度行列は T > TBKT では冪的な距離依存性を示し、T < TBKT

では指数関数的な距離依存性を示す。BKT転移やそれに伴う渦糸に関する実験は冷却原

子気体においても近年活発に進められており [51, 52, 53, 54]、精密な転移温度の決定や渦

のダイナミクスの観測が進められている。

以上が 2次元系に関する超流動性の議論であるが、最後に少し 1次元系の超流動性につ

いても触れておく。1次元系ではヘリシティモジュラスが 0になるにも関わらず、超流動

*2 正確な積分の値は数値計算から ϵv = πℏn
m

log 1.464D
ξ

となる [28]。
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性を示すことが例えば谷口らの実験 [55] から示されている。この食い違いはヘリシティ

モジュラスが熱平衡状態での自由エネルギーを用いて計算されていることによると考えら

れる*3。現実の実験では完全ではないにせよ 1次元では非常に多くの保存量が存在するた

めに熱平衡になるのに多大な時間がかかるため、非平衡の効果を入れて議論しなければな

らない。この問題に対する考察は Eggleらによって行われたが [56]、非平衡に関する複雑

な問題でこれからも更なる議論が必要であると考えられる。

ここまで次元性に関する議論を含めた超流動性を考察してきた。ここでの内容は本研究

を理解するために必須な項目ばかりではないが、本研究の物理的背景や計算の正当性を考

える上では極めて重要な問題である。

2.1.3 光格子中の超流動

光格子とは対向させたレーザーの干渉によって作られた周期ポテンシャルである [21, 22]。

光格子中に冷却原子気体を閉じ込めた光格子冷却原子系は、Feshbach共鳴 [14]を用いた

粒子間相互作用強度の操作法 [71, 24] や光格子マイクロスコープ [25, 26] のような実空

間・実時間観測法が発展しているため、極めて高精度かつ多彩な量子現象のシミュレー

ションを行うことができる。この項では、光格子系で観測された最も重要な現象である超

流動-Mott絶縁体転移を中心に、光格子中の超流動の性質を考える。超流動-Mott絶縁体

転移は本研究において流れがない静的な場合の基礎となる現象となっているため、超流動

流の不安定性を理解する上でも非常に重要な現象である。

光格子の原理

既に述べたように光格子は対向させたレーザーの干渉によって作られた定在波である

が、レーザーによる定在波が原子に与える力は以下のようにレーザーに含まれる電場と原

子の分極によって説明できる。図 2.6のように 1次元系でレーザー光の定在波が作る電場

を考える。定在波の周波数を ω とすれば

　 E(x) = E(x) sin(ωt)ŷ (2.98)

となる。また、電場によって誘起される原子の分極は、分極率を αとすれば

　 p = αE(x) (2.99)

*3 このようにヘリシティモジュラスに非平衡効果が入らないという問題は昔から懸念されていた [41]。
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であり、原子が電場から受ける力は、分極が電場方向と完全に一致するとすると

　 F = −p ·E(x) = −|p||E| = −α|E|2 = −αE2(x) sin2(ωt) (2.100)

である。いま、ω ≫ 1とすると、原子が受ける力の時間平均は

　F = −αE
2(x)

2
= −αE

2
0

2
sin2

(
2πx

λL

)
(2.101)

ただし、E(x) = E0 sin
(

2πx
λL

)
、λL はレーザーの波長である。これより、レーザー光によ

る定在波は、レーザー光の半分の波長の周期ポテンシャルを作ることになる。

図 2.5 レーザー光による電場

図 2.6 定在波と光格子ポテンシャル

光格子中の粒子の基本的な性質

光格子中の原子は結晶中の電子と類似性を持つ。最も大きな共通点はどちらも周期ポテ

ンシャル中に粒子が存在するため Bloch 波を形成していることである。逆に電子系には
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ない冷却原子光格子系だけの特徴は、Bose系の生成が可能であること、電気的に中性な

原子を用いた実験が可能であること、粒子間相互作用が操作できることなどが上げられ

る。そのため冷却原子光格子系では、電子系が持つ性質をさらに掘り下げる研究や電子系

にはない性質の発見と応用が数多くなされている。そこでここでは、ごく一部であるが冷

却原子光格子系の基本的な実験を紹介しながら静的な性質や動的な性質を説明する。

光格子系ではブロッホ波が生じるため、バンドが形成される。光格子中では光格子ポテ

ンシャルの深さを変えることでタイトバインディングモデルのフラットなバンドから自由

粒子のパラボリックなバンドまでを滑らかにつないだ観測が可能である [57]。図 (2.7)の

ように、光格子ポテンシャルが反跳エネルギー*4の 20倍程度のときはほぼタイトバイン

ディングモデルになっており、そこから光格子の深さを小さくしていくと自由粒子のバン

ドにマッピングされる。このバンドをエネルギーの低いところから粒子が占有していった

とすればブリルアンゾーンが観測されるはずであるが、実際に実験で Bose系 [58]の場合

と Fermi系 [59]の場合それぞれで 2次元正方形の第 1ブリルアンゾーンの形状がはっき

り観測されている。

このようなバンド構造から、周期ポテンシャル中の粒子の重要な特徴である Bloch 振

動や Landau-Zener トンネリングなどの動的な現象も考えることができる。どちらの実

験も光格子を作る対向レーザーの波長に差をつけることでうなりを作り、光格子に速度を

持たせることで粒子にも速度を持たせて観測を行うのが一般的である。光格子の速度が

Bose系の波数に対応し、粒子の速度から光格子の速度を差し引いたものが波束の速度と

なる。Bloch振動はバンドの伝導帯が波数に対する周期構造をとることに起因して生じる

現象である。波束の速度、つまり実際の粒子の速度はバンドエネルギーを運動量で微分し

た群速度として計算されるので、粒子を加速させて粒子の波数を変えていけばバンドの周

期性を反映して粒子の速度にも周期性が現れる。実際に Morsch らの実験ではこのよう

な状況設定において Bloch振動が観測されており [17]、この実験ではたしかに Bloch周

期 τB = h
Mad（hはプランク定数、M はルビジウム原子の質量、aは光格子の加速度、d

は光格子の格子定数）を周期として振動する Bloch 振動が観測されており、最低エネル

ギーバンドを想定して理論的に算出された Bloch 振動の結果とも一致することが示され

ている（図 2.9）。一方 Landau-Zener トンネリングは、粒子に加速度を与えたときに系

が非平衡になることによって粒子がエネルギーの高いバンドに遷移する現象である。実験

としては光格子を数回振り最低エネルギーバンドから上のバンドへの遷移を見ることで

Landau-zenerトンネリングの観測が行われた [18]。この実験では、Landau-Zenerトンネ

*4 光格子中の原子が単一光子の運動量を持ったときの運動エネルギー。
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図 2.7 光格子の深さに対応したバンド（図は文献 [21]のものを少し改変したもの）。k

は波数、E はエネルギー、V は反跳エネルギー ER を単位としてで測った光格子ポテ

ンシャルの深さ。下の段は自由粒子のバンド。

リングによって最低エネルギーから 1つ上のバンドに遷移した波数 k = 0の粒子が光格子

ポテンシャルを切るとバンドの周期性が解け最低エネルギーバンドの k = ±2kB（kB は

第 1ブリルアンゾーン端の波数）に遷移することを利用して、バンドの光格子を振ってか

ら光格子ポテンシャルを切った後に粒子の運動量分布の振動を見ることで Landau-Zener

トンネリングを確かめている（図 2.10）。本研究においても超流動が光格子と相対速度を

持つ状況を考えるため、今まで述べたような Bloch 振動や Landau-Zener トンネリング
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図 2.8 光格子系におけるブリルアンゾーンの観測 [58]。(a): 2 次元系のブリルアン

ゾーンの模式図。軸は結晶運動量である。(b): 第 1ブリルアンゾーンまでを粒子が占

有した場合の結晶運動量空間での粒子分布。光格子ポテンシャルの深さは V = 12ER

となっている。

図 2.9 光格子系における Bloch振動の観測 [17]。vm は粒子の速度であり、そこから

格子の速度 vlat を差し引くことで粒子の波束の速度を観測している。点は実験、実線は

最低エネルギーバンド中の Bloch振動を想定したときの理論値。Bloch周期は 1.2ms。
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図 2.10 Landau-Zenerトンネリングの観測 [18]。A) 最低エネルギーバンドから 1つ

上のバンドへの Landau-Zener トンネリングに関する模式図。B) 粒子の運動量分布。

C) 光格子ポテンシャルを切った後のそれぞれの運動量の占有率の振動。

の効果は念頭に置いておく必要がある。

光格子とBose-Hubbardモデル

光格子中の粒子は Bloch 波を形成していると述べたが、光格子ポテンシャル強度や粒

子間相互作用強度が十分強くなってくるとMott絶縁体に近くなりバンド理論が有効でな

くなってくるため、Bloch波による記述はあまり有効ではなくなる。代わりに波動関数を

Wannier関数で近似した Bose-Hubbardモデルを用いることで、幅広いパラメータ領域

において超流動-Mott絶縁体転移などを始めとして光格子系の様々な現象を良く記述でき

ることがわかっている [61, 62]。Bose-Hubbardモデルは非常に簡易化されたモデルであ

るものの、そこには豊富な物理が含まれる。
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元々扱うべきハミルトニアンは式 (2.19) であるが、そこに系のダイナミクスに関係す

るエネルギーは最低エネルギーバンドから他バンドへの遷移エネルギーよりも十分に小さ

いという仮定と、光格子中の原子はそれぞれのサイト（周期ポテンシャルの底を 1つのサ

イトとする）に局在した波動関数、つまり

ψ(r) =
∑
i

a(i)w(r− ri) (2.102)

のようにWannier関数で展開した形で書けることを用いれば

　H = −t
n.n.∑
⟨i,j⟩

(
a†iaj +H.c.

)
+
U0

2

∑
i

ni(ni − 1) (2.103)

となる。このハミルトニアンは Bose-Hubbardモデルと呼ばれる。ここで ⟨i, j⟩は隣接サ
イトのすべての組についての和をとることを表し、

　 U0 =
4πasℏ2

m

∫
d3r|w(r− ri)|4 (2.104)

　 t =

∫
d3rw∗(r− ri)

(
− ℏ2

2m
∇2

)
w(r− ri) (2.105)

である。また、ハミルトニアンを導出する際、ボソンの交換関係

　
[
ai, a

†
j

]
= δij , [ai, aj ] = 0,

[
a†i , a

†
j

]
= 0 (2.106)

を用いた。Bose-Hubbard モデルの第 1 項は隣接サイトの粒子の飛び移りを表し、第 2

項がサイト内の粒子間相互作用である。図 2.11に Bose-Hubbardモデルのイメージを示

す。隣接サイト間のホッピング確率を表す tは実験的には光格子ポテンシャルの深さを変

化させることで操作できる。つまり Bose-Hubbard モデルにおいて系を特徴づけるパラ

メータ比 U0/tは、光格子の深さと粒子間相互作用強度により決定され実験と対応付けら

れる。本研究では U0 > 0の斥力相互作用の場合のみを取り扱う。

超流動-Mott絶縁体転移

本研究では光格子ポテンシャルの深さを様々変えた場合の超流動流を解析しているが、

その性質を調べるためにはまず超流動体に流れがない場合に光格子ポテンシャルの深さを

変えていったときの系の性質を知る必要がある。このとき光格子系で起こる最も重要な現

象が超流動-Mott絶縁体転移である。超流動-Mott絶縁体転移は結晶中の電子でも見られ
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図 2.11 Bose-Hubbard モデルのイメージ図。上段がサイト内の粒子間相互作用とサ

イト間のホッピングを表した図になっており、下段がそれに対応した光格子冷却原子系

の図である。

る現象であり、特にMott絶縁体の示す反強磁性やそこからの揺らぎなどは銅酸化物高温

超伝導を理解する上で非常に重要な現象となっている [63]。光格子冷却原子系では Bose

気体を用いた超流動-Mott絶縁体転移が観測され [22]、図 2.12光格子ポテンシャルの深

さを変えていったときの運動量分布の変化ががクリアに確認された。図 2.12では、光格

子ポテンシャルの存在しない aでは k = 0に Bose-Einstein凝縮を示すピークが存在し、

光格子ポテンシャルを深くしていくと b～fのようにポテンシャルの周期性を表すサイド

ピークが立ちながら凝縮ピークはぼやけていく。さらにポテンシャルを深くすると g,hの

ように凝縮ピークはなくなりMott絶縁体に転移したことが確認できる。さらに近年では

光会合分光を利用した光格子マイクロスコープという技術を用いて実空間、実時間におけ

る粒子数分布を測定することが可能になっており、それにより超流動-Mott絶縁体転移の

観測も進んでいる [25, 26]。図 2.13に光格子マイクロスコープを用いた超流動-Mott絶縁

体転移の観測の様子を示す。光格子ポテンシャルの深さが浅いときは粒子数は空間的に揺

らいでいるが、ポテンシャルが充分深くなると粒子数は各サイト均一に収まり、運動量空

間では分布がぼやけている。このように、実空間において超流動状態は各サイトの粒子数

が揺らいだ状態であり、Mott絶縁体では各サイトの粒子数が確定した状態であることが

わかる（図 2.14）。光格子マイクロスコープは今後スピンの弁別性も向上させられる可能

性があり、本研究を始めとする光格子スピン系の観測に対しても強力な手段になる可能性

を秘めている。

以上の実験における超流動-Mott 絶縁体転移は先ほど紹介した Bose-Hubbard モデル

を用いて理論的に予測されていた [62, 64]。Bose-Hubbard モデルによる解析では U0/t
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図 2.12 それぞれの光格子ポテンシャルの深さに対する原子の運動量分布 [22]。a は

格子ポテンシャルがないときの k = 0 凝縮ピークが見えており、b～f では系の周期

性を示すサイドピークが見えている。g,h では凝縮ピークはなくなり Mott 絶縁体に

なっている。ポテンシャルの深さは反跳エネルギー Er を単位としてそれぞれ、a:0Er,

b:3Er ,c:7Er ,d:10Er, e:13Er, f:14Er, g:16Er, h:20Er である。

図 2.13 超流動-モット絶縁体転移の光格子マイクロスコープを用いた観測 [25]。上

段：光格子中の粒子数の実空間分布、中段：実空間分布をドット化したもの、下段：運

動量空間での粒子数分布。実空間分布では、黄色い部分が奇数個の粒子が存在している

サイト、黒い部分が偶数個の粒子が存在しているサイトとなっている。
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図 2.14 超流動体、モット絶縁体それぞれの実空間での粒子分布イメージ。

や化学ポテンシャル µ を変えたときの超流動-Mott 絶縁体転移に関する相図も導出する

ことができ、本研究でも用いる Gutzwiller近似に基づいた相図 2.15でも系の 1サイトあ

たりの平均粒子数に応じたMottローブ*5が現れていることが確認できる。

2.2 超流動流の不安定性

2.1.2項で述べたように超流動は動的な現象であるため、超流動性は Bose-Einstein凝縮

のみでなく有限の速度を持つ超流動流の安定性から議論すべきである。特に粒子間に相互

作用がある場合には、超流動体のスペクトル解析でも示したように超流動流は有限の臨界

速度を持つ。臨界速度以上の速度では超流動流は何かしらの励起を生じ減速または空間的

な一様性が乱れ Bose-Einstein凝縮を保てない状況になる。このような超流動流の不安定

性は励起の発生機構によって分類されており、代表的な不安定性としては、元々超流動ヘ

リウムで議論が始まった Landau不安定性や Feynman不安定性、光格子中の超流動流で

は本研究で取り扱う動的不安定性などが挙げられる。よってシチュエーションによりこれ

らの不安定性の中で一番臨界速度の小さなものが基本的にそのシチュエーションでの超流

動性を決めることになる。これらの不安定性はさらに大きく分類すれば、Landau不安定

性や Feynman不安定性などの有限のエネルギー散逸を伴う不安定性と動的不安定性のよ

うなエネルギー散逸を伴わない不安定性に分けることもできる。そこで本項ではこの分類

に従って不安定性の機構を示す。

*5 ローブ（lobe）は耳たぶなど丸い突出した部分を意味する。
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図 2.15 Gutzwiller 近似を用いた Bose-Hubbard モデルの超流動-Mott 絶縁体転移

に関する相図。nは 1サイトあたりの平均粒子数を表しており、Mottローブ内では粒

子数は一定である。横軸は粒子間相互作用強度とホッピング振幅の比、縦軸は化学ポテ

ンシャルとホッピング振幅の比、色の濃淡は超流動のオーダーパラメータ ⟨Ψ⟩を表す。
色が明るいほど超流動性が強い。

2.2.1 エネルギー散逸を伴う不安定性

エネルギー散逸を伴う不安定性とは、超流動体が例えば壁や障害物、もしくは熱励起した

非凝縮粒子とエネルギーのやりとりをすることで励起を生じ、それらの外部環境にエネル

ギーを放出することで超流動流が不安定になるような不安定性である。このような場合に

は超流動流の励起エネルギーは負になることが知られている。つまりこの不安定性は、臨

界速度以上で超流動体に負のエネルギーを持つ励起が生じ、超流動流が準安定状態から

さらに安定な状態へ遷移するという機構を持つ。以下ではそのような機構で説明できる

Landau不安定性と Feynman不安定性を考察する。

Landau不安定性

Landau不安定性はその名の通り Landauが提唱した不安定性の機構であり、基本的な
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説明は 2.1.2 項で述べた通りである。しかし、2.1.2 項で述べた説明は古典的なイメージ

によったものであり、ここでは超流動体の励起スペクトルと不安定性の関係をさらにクリ

アに述べる。

いま、図 2.1 の状況を再考する。励起が生じる前の安定な状況では超流動体は静止し

ているため励起エネルギーが定義できる。例えばボース・アインシュタイン凝縮した冷

却原子気体を考えると、基本的には希薄で実効的な相互作用も小さいボース気体なので

Bogoliubov近似を用いた微視的理論により励起スペクトルを議論することが可能であり、

その励起スペクトルは式 (2.34)で表され図 (2.16)の形になる。このようなスペクトルを

持つ励起のうち ϵ(p)(簡単のため一次元を考え運動量をベクトル表記でなくしている) の

励起エネルギーを持つ励起が超流動体に生じたとする。すると超流動体の静止している

基底状態のエネルギーを E0 とすれば当然励起が生じた後のエネルギーは E0 + ϵ(p)とな

る。ここで、管壁の運動量変化などを考えなくて済むように、ここからは壁の重心座標系

で考える。つまり、壁が静止していて超流動体が流れている状況を考える。これにより系

全体の運動量変化やエネルギー変化は全て超流動体に押し付けられたことになる。そのた

め、系の運動量やエネルギーの保存則は超流動体のエネルギーが変化しないことに置き換

えられる。この系での励起エネルギーを求めれば、超流動流の臨界速度を求めることがで

きる。まず座標変換としてガリレイ変換を系に施すことで超流動体のエネルギーがどのよ

うに変更されるか考える。管壁と超流動流の相対速度が V であるとする。ガリレイ変換

は超流動体の運動エネルギー項と粒子間相互作用項のうち運動エネルギー項にのみ変化を

及ぼし、運動エネルギーは

m

2

∑
i

v2i → m

2

∑
i

(vi − V )2 =
m

2

∑
i

v2i − PV +
m

2
NV 2 (2.107)

と変化する。ここで、mは粒子の質量、viは i番目の粒子の速度、P は粒子の全運動量、N は

全粒子数である。つまりガリレイ変換により運動エネルギーが−PV +m
2 NV

2の分だけ変

更を受けた。よって超流動体の基底エネルギーもガリレイ変換により E0 −PV + m
2 NV

2

と変更を受ける。いま、超流動体に励起がないときは P = 0、励起が生じたいときは

P = pとなるので、超流動流に励起が生じる前と生じた後のエネルギーの変化は

E0 +
m

2
NV 2 → E0 + ϵ(p)− pV +

m

2
NV 2 (2.108)

となる。これらの差をとれば、超流動流の励起エネルギー E′
p が求まり、

E′
p = ϵ(p)− pV (2.109)
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となる。超流動体の励起エネルギーには超流動体の運動エネルギーの変化も含まれるた

め、静止しているときの励起エネルギー ϵ(p)と −pV だけずれていることに注意が必要で
ある。この励起エネルギーが負になるとき自発的に励起が発生することができて、その条

件は

V >
ϵ(p)

p
(2.110)

となる。以上から超流動流の臨界速度は

Vc =
ϵ(p)

p
(2.111)

であることがわかる。この条件は図 2.17に示すように、Ep = pV で表される直線の傾き

が静止した超流動体の励起エネルギーの傾きを超えた時が Landau 不安定性発生である

ことを示している。希薄冷却原子気体では長波長領域での励起はフォノンであるため、超

流動流は臨界速度を超えるとフォノンを励起する代わりに速度の小さい状態へ遷移する。

一方で超流動液体ヘリウム 4 では、強い短距離相互作用が重要になるため希薄 Bose 気

図 2.16 Bogoliubov近似を用いた微視的理論による Bose気体の励起スペクトル。

体のスペクトルとは異なり、フォノンに加えて短波長領域にロトンと呼ばれる励起が見ら

れる。ロトンのスペクトルは図 2.18のようにエネルギーが最小値をとるような下に凸の

形になっており、理論的には Feynman[65]が初めて定性的にロトンの分散を示した。図

2.18からわかるように、超流動ヘリウム 4のスペクトルでは式 (2.18)を満たすのはロト

ンとなる。
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図 2.17 超流動流の励起スペクトルからみた励起発生条件。

図 2.18 液体ヘリウム 4の励起スペクトル。

本研究では希薄な冷却 Bose原子気体を想定するため、基本的に考えなければならない

のはフォノン励起による Landau不安定性だけである。実際に冷却 Bose原子気体を用い

た実験で Landau不安定性を示唆するフォノン的な励起の存在が確認されている [66, 67]。

しかし多くの実験では、渦の励起を示しながら超流動流が減速する Feynmanの臨界速度

が Landau の臨界速度を下回るため、粒子数密度の非常に低い場合 [68] を除いてはほぼ

Feynman不安定性が観測される。次の項で Feynman不安定性の機構を示す。

Feynman不安定性
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現在までに実験で観測された超流動流の不安定性は、渦の励起と phase slipによる流速

の減衰に起因するものが多くを占めている。このような不安定性は Feynman不安定性と

呼ばれ Feynman が初めて提唱した [9]。Feynman 不安定性は液体ヘリウム 4 の実験 [7]

やMITのグループを中心とした冷却原子系を用いた実験 [69, 70, 71]において観測され、

理論的にも非常に多くの研究が行われている [72, 73, 74, 75]。Feynman不安定性の機構

については 2.1.2項の BKT転移のところで基本的な部分は考察したが、ここでは実際の

実験に即して Feynmanの臨界速度を導出する。

MITの実験では Bose気体の中に青色に離調されたレーザーを貫かせることで斥力的な

障害物を作り、その障害物を移動させることで超流動流の臨界速度を観測している [69]。

このような場合の量子渦の発生の仕方には渦の列や渦のリングなど様々な種類が考えられ

ているが、基本的なものとしては障害物の通った跡にできる渦のペアが考えられる（図

2.19）。このような量子渦のペアは、障害物付近の流速が一様な部分の流速より大きいこ

とで*6局所的にフォノン励起に関する Landauの臨界速度を超えた流速を持つ部分が生じ

るために起こる [72]。このとき大局的なフォノンが生じることはできないので代わりに流

れる向きが反対の量子渦ペアが生成される。

図 2.19 レーザーによる斥力的障害物を移動させたときに超流動体内に生じる量子渦のペア。

Feynmanの臨界速度を求めるためには式 (2.93)で表される量子渦のエネルギー 2つ分

に量子渦の相互作用エネルギーを足した量子渦ペアのエネルギーを求めればよい。2つの

渦がどちらも巻き付き数が 1の渦の場合には渦間の相互作用エネルギーは

ϵint ≃ −2πℏ2n
m

log
D

d
(2.112)

*6 一番大きいところで一様な部分の流速の 2倍程度。
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となる [28]。dは渦芯間の距離であり、d≪ ξ とした。よって量子渦ペアのエネルギーは

ϵpair ≃ 2πℏ2n
m

log
d

ξ
(2.113)

である。このエネルギーが超流動流の D2 のオーダーの範囲内の運動エネルギー ∼
1
2mv

2nD2 と等しいときに量子渦ペアが生じ得る。以上から Feynmanの臨界速度は

vF ∼ 4πℏ2

m2D2
log

d

ξ
(2.114)

と見積もられる。この臨界運動量は一般的に Landauの臨界速度より小さいことが知られ

ている。先に述べた、障害物の周りの最大の流速が一様な流速の 2倍程度あるという事実

から、音速の半分の速度で Feynman不安定性が起きてもよさそうだが、実験ではそれよ

りも小さい速度での超流動流の減衰が観測されている。これは実際には渦のダイナミクス

や冷却原子気体のトラップの効果などさらに多くの効果を取り込まないと正しい臨界速度

を見積もることはができないことを示しており、現在でも量子渦の発生、特に量子渦のダ

イナミクスに関する議論は尽きていない。

2.2.2 動的不安定性

動的不安定性という言葉自体は今回考える光格子中の超流動流の不安定性以外にも様々な

場面に登場する。広義には、系が予測できない非定常状態に移行するような不安定性全般

である。例えば、古典流体の層流から乱流への遷移や星のカオス的軌道も動的不安定性と

考えられるし、生物の分野では細胞中の微小管と呼ばれる組織における重合が続いてい

る状態から*7から急激な脱重合状態への変化も動的不安定性と呼ばれるようである。しか

し、物理（数学）の分野に限れば、運動方程式の線形安定性解析で判別される解の不安定

性がほぼ動的不安定性の定義であるといえる。つまり、系の中のある摂動モード*8を表す

関数が、Aと ϵ > 0を定数として

δΨ = Aeϵt (2.115)

のように時間とともに指数関数的に発散するような形をとれば系が動的不安定であるとい

える。これは力学系においては Lyapunov指数が正の値をとること、量子系においては摂

動モードの固有値が複素数になることに対応する。このような固有値による安定性の解析

*7 分子同士の結合反応。

*8 摂動という言葉を系の微小な乱れ、運動方程式の解からのずれという意味で用いる。
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は本研究でも時間発展シミュレーションと併用する。そして本研究では動的不安定性とい

う言葉をさらに狭い意味で用い、これから見ていく光格子中の超流動流のエネルギー散逸

の伴わない不安定性として定義する。詳しくは動的不安定性の物理的描像のところで説明

するが、動的不安定性は超流動流の粒子間相互作用による非線形性と光格子の周期ポテン

シャルが絡み合って、超流動流内の微小な空間的乱れが指数関数的に発散するような不安

定性である。動的不安定性はエネルギー散逸を伴わない不安定性であるため、ほぼ孤立系

でエネルギー散逸のある不安定性の可能性を排除できる冷却原子気体で初めてクリアに観

測され注目されている。以下では、動的不安定性の観測や数学的、物理的解釈、そして本

研究のテーマでもある超流動流の動的不安定性に関する相図を示す。

動的不安定性の観測

動的不安定性の観測は 2000年付近から現在に至るまで多くのグループによって行われ

ている [76, 77, 78, 79, 80, 81]。動的不安定性の判別の仕方としては、光格子系の放物線

状のトラップの位置を突然ずらすことで超流動体に加速度を持たせてトラップ内での超流

動体の重心の往復運動の振幅を観測する方法 [76] や、光格子を構成する対向レーザーの

波長に差を持たせることでうなりを生じさせ光格子を平行移動させることで超流動体と光

格子に相対速度を持たせ超流動流の臨界速度を測定する方法 [77, 78, 80, 81]などがある。

その中でも Fallaniらの実験 [78]は光格子ポテンシャルが非常に浅い系において動的不安

定性による超流動流の崩壊を実空間で見事に観測し、臨界速度も明らかにした（図 2.20）。

この観測では Landau不安定性のようなエネルギー散逸を伴う不安定性も少なからず起き

ていることが確認されているが、冷却原子系はほぼ孤立系であるためにその不安定性によ

る超流動流の減衰のタイムスケールは動的不安定性のタイムスケールに比べ非常に長いこ

とも確かめられ、実験で観測されている超流動流の崩壊は動的不安定性のみによって引き

起こされていると考えてよい。図 2.20からわかるように、動的不安定性による超流動流

の崩壊では超流動体に激しい密度変調が起きていることが確認でき、この密度変調が動的

不安定性を引き起こす主要な励起であることがわかる。しかし、この密度変調は動的不安

定性に関する多くの情報を含んでいるにも関わらず、Sarlo[79]らの GP方程式による解

析の中で多少触れられている以外は研究が進められていない。そのため密度変調の原理や

格子ポテンシャル深さへの依存性など不明な点が多いままとなっている。

線形安定性解析

動的不安定性はMachholm[82]やWu[83, 84]のグループが粒子間相互作用の弱い（光
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図 2.20 動的不安定性による超流動流の崩壊の観測 [78]。(a): 実空間における粒子数

密度分布の時間変化。超流動流の流れ方向は上向き。上段が超流動流が臨界速度以下

の場合、下段が臨界速度以上の場合の観測である。臨界速度以上では短いタイムスケー

ルで密度変調を示しながら急激に超流動流が崩壊している。(b): 超流動流の臨界運動

量の測定。縦軸は超流動体の寿命の逆数、横軸は第 1ブリルアンゾーン端の運動量 qB

を基準とした超流動流の運動量で、インセットは崩壊が起き始めてからの超流動体の実

空間粒子数密度分布を表している。

格子ポテンシャルの浅い）弱相関極限での線形安定性解析により基本的原理を明らかにし

た。その後、強相関領域の動的不安定性に関する研究など多くの理論的興味が注がれた

[85, 86, 87, 88, 89]。ここではまず、動的不安定性の基本的原理を理解するためにWuと

Niuが用いた線形安定性解析を用いた手法により Landau不安定性と動的不安定性の理論

的判別法を示す。

弱相関極限では、超流動体は式 (2.52)の GP方程式に従うが、光格子系では光格子ポ
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テンシャルの項が加わり

iℏ
∂Ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ v cos(2kLx)Ψ + U0|Ψ|2Ψ (2.116)

となる。v は光格子ポテンシャルの振幅、kL は光格子を構成するレーザーの波数を表す。

ここでは簡単のために 1次元系を考えている。ここでオーダーパラメータに摂動 δPsiを

加え、GP方程式に Ψ = Ψ+ δΨを代入して整理すれば、

iℏ
∂δΨ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2δΨ+ v cos(2kLx)δΨ+ U0

[
2|ψ|2δΨ+Ψ2δΨ∗] (2.117)

のようになる。式 (2.117)は複素共役をとれば

−iℏ∂δΨ
∗

∂t
= − ℏ2

2m
∇2δΨ∗ + v cos(2kLx)δΨ

∗ + U0[2|Ψ|2δΨ∗ + (Ψ∗)2δΨ](2.118)

となり、これら 2式は行列を用いて

−iℏ ∂
∂t

(
δΨ
δΨ∗

)
= σzMδ⊖ (2.119)

と表現できる。M は

M =

(
−ℏ2∇2

2m + v cos(2kLx) + 2U0|Ψ|2 U0Ψ
2

U0(Ψ
∗)2 −ℏ2∇2

2m + v cos(2kLx) + 2U0|Ψ|2

)

である。また σz は

σz =

(
I 0
0 −I

)
(2.120)

で定義される行列である。以上から、行列 σzMの固有値 ϵが負であると系は負のエネル

ギーを持った方がエネルギー的に安定になるため、励起を生じて超流動流が減衰する。こ

れは Landau 不安定性を示している。実際に周期ポテンシャルが存在しない v = 0 の場

合を考えれば、固有値が負になる最小の超流動流の速度は vmin =
√
U0 = cs と音速に一

致することがわかり、確かに Landau不安定性を示していることがわかる。それに対して

固有値が虚数になると、摂動モードは時間に対して指数関数的に発散*9をしてしまうこと

がわかる。これにより、Landau不安定性とは別の臨界速度を超えると超流動流は時間と

*9 虚部の符号によっては減衰モードの可能性もあるが、虚部が現れるときは必ずプラスマイナス両方の符号

を持つ虚部がセットで現れることが数学的に示されている [83]。
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ともに急激に非定常状態へ遷移することが示される*10。これが動的不安定性である。ま

たこの解析から、粒子間相互作用か光格子ポテンシャルのどちらかが存在しなければ固有

値が複素数にならないことも簡単に示される。つまりこの節の冒頭で述べた通り、数学的

にも動的不安定性が凝縮体の非線形性と周期ポテンシャルが絡み合った現象であることも

理解できる。その意味で、粒子間相互作用がないときに一番生じやすい Landau不安定性

の粒子間相互作用依存性と動的不安定性の粒子間相互作用依存性が大きく異なることも推

測できる。このように GP方程式から動的不安定性の存在を示すことができたが、これだ

けでは物理的描像がわかりづらい。そのため次の項では動的不安定性の物理的描像をさら

に深く考察する。

動的不安定性の物理的描像

エネルギー散逸なしの動的不安定性が生じ、かつ励起が光格子ポテンシャルによって潰

されない条件は、超流動流の励起エネルギー ϵ*11に ϵ(−q) + ϵ(q − qB) = 0の束縛条件が

存在することである [82]。qB は逆格子ベクトルに対応した波数である。この式の意味す

るところは、励起エネルギーの総エネルギーが 0 であること、励起の波数の合計が逆格

子ベクトルに対応する波数に一致することである。それによりエネルギー散逸のない励起

が可能であり、2つの励起（冷却原子気体ではフォノン）により作られる定在波が光格子

に潰されず共鳴が起こることになる。これにより系の一様性が乱れ超流動流の減衰が起こ

る。Bose-Hubbardモデルで考えれば、全エネルギーは保存しながら相互作用エネルギー

とホッピングエネルギーの間でエネルギーのやり取りか自発的に起こっていることにな

る。このように、初期状態の一様な超流動流の状態と定在波が生じた状態が縮退するた

め、系に加わった摂動（空間的乱れ）は密度変調として急激に発達するわけである。

動的不安定性に関する相図

Fallaniらの実験は粒子間相互作用が弱く光格子ポテンシャルの浅い弱相関領域に関す

るものであったが、光格子冷却原子系は強相関系の物理をシミュレーションできるのが大

きなアドバンテージであるため、実験や理論は自然と強相関系の動的不安定性の研究に発

展した。それらの研究の最も重要な功績の 1つは、理論 [87, 88]、実験 [80]の両方で動的

不安定性に関する相図が得られたことである。これにより、基本的には古典的な不安定性

*10 線形安定性解析では摂動に関する 2次以上の項を無視しているため、摂動が発散するという非物理的な解

が現れている。そのため、この解析は解の安定性のみを議論するに留まることに注意すること。

*11 静止している超流動ではなく、超流動流の励起エネルギーであることに注意。

45



第 2章 理論的背景と関連実験

である動的不安定性と純粋に量子効果により現れる超流動-Mott絶縁体転移の関係が明ら

かになった。

動的不安定性に関する相図は初め Altman らによって理論的に推測された [87, 88]。

Altman らは凝縮体の運動方程式に平均場近似レベルの近似を施す手法である動的

Gutzwiller近似を用いて Bose-Hubbardモデルを解析することにより、線形安定性解析

ではわからない超流動流崩壊のダイナミクスを明らかにし、さらにそこから動的不安定

性に関する相図を導出した。図 2.21 に Altman らが導出した次元が d = 1, 2, 3 次元の

場合の相図を示す。横軸は Mott 転移の起きる粒子間相互作用強度 Uc で規格化された

Bose-Hubbardモデルの粒子間相互作用強度、縦軸が超流動流の運動量であり、相図の境

界を示すラインが臨界運動量を表している。つまり、境界より左下では超流動流は安定し

た流れを保持し、境界より右上では超流動流は安定した流れを保てない。どの次元におい

ても U → 0では p/π = 0.5より少し大きい臨界運動量を持ち*12、U を大きくしていくと

臨界運動量は滑らかに小さくなっていきMott転移点で 0になる。このように、Landau

不安定性とは異なり、粒子間相互作用強度が強いほど臨界速度が小くなることが明らかに

なった。次元が大きいほど相図の安定領域が広がるのは、簡単には次元が大きい方が粒子

の運動に関する自由度が高いため運動エネルギーが得をすることで超流動性が増している

ことに起因すると考えられる。

このような相図は超流動流に関する運動方程式を解くことで時間発展シミュレーション

を行い、超流動流の崩壊を実際に確かめることで得られる。時間発展シミュレーション

は、初期状態として超流動流の流れが有限で U = 0の基底状態を求めそこから U を大き

くした場合と、初期状態として有限の粒子間相互作用を持つ超流動体が静止しているとこ

ろから超流動体に加速度を持たせ流速を早くしていく 2つの場合に対して行われた。例え

ば初期状態として U = 0とした場合の超流動流の崩壊を見てみると（図 2.22）、運動量 p

のところに凝縮している粒子数の割合で定義される凝縮密度（condensate fraction）があ

る臨界粒子間相互作用に達すると急激に減少していることがわかる。これが動的不安定性

による超流動流の崩壊を表していて、このようなシミュレーションを様々な U や pにつ

いて行うことで相図の境界が決定される。図 2.22において、右上の図は時間とともに粒

子間相互作用を一定の増加率で増加させる様子を、右下の図の矢印は相図における時間発

展の軌跡を表している。

理論で予測された相図はしばらくしてMunらのグループによって実験的に検証された

*12 Altmanらの計算ではまだ相図の見積もりが甘く、我々の不安定性判定法では正確に p/π = 0.5となる。

また、線形安定性解析でわかったように、U が完全に 0のところでは、動的不安定性が起こらないことは

注意しなければならない。
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図 2.21 Bose-Hubbardモデルに基づく動的不安定性に関する相図 [87, 88]。Uc は流

れがない p = 0の場合に超流動-Mott絶縁体転移の起こる粒子間相互作用。d = 1, 2, 3

次元それぞれにおいて相図境界の左下では超流動流が安定に存在し、右上では超流動流

が動的不安定性により崩壊する。

図 2.22 凝縮密度の時間発展シミュレーション [88]。初期状態として粒子間相互作用

のない U = 0の超流動流の基底状態をとり、右上のように時間とともに一定の増加率

で U を増加させると左図のようにある臨界粒子間相互作用強度で凝縮密度が急激に減

少する。右下の図の矢印は相図におけるこの時間発展シミュレーションの軌跡を示す。
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[80]。Munらの実験では、光格子ポテンシャルの深さ（U/t）を一定にした状態で図 2.23

のように運動量 p(t)を時間とともに変化させる。pM は目的の運動量であり、トラップポ

テンシャル中で粒子数分布が偏らないように、目的の運動量を最大値として運動量 p を

振動させる。この振動の 1 往復を 1 サイクルとし、このサイクルを適切な回数繰り返す

ことにより動的崩壊を観測する。1サイクルは 10ms程度であり、この速度は断熱性を保

つためには十分遅く、原子気体の熱励起の目安である数 µmよりは速い。このサイクルの

pM を運動量 pとして、それぞれの光格子ポテンシャルの深さや運動量の大きさに対して

Time of flight法により凝縮密度を測定することで、動的不安定性に関する相図を求めた。

図 2.24 に Mun の実験で求められた 3 次元での相図を示す。黒い点が実験により求めら

れた臨界運動量で、赤い実線は Altmanらによる理論的相図である。この結果から、3次

元においては実験と理論で導出された相図境界が非常によく一致していることがわかる。

しかし、実験では 1次元系では弱相関極限以外で巻き付き数の小さい流れへの量子トンネ

リングによる効果が強く効いてくることで動的相図の境界を定めることが困難であること

が確認されている。このような量子トンネリングの影響は Polkovnikov らの論文の中で

も指摘されている [88]。

図 2.23 Munらのグループの実験における運動量の時間変化 [80]。

これらの相図はスピン自由度が凍結された、つまりスピンレスの超流動流について導出

されているが、上に述べたように量子トンネリングのような量子効果は超流動のダイナミ

クスに大きく影響を与えるため、量子的自由度であるスピン自由度も動的不安定性に影響

を与えるはずである。しかし、古典的な不安定性に量子的かつ微視的な自由度がどのよう

に影響を与えるかは自明ではない。そこで本研究ではスピン自由度が動的不安定性に与え
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図 2.24 Munらの実験による動的不安定性に関する相図 [80]。上図における黒い点が

実験により観測された臨界運動量、赤線が Altmanらの理論的相図境界となっている。

uc はMott転移の粒子間相互作用強度、pr は反跳運動量を表す。下の図は相図境界を

定めるための凝縮密度の測定に関する図で、それぞれの粒子間相互作用（実際には光格

子ポテンシャルの深さを操作）においてある臨界運動量で凝縮密度が急激に減少して

いる。

る影響に注目する。したがって次の節では、スピン自由度を持つ冷却原子気体の静的、動

的両方の場合での基本的性質を示していく。

2.3 スピン自由度と冷却原子気体

研究目的の節で述べたように、本研究ではスピン自由度が超流動流のダイナミクスに及ぼ

す影響を考察する。Bose気体では粒子の持ち得るスピンの大きさは S が正の整数の場合

に限られる。本研究ではその中でも最も基礎的な S = 1のスピン自由度を取り扱う。基
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礎的とはいえ、S = 1のスピン自由度をもつ Bose系は非常に多彩な物理を示すことが知

られており、その性質を調べることは基礎物性の理解において重要なことはもちろんのこ

と、SQUIDを超える可能性を秘める超高感度磁気センサー [94]を始めとするスピン自由

度を持つ超流動体の応用にとっても極めて重要である。

2.3.1 S = 1のスピン自由度を持つ Bose原子とその相互作用

S = 1のスピン自由度を持つBose原子

S = 1 のスピンを持つ Bose 原子の内トラップのしやすさなどからよく実験に用いら

れるものとして、23Na と 87Rb が挙げられる。これらの原子は表 2.3.1 のような特徴を

持つ。

核スピン I 核磁気モーメント μ/μN 電子スピン J 電子配置

23Na 3/2 2.218 1/2 1s22s22p63s1

87Rb 3/2 2.751 1/2 (Ar)3d104s24p65s1

表 2.24 23Naと 87Rbの特徴

これらの原子は核スピンと電子スピンの合成から S = 1, 2 をとり得る。しかし、外

部磁場がないときの原子の結合ハミルトニアン Hhf は S = I + J を用いることで、

Hhf = AI · J = A[1/2S(S + 1) − I(I + 1) − J(J + 1)] と表され、S = 1 のときは

Hhf = −5/4A、S = 2のときは Hhf = 3/4Aであり、各磁気モーメントが正のときは A

も正となるので S = 1のときの方がエネルギー的に安定となる。そのため 23Naと 87Rb

の原子はともに S = 1のスピン自由度をもつことになる。このように S = 1のスピン自

由度を持つ原子は磁気量子数 Sz = 1, 0,−1をとることができるため、3つの区別できる

状態が存在する。

S = 1スピン間の相互作用 [95]

スピン自由度を考えない系に対してスピン自由度が入るとハミルトニアンの相互作用項

が変化する。いま、希薄 Bose気体を考え、3体以上の相互作用は無視できるものとする。

したがって、ハミルトニアン中の接触型相互作用（s波散乱のみ考えた相互作用）

　HU =
∑

a,a′,b,b′

Uaa′bb′

∫
d3rψ†

a(r)ψ
†
a′(r)ψb′(r)ψb(r) (2.121)
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のみを考える。ここで、添え字は磁気量子数 (a = 1, 0,−1)を表す。相互作用 U は射影演

算子を用いて

　 U = g0P0 + g2P2 (2.122)

と書かれる。ただし gF = 4πℏ2F/mである。P0 と P2 は S = 1の 2スピンを合成した

スピン状態 S′ = 0, 2に対応する射影演算子である*13。相互作用項をスピン依存性により

分類するために、HU を 2スピンの内積 S1 · S2 による項とそれ以外の項に分ける。

　 S1 · S2 =
∑

S′=0,2

1

2
(S′2 − S2

1 − S2
2)PS′ =

∑
S′=0,2

1

2
[S′(S′ + 1)− 2S(S + 1)]PS′ = P2 − 2P0

(2.123)

∑
S′=0,2

PS′ = P0 + P2 = 1 (2.124)

の 2つの条件から U を S1 · S2 を用いて表すと

U = c0 + c2S1 · S2 (2.125)

となる。ただし

c0 =
g0 + 2g2

3
,　 c2 =

g2 − g0
3

(2.126)

である。これによりハミルトニアンの相互作用項は

HU =
∑

a,a′,b,b′

∫
d3r

c0
2
ψ†
a(r)ψ

†
a′(r)ψa′(r)ψa(r) +

c2
2
ψ†
a(r)ψ

†
a′(r)Sab · Sa′b′ψb′(r)ψb(r)

(2.127)

と導かれる。さらに c2 の項の計算を進めると

Hc2 =
c2
2

∫
d3r ( ψ†

1ψ
†
1ψ1ψ1 + ψ†

−1ψ
†
−1ψ−1ψ−1 + 2ψ†

1ψ
†
0ψ0ψ1 + 2ψ†

−1ψ
†
0ψ0ψ−1

− 2ψ†
1ψ

†
−1ψ−1ψ1 + 2ψ†

0ψ
†
0ψ1ψ−1 + 2ψ†

1ψ
†
−1ψ0ψ0) (2.128)

となる。ここで絶対零度を仮定し、スピンによる波動関数の空間的違いはほぼないとする

ことで

ψs ≈ âsϕ(r),　ψ
†
s ≈ â†sϕ

∗(r)　　 s = 1, 0,−1 (2.129)

*13 S′ = 1は 2つの原子の交換に対して波動関数が対象であるというボソンの条件から現れない。
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のように場の演算子を Bose粒子の消滅（生成）演算子で置き換える。するとHUは

HU =
U0

2
N(N − 1) +

U2

2
(a†1a

†
1a1a1 + a†−1a

†
−1a−1a−1 − 2a†1a

†
−1a−1a1 + 2a†1a

†
0a0a1

+2a†−1a
†
0a0a−1 + 2a†0a

†
0a1a1 + 2a†1a

†
−1a0a0) (2.130)

と表される。ここで N = a†1a1 + a†0a0 + a†−1a−1、Us = cs
∫
d3r|ϕ(r)|4（s = 0, 2）であ

る。演算子を表すハットの記号は省略した。これをさらに

S+ ≡
√
2(a†1a0 + a†0a−1),　 S− ≡

√
2(a†0a1 + a†−1a0),　 Sz ≡ (a†1a1 − a†−1a−1)

(2.131)

の昇降演算子などを用いて表すことで

HU =
U0

2
N(N − 1) +

U2

2

[
1

2
(S+S− + S−S+) + S2

z − 2N

]
=
U2

2
(Ŝ2 − 2N)

(2.132)

と表される。ここで Ŝ は系全体の合成スピンを表す演算子である。この表式からわかる

ように、エネルギーをより小さくするためには、U2 > 0 のときに系のスピンの期待値

⟨Ŝ2⟩を小さくするような反強磁性的な効果、U2 < 0のときに ⟨Ŝ2⟩を大きくするような
強磁性的な効果が現れる。実際の原子では、例えば 87Rbが U2 < 0の強磁性的な相互作

用 [91, 90]、23Naが U2 > 0の反強磁性的な相互作用 [92, 93]を持つ。電子の 1
2 のスピ

ン間相互作用との大きな違いは、式 (2.130)の最後の 2項に現れているスピンフリップ項

で、電子系では磁気量子数で分類されるスピン成分間の交換のみを表しスピン成分の割合

を変化させなかったスピンフリップ項が、S = 1 の Bose 系では 3 成分存在することで

スピン成分同士が合計の Sz を保存しながら混ざり合いスピン成分の割合が変化する（図

2.25）。この成分間の混ざり合いという特徴は、現在活発に冷却原子の分野で研究されて

いる複数種の原子を混ぜた多成分混合系にも存在しないものであり、Bose系特有の興味

深い性質である。

スピン系の研究を行うための冷却原子気体を用いた実験においては、スピン自由度を凍

結させないように磁気トラップを用いず光学トラップのみを用いて原子を補足する。逆に

磁気量子数を Sz = 1のみなど 1成分のみになるように磁場で制限すれば実質的にスピン

間相互作用が全体のエネルギーの基準をずらすようにだけ効くため、スピン自由度を凍結

させることが可能である。このような系はスピンレス系の研究の舞台となっている。
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図 2.25 S = 1 Bose粒子系の散乱におけるスピンフリップ。Sz = ±1の粒子 2個か

ら Sz = 0の粒子 2個への変化、またその逆の過程のスピンフリップが生じる。

2.3.2 光格子中の S = 1 Bose系

S = 1 Bose-Hubbardモデル

光格子系を考える際には、(2.3)の項で導出したハミルトニアンの相互作用項が各サイ

ト内のみで有効であり隣接サイト間の相互作用が無視できるとすれば、

H = −t
n.n.∑
<i,j>

σ=0,±1

(
â†iσâjσ +H.c.

)
+
U0

2

∑
i

ni(ni − 1) +
U2

2

∑
i

(Ŝ2
i − 2ni)

(2.133)

と表される S = 1 Bose-Hubbardモデルが導出できる [95, 96, 97]。σ はスピンの Sz 成

分を表す。S = 1 Bose-Hubbard モデルは光格子中の S = 1 Bose 系をよく記述する。

Fermi系の場合には Pauliの排他律により同サイトにおける複数粒子の占有は禁止される

が、Bose系ではそのような制限が存在しないために無数に粒子が入り得る。この事実に

より、Bose系では磁性に関しても Fermi系とは大きく異なることがこのモデルからも見

てとれる。本研究では U0 > 0の斥力相互作用の場合のみ考えていく。

S = 1 Bose系の静的相図
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図 (2.15)に示した超流動-Mott絶縁体転移に関する相図は S = 1のスピン自由度が加

わることで大きく変化することが理論的な先行研究からわかっている [98, 99, 100, 101,

102, 103, 104, 105, 106]。それらの先行研究により、スピンレスの相図と比べて Mott

ローブの大きさが大きく変化すること、U2 > 0 と U2 < 0 で変化の仕方が異なること、

U2 > 0 では 1 サイトあたりの平均粒子数の偶奇性が強く現れること、Mott 領域内でス

ピンシングレット相やスピンネマティック相など複雑な磁性相が現れること、など数多

くの興味深い特徴が明らかにされた。その中でも特に、U2 > 0 の反強磁性的な場合に

平均粒子数の偶奇性が強く相図に現れれることは S = 1 スピン系の重要な特徴である。

図 (2.15) の導出と同様に、S = 1 Bose-Hubbard モデルに基づき Gutzwiller 近似を用

いて超流動-Mott 絶縁体転移に関する相図を図 (2.26) に描いた。この相図とスピンレス

Bose-Hubbardモデルの相図 (2.15)を比較すれば、U2 < 0の強磁性的な相互作用の場合

ではスピンレスの場合よりもスピンの相互作用によりモット領域全体が小さくなっている

のに対し、U2 > 0の反強磁性的な相互作用の場合にはスピンレスの場合に対して、nが奇

数のモット領域は小さくなり、nが偶数のモット領域は大きく広がっているのがわかる。

これらの相図の変化をハミルトニアン (4.1) から考察する。いま、U2 項を各成分の粒子

図 2.26 Gutzwiller 近似を用いた S = 1 Bose-Hubbard モデルに基づく静的相図。

明るい部分が超流動領域、黒い部分がMott 領域を表す。左図: U2 = −0.3U0、右図:

U2 = 0.3U0。
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数演算子を用いて表すと

U2

2
(Ŝ2 − 2n̂) =

U2

2
(n21 − 2n1n−1 + n2−1 − n1 − n−1 + 2n1n0 + 2n0n−1)

+ U2(a
†
1 a
†
−1(a0)

2 + (a†0 )
2a1a−1) (2.134)

と表される（サイトの添え字と演算子を表すハットは省略）。U2 < 0のときはサイト内の

原子は ⟨Ŝ2⟩を大きくする方がエネルギー的に得をするために強磁性的になるので粒子は
Sz = 1成分のみか Sz = −1成分のみとなる。例えば Sz = 1成分のみの基底状態の波動

関数を考えれば、式 (2.134)のエネルギー期待値は

EU =
U0

2
n1(n1 − 1) +

U2

2
n1(n1 − 1) =

U0 + U2

2
n1(n1 − 1) (2.135)

となり、U2 項が U0 項に繰り込まれる。いま U2 < 0 なので U0 は実効的に小さくなり

モット絶縁体の領域は小さくなる。それに対して U2 > 0のときは平均粒子数の偶奇性に

よって考え方が異なる。まず、各 Sz 成分同士、または各 Sz 成分間のオンサイトエネル

ギーを考える。本来スピンフリップの項の存在によりハミルトニアンを対角化してオンサ

イトエネルギーを求めなければならないが、磁性等を深く考察せず定性的なMottローブ

の変化のみを説明する場合にはスピンフリップ項を無視したオンサイトエネルギーで問題

ない。サイトに 2 つだけ粒子が存在する場合、スピンフリップ項を無視したオンサイト

エネルギーは図 2.27のようになる。ここから、U2 > 0の場合にも、スピン間相互作用に

図 2.27 サイトに 2つ粒子がいる場合のオンサイトエネルギー。

よってエネルギーが下がる Sz = ±1が 1つのサイトに入った状態が存在することがわか

る。ここで隣接サイトの粒子の飛び移りによりサイトの粒子数が揺らぐことを考えると、
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Sz = ±1が入ったサイトを作りオンサイトエネルギーを下げようとするため、平均粒子数

が奇数の場合には粒子数が偶数のサイトを作りエネルギーを下げようとする効果でサイト

の粒子数が平均粒子数から大きく揺らぎ、平均粒子数が偶数の場合にはその効果で平均粒

子数からの粒子数揺らぎが抑えられることがわかる。つまりスピン間相互作用は、平均粒

子数が奇数の場合には Bose気体がMott絶縁体になるのを妨げ、平均粒子数が偶数の場

合にはMott絶縁体になるのを促進する働きをすることがわかる。したがって、静的相図

では平均粒子数が奇数だとモット絶縁体の領域は小さくなり、平均粒子数が偶数だとモッ

ト絶縁体の領域は大きく広がることが理解できる。本研究ではこのような静的な基底状態

を初期状態として超流動に速度を持たせていくため、上記の S = 1 Bose-Hubbardモデ

ルの静的な性質を理解することが必須となる。

図 2.28 スピン間相互作用がある場合とない場合のエネルギー比較。平均粒子数が奇

数の場合も偶数の場合も図の配置のようにすれば S=1 の方がエネルギーが低いため、

同じ U0 の値では、平均粒子数が奇数の場合にはスピンレスの場合より S = 1 のスピ

ン自由度をもつ場合の方が図のように粒子数がサイトによって偏った（粒子数が揺ら

いだ）状態が実現しやすくなり、平均粒子数が偶数の場合にはスピンレスの場合より

S = 1のスピン自由度をもつ場合の方が粒子数がサイトに均等に振り分けられた（粒子

数が揺らがない）状態が実現しやすくなる。
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2.3.3 S = 1のスピン自由度を持つ冷却原子気体のダイナミクス

最後に、S = 1スピン Bose気体のダイナミクスに関する先行研究を紹介する。本研究で

も S = 1のスピン自由度を持つ超流動流の崩壊を時間発展シミュレーションで追ってい

くため、スピン間相互作用が崩壊にどのように作用するかを理解するために特に S = 1

の系に特有のスピンフリップに関するダイナミクスは理解しておく必要がある。冷却原子

気体のスピンダイナミクスに関する研究は Stamper-Kurn と Ueda のレビューに非常に

よくまとめられている [19]。

冷却原子系におけるスピンフリップのダイナミクスを観測するには、平衡状態の Bose

気体に磁場を印加しスピン成分を偏らせた状態から、磁場を切ることでスピンを自由に時

間発展させる。すると系が平衡状態にないためにスピン成分は図 (2.29) スピンフリップ

により混ざり合う [107]。これはスピンミキシングと呼ばれる。スピンミキシングのダイ

ナミクスに関しては理論的 [95, 108, 109]にも実験的 [110, 111]にも数多くの研究が行わ

れ、多くの興味深い現象が明らかにされている。本研究でもこのスピンミキシングがどの

図 2.29 左図: S = 1 Bose気体におけるスピン成分間の混ざり合い [107]、右図: スピ

ンミキシングのイメージ図。色の濃さがそれぞれのスピン成分の粒子数密度の大きさを

表す。t = 0の初期条件は磁場を印加することで Sz = 1, 0,−1成分の割合を 0 : 3 : 1

と調整している。

ように超流動流の崩壊に関与するか詳しく議論する。

さらにごく最近、Zhaoらによって光格子中の S = 1 Bose気体のダイナミクスに関す

る実験も行われた [20]。現在までに光格子系でスピンのダイナミクスが観測された例は極

めて少なく、この実験を皮切りに今後本研究を含めた光格子スピン系のダイナミクスに関
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する理論的推測の実験的検証が数多く進められていく可能性が高い。Zhaoらの実験では、

初期状態のスピン成分の割合を同じにしても、光格子ポテンシャルの深さに依存してスピ

ンミキシングのダイナミクスや非平衡スピン状態が長時間後に落ち着く準安定スピン状

態が大きく異なることを明らかにしている。原子種は反強磁性的な相互作用を示す 23Na

を用いている。図 (2.30)に Zhaoらの実験で観測されたスピンのダイナミクスを示した。

どの光格子ポテンシャルの深さにおいても Sz = 0の成分の割合が同じになるような非平

衡初期状態からスタートするが、長時間経った後では光格子ポテンシャルの深さによって

スピン成分の割合が大きく異なっていることがわかる。このように、光格子ポテンシャル

が超流動体中のスピンのダイナミクスに強く影響を与えることが示されたため、本研究に

おいても、光格子ポテンシャルが系の空間的周期性や超流動-Mott絶縁体転移に反映され

るだけでなく、スピンミキシングにどのように影響を与えそれが動的不安定性にどう効い

てくるかも注意深く考察する必要がある。

図 2.30 スピンミキシングダイナミクスの光格子ポテンシャルの深さに対する依存性

[20]。光格子ポテンシャルが uL = 2.5ER, 5ER, 7ER それぞれの場合においてスピン

の Sz = 0成分の割合の時間変化を観測している。原子種は 23Naを用いており、イン

セットに実験装置の構成が示されている。
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3.1 問題提起と研究目的

前節の動的不安定性の項で述べたように、動的不安定性の臨界速度に関する研究は数多

くなされたものの、Altmanや polkovnikovによってなされたような時間発展シミュレー

ション [87, 88]による超流動流のダイナミクスに関する研究は極めて少ない。しかし、動

的不安定性は非平衡な現象であるために、その原理や性質解明には時間発展シミュレー

ションが非常に重要となる。特に、図 2.20に示した、Fallaniらのグループ [78]によって

観測された動的崩壊に伴う密度変調の発生は初期条件などの状況設定に依存して時間発展

が決まるため、時間発展シミュレーションによりその性質を精査するべきである。この密

度変調は動的不安定性に関する多くの知見を与えるはずであり、その性質解明は重要な課

題である。そこで本研究では、時間発展シミュレーションと線形不安定性解析を組み合わ

せることでこの密度変調の原理や性質を明らかにすることを目的とする。

3.2 計算手法

3.2.1 Bose-Hubbardモデル

本研究では動的不安定性の解析に Bose-Hubbard モデルを用いる。Bose-Hubbard モデ

ルは式 (2.11)に示したが、ここにもう一度載せておく。

　H = −t
n.n.∑
⟨i,j⟩

(
a†iaj +H.c.

)
+
U0

2

∑
i

ni(ni − 1) (3.1)

⟨i, j⟩は隣接サイトのすべての組についての和をとることを表している。第 1項目が光格

子におけるサイト間のホッピング項、第 2項がサイト内の粒子間相互作用項である。ただ

し、静的な基底状態を考えるときのみサイトあたりの平均粒子数を調整するために化学ポ

テンシャル項を加えた

　H = −t
n.n.∑
⟨i,j⟩

(
a†iaj +H.c.

)
+
U0

2

∑
i

ni(ni − 1)− µ
∑
i

ni (3.2)
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をハミルトニアンとして用いる。本研究ではこのハミルトニアンによりサイトあたりの平

均粒子数を n̄ = 1と定めるよう化学ポテンシャルを決定し、その後時間発展をさせるとき

に化学ポテンシャル項をなくした式 (hubbard) のハミルトニアンを用いて粒子数を固定

したまま時間発展をさせる。

3.2.2 Gutzwiller近似と運動方程式

波動関数としては Gutzwiller変分関数を採用する [88]。

|Ψ⟩ =
∏
j

∑
nj

fj(nj)|nj⟩

 (3.3)

この変分関数はサイト j における様々な粒子数状態 |nj⟩ の重ね合わせで表されてお
り、さらにサイトに関する直積をとってある。fj(nj) は状態 |nj⟩ に関する重みを表し、
Gutzwillerパラメータと呼ばれる。Gutzwiller変分関数はサイトごとに Gutzwillerパラ

メータが区別されているため粒子数密度のサイト間の差異（密度変調）は捉えられるが、

n1, n2, · · · のようにサイト間のホッピングを正確に記述できる基底をとっているわけでは
ないために、物理的に考慮される効果は 1サイト近似と同等となっている。また、超流動

流の運動量を

aj 7→ aje
ipj ,　 a†j 7→ a†je

−ipj (3.4)

として導入する。これは波動関数を |nj⟩ 7→ e−ipjnj |nj⟩ と表し、運動量を波動関数の位
相の空間微分として導入することと同等である。例えば絶対零度の凝縮体を ψ = ρeiφ(r)

と粒子数密度と位相により表現した場合、凝縮体の位置 r での流れは J = iℏ
2m (ψ∗∇ψ −

ψ∇ψ∗) = ℏ
m∇φとなり、位置による位相差が運動量に値する。このような Gutzwiller変

分関数に関して、時間も考慮した変分

S ≡ ⟨Ψ|iℏ d
dt

−H|Ψ⟩ (3.5)

がGutzillerパラメータ f に関して極値をとる条件 S = 0を課せば、Gutzwillerパラメー

タについての運動方程式

iḟj(nj) =
U0

2
nj(nj − 1)fj(nj)− tz

(√
njfj(nj − 1)ψj +

√
nj + 1fj(nj + 1)ψ∗

j

)
(3.6)
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ψj =
1

z

∑
nj+1

√
nj+1 + 1f∗j+1(nj+1)fj+1(nj+1 + 1)eip

+
∑
nj−1

√
nj−1 + 1f∗j−1(nj−1)fj−1(nj−1 + 1)e−ip

+
∑
j′

∑
nj′

√
nj′ + 1f∗j′(nj′)fj′(nj′ + 1)

 (3.7)

が導かれる。z は 2×次元 d、j′ は超流動流の流れと垂直な方向の隣接サイトを表す。な

お作用 S の変分を行う際、平均場近似

⟨a†iaj⟩ ≃ ⟨a†i ⟩⟨aj⟩ (3.8)

を施してある。本研究では式 (3.6)の運動方程式に基づき超流動流の時間発展シミュレー

ションを行う。

本研究では絶対零度の 2次元系でサイトあたりの平均粒子数が n̄ = 1の場合を取り扱

う。2次元を選んだのは、揺らぎの効果が小さく Gutzwiller近似が比較的有効な 2、3次

元系の内、計算時間が短くて済む方を選んだためである。前章で述べたように 2 次元で

は絶対零度以外では Bose-Einstein凝縮が超流動性の必要十分条件ではなくなるが、本計

算は絶対零度であるため Bose-Einstein凝縮を超流動と同等なものとして扱う。系には全

方向に周期境界条件を課し、サイト数は流れ方向のみ多くとり 160 × 2 とする。今回注

目する密度変調は流れ方向にしか生じないため、このような系のサイズを考えれば密度

変調の性質は十分議論が可能である。また、Gutzwiller 波動関数における粒子数の上限

は nmax = 5 と定める。サイトあたりの平均粒子数が n̄ = 1 の場合には、n ≥ 6 の粒子

数状態を加えても nmax = 5の場合の結果とほぼ差がでないことは計算によって確認済み

である。このような設定から、本計算で扱う Gutzwillerパラメータの総数は 160× 2×

6=1920となる。

3.2.3 強相関領域における線形安定性解析

本研究では、上記の時間発展シミュレーションと併用して線形安定性解析を行うことで動

的不安定性に伴い現れる密度変調に関する詳しい情報を得る。粒子間相互作用の弱い弱相

関極限における GP 方程式の線形不安定性解析に関しては動的不安定性に関する議論を

した項で示したが、本研究では弱相関領域からMott転移点付近の強相関領域までの密度

変調を統一的に扱いたい。そのために、Hui[89]らによって示された、Gutzwiller変分関
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数において nmax = 2と基底を非常に制限した線形安定性解析に基づいて解析を行う。今

回の計算ではサイトあたりの平均粒子数が n̄ = 1であるため、基底は平均粒子数からサイ

トの粒子が最低限の 1だけ揺らぐことができる。つまりこの計算は粒子数の揺らがない強

相関領域ほど正確になる。この解析はこのように基底を必要最低限しかとらないにも関わ

らず、弱相関領域から強相関領域に渡る動的不安定性の相図を比較的正確に再現できるこ

とが確かめられている。

Gutzwiller近似に基づく線形安定性解析は式 (3.6)の運動方程式から求まる解に微小な

摂動を加えて解析をすればよい。ただし、今の場合は線形安定性解析に現れる行列の大き

さを極力小さくするために nmax = 2とし、それに伴い Gutzwiller波動関数を

|Ω⟩=
∏
i

|Ωi⟩ (3.9)

|Ωi⟩= cos
θi
2
|n̄⟩i + eiηi sin

θi
2

[
cos

χi

2
e−iφi |n̄− 1⟩i + sin

χi

2
eiφi |n̄+ 1⟩i

]
(3.10)

と表す。n̄はサイトあたりの平均粒子数であり、θ、χ、φは変数である。ここで隣接サイ

ト間の位相差を pとすれば、超流動流は運動量 pを持ち

φi = p · xi (3.11)

である。φ以外の位相は場所に寄らず一様であるとするし、エネルギーを計算すれば

EU0= ⟨Ω|U0

2

∑
i

(ni − n̄)2|Ω⟩

=
NU0

2
sin2

θ

2
(3.12)

Eµ = −µN sin2
θ

2
cosχ (3.13)

Et = − tN
4

sin2
∑
δ⃗

(eip·δ⃗ + e−ip·δ⃗)
[
n̄+ sin2

χ

2
+
√
n̄2 + n̄ sinχ cos 2η

]
(3.14)

となる。ただし N はサイト数、δ⃗ はあらゆる 2サイト間の距離である。また、ここでは

化学ポテンシャルを考慮し Bose-Hubbard モデルのハミルトニアンに化学ポテンシャル

の項 −µ
∑

i(ni − n̄)を加えた。ここで、流れ方向が立方格子の軸方向であるとすれば

Et = − tNn̄z
4

γp sin2 θ

[
1 +

1

n̄
sin2

χ

2
+

√
1 +

1

n̄
sinχ cos 2χ

]
(3.15)
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γp =
cos p+ d− 1

d
(3.16)

となる。ただし、dは次元、z = 2dである。ここで、サイトあたりの平均粒子数が整数で

あるという条件を課すと、流れをもたらす位相部分以外の |n̄ − 1⟩と |n̄ + 1⟩の係数は等
しくて良いから χ = π/2、その条件の下エネルギーを最小にするのは η = 0である。結局

1サイトあたりのエネルギーは

E =
U0

2
sin2

θ

2
− tn̄z

4
γp sin2 θ

(
1 +

1

n̄
+

√
1 +

1

n̄

)
(3.17)

となる。さらに今回想定する n̄ = 1の状況を考え、E を θに関して変分すると

∂E

∂θ
=

sin θ

4
(U0 − 2tzγp cos θ) (3.18)

となり、 δE
δθ = 0から

sin θ = 0　　（モット絶縁相） (3.19)

U0 = (3 + 2
√
2)tzγp cos θ　　（超流動相） (3.20)

のような基底状態を与える条件が導かれる。どちらの条件がモット絶縁相か超流動相かの

判断は |Ω⟩の表式から明らかである。
さらにこの基底状態からの微小摂動（励起）を考える。いま、状態 |n̄⟩、|n̄± 1⟩を生成

する演算子をそれぞれ t†0i、t
†
±1i と書く。

*14。束縛条件は
∑

α t
†
αitαi = 1とする。これら

の演算子をユニタリー変換することで、基底状態の演算子 d†0i とそこからの直交する励起

状態 d†1i、d
†
2i を考えればd†0id†1i

d†2i

 =


eip·xi√

2
sin θ

2 cos θ
2

e−ip·xi√
2

sin θ
2

− e−ip·xi√
2

cos θ
2 sin θ

2 − eip·xi√
2

cos θ
2

e−ip·xi√
2

0 − eip·xi√
2


t†0it†1i
t†2i

 (3.21)

のようになる。この励起が微少であると仮定すれば

d†0i ≃ d0i (3.22)

と近似できるから

d†0id0i ≃ d†20i ≃ d20i ≃ 1− d†1id1i − d†2id2i (3.23)

*14 例えば t†0i|vac⟩ = |n̄⟩i。
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となり、最終的に

d†0i ≃ d0i ≃
√

1− d†1id1i − d†2id2i ≃ 1− 1

2
d†1id1i −

1

2
d†2id2i (3.24)

となる。以上からハミルトニアンを d†1i や d†2i を用いて表すと

H = Ψ†
kMk⊖k (3.25)

Ψ†
k = (d†1k, d1,−k, d

†
2k, d2,−k)　 (3.26)

M =


2γp − cos2 θγ+ − cos2 θγ+ − cos θ cos θ

2γ− cos θ cos θ
2γ−

− cos2 θγ+ 2γp − cos2 θγ+ − cos θ cos θ
2γ− cos θ cos θ

2γ−
− cos θ cos θ

2γ− − cos θ cos θ
2γ− (2γp − γ+) cos

2 θ
2 cos2 θ

2γ+
cos θ cos θ

2γ− cos θ cos θ
2γ− cos2 θ

2γ+ (2γp − γ+) cos
2 θ

2


(3.27)

と導かれる。ここで、γ± = 1
2 (γk+p±γk−p)、k ∈ [−π, π]である。ここから σ ≡diag(1,-

1,1,-1)によって定義される σMを対角化し、固有値の少なくとも 1つが虚部を持つかど

うかで動的不安定性発生の有無を判別できる。また、固有値に現れる虚部の大きさ*15が

摂動モードの指数関数的発散の速さを表すため、虚部の大きさが一番大きい摂動モードが

時間発展シミュレーションにおいて超流動流を壊す主要な寄与になることがわかる。

3.2.4 状況設定

ここでは主に時間発展シミュレーションにおける状況設定を示す。計算の流れとしては、

まず流れのない超流動体の粒子間相互作用を有限のある値に設定し基底状態を求める。そ

こから超流動流を一定の加速度 αで加速し（つまり運動量を p = αtと増加させる。tは

時間を表す。）、超流動流の動的不安定性による崩壊をシミュレートする。この計算を実行

する際、初期状態には微小な空間的な乱れを入れておく。絶対零度で熱揺らぎなどは計算

に入らないため、この人為的な乱れがない限り動的不安定性は起こらない。このような乱

れは実験では必ず入っていると考えられる。

本計算では時間発展シミュレーション中は系の全エネルギーが保存されておりエネル

ギー散逸が起きないため、Landau不安定性や Feynman不安定性のようなエネルギー散

逸を伴う不安定性が生じることはない。前章で述べたように、Fallani[78] らのグループ

の実験では Landau 不安定性などのエネルギー散逸を伴う不安定は多少起きているもの

*15 ここでの大きさとは Aを実数として虚部が Aiと表されるときの Aの大きさを指す。
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の、それによる超流動流の減衰のタイムスケールに比べ動的不安定性による超流動流の崩

壊のタイムスケールは非常に長いことがわかっているため、本計算の動的不安定性のみ起

こるという仮定は実験とも対応していると考えられる。また、本計算では周期境界条件

を課しているものの、動的不安定性の本質的な部分には何も影響を及ぼさない。これは

Altman[87, 88]らが周期境界条件を用いて理論的に導いた動的相図とMun[80]らが求め

た実験による動的相図が一致していることからも明らかである。また、動的不安定性は第

1ブリルアンゾーン内での運動量で生じるためブロッホ振動は考慮する必要はなく、また

超流動流の加速度は十分小さいものとして Landau-Zenerトンネリングは無視し、1バン

ドの Bose-Hubbardモデルで計算が十分であるとする。

3.2.5 重要な物理量

本研究結果において重要となる物理量は超流動体の運動量空間における粒子数分布関数

nk、実空間における粒子数分布関数 br、超流動流の臨界運動量 pc、超流動流のシミュレー

ションにおける崩壊運動量 pd である。

◆ nk

nk=
∑

σ=0,±1

⟨a†k,σak,σ⟩

=
1

Ns

∑
σ

∑
i,j

⟨a†i,σaj,σ⟩e
−k·rij (3.28)

と定義され、kは BECの波数、rij はサイト i, j の位置ベクトルの差、Ns はサイト数で

ある。本計算では、運動量 pを持った粒子数

nk=p =
1

Ns

∑
σ

∑
i,j

⟨a†i,σaj,σ⟩e
−p·rij (3.29)

によって凝縮成分の割合を定義する。この nk=p の変化を見ることで動的不安定性発生の

判断を行う。

◆ nr

nr = ⟨nj⟩ =
∑
σ

⟨a†j,σaj,σ⟩ (3.30)
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と定義され、動的不安定性により実空間分布にどのような変化が起こるかを見る。

◆ pc と pd

本研究では動的不安定性に関わる 2つの特徴的な運動量 pc と pd を定義する。pc は光

格子中で超流動流の流速を完全断熱的に、つまり加速度 α = 0で増加させたときに超流動

流が崩壊し始める運動量である。それに対して pd はある有限の加速度 αで超流動流を加

速させていったときに実際に崩壊が起き始める運動量である。実験的にもシミュレーショ

ンにおいても加速度は有限となるため、実際に実験やシミュレーションで観測される運動

量は pd である。これらの定義からわかるように、α→ 0では pc = pd となる。実際に pc

を見積もるには、様々な加速度で pd を求め、そこから外挿をすればよい。

◆ pc の求め方

上で述べたように pc は複数の加速度で求めた pd から外挿もできるが、本計算ではさら

に正確に pc を決定できるように、以下に示すような群速度の計算による pc の求め方を

採用する。超流動流の群速度は一様な超流動流の密度 rho(p)を用いて v(p) = ρ(p)sin(p)

と表される。v(p) の中に現れている周期性は Bloch バンドの周期性が反映されたもの

である。絶対零度における Gutzwiller 近似の範囲内での超流動密度 ρ(p) は凝縮密度

nk=p = ⟨â†k=pâk=p⟩ = |⟨âk=p⟩|2 と同等である。この凝縮密度は、運動量 pをもつ d次元

超流動流の有効ホッピング振幅 t′ = t(d + cos(p) − 1) と粒子間相互作用 U0 の比 t′/U0

に比例するため運動量を増加させると単調に減少する。そのため群速度はある運動量

p = pc(< π/2)で最大値を持つ。この運動量 pc を超えると超流動流の有効質量は負にな

り、かつ圧縮率 κ ≡ ⟨n⟩
µ を用いて表される Gutziller近似における音速 cs =

1
ℏ

√
2tρ
κ [112]

は複素数になる。これは線形安定性解析における固有値が複素数になることに対応してい

る。このような数学的背景の下、超流動流は pc を超えると動的に不安定になることがわ

かる。最後に群速度の式からこのような pc の表式を求めると、

pc = arctan

− nk=p=pc(
dnk=p

dp

)
p=pc

 (3.31)

となる。これは右辺にも pc が現れるセルフコンシステントな式になっている。この式

から、

pc ∝
nk=p=pc(
dnk=p

dp

)
p=pc

(3.32)
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n
k

0 π/2 π-π/2-π

kx

図 3.1 U/Uc = 0.5。p/π = 0（赤）、0.2（青）、0.25（紫）、0.3（黒）。

であることがわかる。ここで、超流動流の臨界運動量は凝縮密度のみで決定されるわけで

はなく、超流動流の運動量を大きくしたときの凝縮密度の変化率も関与することは注目に

値する。この表式は次の章で用いるモデル S = 1 Bose-Hubbardモデルにも適用できる

ことを注意しておく。本研究では動的相図の境界をこの pc で定める。

3.3 結果と考察

3.3.1 崩壊時のダイナミクス

図 3.1 に運動量空間での粒子数分布の時間発展を示す。粒子間相互作用は U0/Uc = 0.5

と定めている。Uc は超流動-Mott 絶縁体転移の臨界相互作用強度であり、Uc = 23.3 で

ある。超流動流の運動量を大きくしていくと初め kx = 0 に凝縮していた粒子が kx = p

に凝縮するように運動量空間でずれていく。その際、上で述べたように有効ホッピング振

幅が t′ = t(d− cos(p) − 1)/dであることから、凝縮ピークは運動量の増加とともに小さ

くなっていっていることもわかる。そして臨界運動量 pc を超えると超流動流が動的不安

定性により不安定になり、図の黒線のように運動量空間での凝縮ピークが失われる結果が

得られた。ただし、凝縮ピークはないものの崩壊後に kx = 0付近に粒子が分布している

ことから、超流動流が崩壊すると同時に系全体の流速が減衰したことも見て取れる。
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pc / 
π

α=0.005

α=0.0005

α=0.0001

図 3.2 超流動流の運動量を p(t) = αt で増加させたときの凝縮密度 nk=p。粒子間相

互作用は U/Uc = 0.2と固定されている。超流動流の群速度 v(p)は矢印で示してある

臨界運動量 pc で最大値をとる。凝縮密度は超流動流の動的崩壊を反映して p が pc を

超えた後急激な現象を示している。その他パラメーターは次元が d = 2、格子サイズが

L = 160× 2となっている。

図 3.2には群速度の計算と超流動流の崩壊に伴う凝縮密度の時間変化を示す。粒子間相

互作用の大きさは U0/Uc = 0.2である。ここで Uc は超流動-Mott絶縁体転移が起きると

きの U0 である。群速度は時間発展シミュレーションによる計算ではなく、運動量 pを持

つ一様な超流動流の基底状態を仮定したときの群速度である。この群速度の最大値を求め

ることで臨界運動量が pc/π = 0.42と決定されている。それに対して時間発展シミュレー

ションにより求まる凝縮密度は pc より大きい pd で動的不安定性により急激に減少する

ことが確かめられる。また、加速度が小さいほど pc に近づいていることから、動的不安

定性を引き起こす超流動体中の乱れの発達には有限の時間がかかり、加速度が pc と pd の

差、言い換えれば超流動流の崩壊の遅延効果をもたらすことがわかる。

3.3.2 崩壊に伴う集団励起現象

次に、超流動流での実空間での時間発展を見る。図 3.3 に pd 付近の運動量での粒子

数の実空間分布を示す。加速度は α = 0.005 と定め、粒子間相互作用を U0/Uc = 0.2

と U0/Uc = 0.8 の場合にシミュレーションを行った。pc と pd は U0/Uc = 0.2 のとき
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pc/π = 0.423、pd/π = 0.486、U0/Uc = 0.8のとき pc/π = 0.178、pd/π = 0.22となって

いる。図 3.3の結果から、超流動流の崩壊に伴い密度変調が流れ方向に成長していってい

ることがわかる。このような密度変調の発生は pd より小さい運動量から生じており、超

流動流の崩壊の前駆現象ともなっている。また密度変調の流れ方向の断面図から、密度変

調の波長は粒子間相互作用強度が大きいほど長くなることが確認された。つまり、超流動

流の崩壊を引き起こす主要なモードは粒子間相互作用強度に依存していることが明らかに

なった。また、系に密度変調が認識できる最低限の大きさがあれば、これらの結果は系の

サイズに依存しないことを確認している。密度変調の時間発展をさらに詳しく見るために

粒子数の実空間分布を Fourier変換した結果を図 3.4に示す。この結果を見ると、粒子間

相互作用が U0/Uc = 0.2と U0/Uc = 0.8のどちらの場合においても基本的な密度変調の

成長の仕方は同じであることがわかる。まず一様な超流動流の運動量が pc を超えるとあ

る波長の主要なモードの密度変調が発生する。その後その密度変調の高調波にあたる密度

変調が現れ、さらに時間が経つと主要な密度変調が顕著でありながらもさまざまな波長の

密度変調が混ざり合う。主要なモードの密度変調が発生してから高調波は密度変調により

感じる自分自身からの周期ポテンシャルにより優先的に誘起されたものであると考えられ

る。また、図 3.5のように加速度が変化すると現れる主要なモードの密度変調の波長も変

化することがわかった。密度変調の波長は加速度が大きいほど小さくなっている。では、

この主要モードの密度変調の波長はどのように決定されているのだろうか。次の項では密

度変調の波長が粒子間相互作用強度や超流動流の加速度に依存する理由を線形安定性解析

を用いて考察していく。

3.3.3 線形安定性解析による密度変調の理解

どの波長のモードが超流動流を崩壊させる主要な寄与かは Gutzwillerパラメータに関す

る運動方程式 3.6を線形安定性解析することによって理解できる。Gutzwiller波動関数の

基底を平均粒子数から 1 だけの粒子数を考慮した nmax = 2 に設定すれば式 (3.27) で表

される集団励起モードに関する行列が求まる。この行列の 4つの固有値を求めると、

ϵ2 =
1

2

[
A2 +B2 − C2 −D2 ±

{
(A2 −B2 − C2 +D2)2 + 16(A+ C)(B +D)E2

} 1
2

]
(3.33)
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図 3.3 崩壊運動量直前の実空間での粒子数分布の時間発展。粒子間相互作用強度は

それぞれ U/Uc = 0.2 (a)、U/Uc = 0.8 (b) となっている。ここで、Uc は超流動-

Mott 転移が起きる臨界粒子間相互作用強度である。その他のパラメーターは d = 2、

L = 160×2、α = 0.005と定めた。(a)と (b)における下の図はそれぞれ p/π = 0.486

と p/π = 0.22における密度変調の断面図を示している。臨界運動量と崩壊運動量はそ

れぞれ (a) (pc/π, pd/π) = (0.423, 0.486)、(b) (0.178, 0.22)である。本計算では全方

向に周期境界条件を課しており、図の中のサイトは超流動流の流れ方向のサイトを示し

ている。
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図 3.4 図 3.3に対応する運動量と動的崩壊後の運動量における δni(= ni − n)のフー

リエ変換。(a) U/Uc = 0.2 and (b) U/Uc = 0.8。q は密度変調の波数である。メイン

ピークは (a)、(b)でそれぞれ q/π ∼ 0.32と q/π ∼ 0.16に現れている。
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図 3.5 加速度が α = 0.0005 (a)と α = 0.05 (b)における粒子数分布。粒子間相互作

用は U0/Uc = 0.5と定めた。崩壊運動量は pd = 0.323 (a)、pd = 0.47となっている。
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となる。ここで A、B、C、Dはそれぞれ

A = 2γp − cos2 θγ+, B = (2γp − γ+) cos
2 θ

2
,

C = cos2 θγ+, D = cos2
θ

2
γ+, E = cos θ cos

θ

2
γ− (3.34)

である。固有値 ϵが少なくとも 1つ虚部を持てば動的不安定性が発生する。式 (3.33)か

ら、最終的な動的不安定性発生の条件

cos2 k − 2 cos p

u2
(
γ3p + u2γp − u2

)
cos k +

1

u2
(
4γ4p − 2γ3p + 4u2γ2p − 6u2γp + u2

)
< 0

(3.35)

を導くことができる。ここで、t=1、z=4とし、u ≡ U0

4(3+2
√
2)
である。

図 3.6 (a)にいくつかの U0 の値に対して式 (3.35)から得られた動的不安定性の集団励

起モードに関する相図境界を示す。相図境界より右側の領域では超流動流は動的不安定

性により不安定になり、左側の領域では安定である。U0 が小さいほど安定領域は大きく

なっている。この相図から、超流動流の運動量を大きくしていくとどの U0 の値に対して

も必ず k = 0 の集団励起モードが最初に動的不安定性を引き起こすことがわかる。その

ため、それぞれの U0 に対して k = 0の相図境界が pc となる。例えば U0/Uc = 0.8のと

きの pc は図 3.6 (a) 中に指し示した点の運動量である。一方、有限の加速度を持つ超流

動流が実際に崩壊するのは、例えば U0/Uc = 0.8において図 3.6 (a)内に示される pd で

ある。pc と pd の差は手法のところで述べた遅延効果によるものである。つまり、この遅

延効果により k = 0 以外の有限の波長を持つモードが混ざり、密度変調が見えることに

なる。そこで、それらのモードの中で動的不安定性を引き起こす一番主要なモードを探す

ために pd 付近の運動量での集団励起モードの固有値の虚部の大きさを見る。図 3.6 (b)、

(c)に U0/Uc = 0.2と U0/Uc = 0.8の場合の pd 付近での ϵの虚部の大きさを示す。これ

を見ると、虚部の大きさはある集団励起モードの波数 kで最大値を持っており、密度変調

として現れているモードはこの最大値付近の波数を持つものであることがわかる。

これらの結果から動的不安定性に伴う密度変調の加速度と粒子間相互作用への依存性が

わかる。まず、U0/Uc = 0.2と U0/Uc = 0.8において同じ加速度で遅延効果が現れたと

すると図 3.6 (a) のオレンジの領域と青い領域中のモードに対応する密度変調が現れる。

すると相図と図 3.6 (b)、(c) から明らかなように粒子間相互作用が小さい U0/Uc = 0.2

の場合の方が波長の短い密度変調が主要モードとして不安定性に寄与する。それに対し

て、加速度が大きくなればオレンジや青の領域は広がるためより波長の短い密度変調が現

れやすくなる。このように密度変調の加速度と粒子間相互作用への依存性が理解できる。
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図 3.6 (a): いくつかの粒子間相互作用強度に対する超流動流の安定性に関する相図。

pは超流動流の運動量を表し、k は励起モードの波数を表す。超流動流はそれぞれの粒

子間相互作用に対して相図境界より左側の領域で安定であり、相図境界より右側の領域

では動的不安定性により不安定となる。それぞれの相図境界における k = 0 の点は臨

界運動量 pc を示す。影になっている領域は図 3.3と 3.4における密度変調に関係する

励起モードを含む領域である。(b)、(c): 波数 k の関数として示されたエネルギー固有

値 ϵの虚部。パラメーターは、(b)では U/Uc = 0.2、p/π = 0.47、0.486、0.5、(c)で

は U/Uc = 0.8、p/π = 0.2、0.22、0.24となっている。色の濃い実線は p = pd のと

きのものである。その他パラメーターは n = 1、d = 2となっている。
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3.4 まとめ

この章では動的不安定性により崩壊する際に現れる密度変調のメカニズムとその性質を議

論した。そこでの主要な結論は、波数が 0の励起モードが超流動流の臨界運動量を決めて

いるものの、超流動流に加速度が存在することで有限の波長を持つ密度変調が現れている

ことや弱相関領域では超流動流の運動量を増加させてもエネルギー分散がフォノンの分散

を保つのに対し、強相関領域ではエネルギー分散がフォノン分散から大きくずれるために

短波長の密度変調が現れづらくなることである。これにより、超流動流の加速度の効果が

初めて明らかになり、さらに強相関領域では今まで研究されていた弱相関領域とは励起が

大きく異なるため、粒子間相互作用の変化は密度変調の波長変化という形で動的不安定性

に現れることが明らかになった。
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つ超流動流の動的不安定性

4.1 問題提起と研究目的

前章では超流動流の崩壊のダイナミクスや崩壊に伴う密度変調の性質について詳しく調

べ、動的不安定性に関する深い知見を得ることができた。次にこの章では、スピン自由度

を考慮した超流動流の動的不安定性に関する解析と考察を示していく。

今までの先行研究ではスピン自由度を考慮しないスピンレスな系のみがその研究対象と

されてきた。しかしスピン自由度を持つ冷却原子気体の性質を議論したところで述べたよ

うに、スピン自由度を持つ Bose気体は静的な場合にもダイナミクスにおいても非常に多

彩な現象を示し、また光格子系でもスピンレスの系とは大きく振る舞いが異なることがわ

かっている。そのため、スピン自由度が超流動流の不安定性に与える影響も非常に興味深

い。そこで本研究では Bose粒子の持つスピン自由度の中で最も基礎的な S = 1のスピン

自由度に注目する。

以上を踏まえて、本研究では S = 1のスピン自由度が超流動流の動的不安定性に与える

影響を明らかにすることを目的とする。その中でも特に主要な興味は以下の 3点である。

1. 巨視的な流体力学的不安定性である動的不安定性が量子的な微視的自由度であるスピ

ン自由度に影響を受けるか？

2. S = 1 Bose系の超流動-Mott転移に現れる平均粒子数の偶奇性が動的不安定性にも表

れるか？

3. スピンミキシングは動的不安定性にどのように影響するか？

動的不安定性は古典流体にも表れるような基本的に古典的な流体力学的不安定性であるた

め、スピン自由度のような量子的な自由度にどれほど影響を受けるかはまず初めに注目す

べき問題である。また、S = 1 Bose-Hubbardモデルの解析によって、U2 > 0の反強磁

性的な相互作用が存在する場合には超流動-Mott転移の相図にサイトあたりの平均粒子数

の偶奇性が強く現れることを述べたが、このような偶奇性が超流動流の動的な相図にも現

れるかは自明ではないため興味が持たれる。最後に、S = 1 Bose気体のダイナミクスで

一番重要な性質はスピンミキシングであるが、このスピンレス系には存在しない効果が動

的不安定性に及ぼす影響を明らかにすることでスピンレス系とスピン系の差異を理解する

ことができると考えられる。本研究では上記の課題に沿って S = 1超流動流の動的不安
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定性の性質を明らかにしていく。

4.2 計算手法

4.2.1 S=1 Bose-Hubbardモデル

本研究では式 (4.1)で表される S = 1 Bose-Hubbardモデルを用いる。ここに再度 S = 1

Bose-Hubbardモデルを載せておく。

H = −t
n.n.∑
<i,j>

σ=0,±1

(
â†iσâjσ +H.c.

)
+
U0

2

∑
i

ni(ni − 1) +
U2

2

∑
i

(Ŝ2
i − 2ni)

(4.1)

σ はスピンの Sz 成分を表す。前章の Bose-Hubbardモデルのときと同様、静的な基底状

態を求める際のみ化学ポテンシャル項 −µ
∑

i ni を考慮する。

4.2.2 Gutzwiller近似と運動方程式

スピンレスの場合の Gutzwiller波動関数は自然に以下の S = 1 Gutzwiller波動関数へ拡

張される。

|Ψ⟩ =
∏
j

 ∑
nj,−1,nj,0,nj,1

fj(nj,−1, nj,0, nj,1)|nj,−1, nj,0, nj,1⟩

 (4.2)

nj,σ は j サイトにおける Sz = σ の成分の粒子数である。また、超流動流の運動量を

ajσ 7→ ajσe
ipj ,　 a†jσ 7→ a†jσe

−ipj (4.3)

のようにスピン成分によらない一様な流れとして導入する。スピンレスの場合と同様に時

間を含んだ変分法により運動方程式を導出すると
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iḟj(nj,−1, nj,0, nj,1)=
U0

2
nj(nj − 1)fj(nj,−1, nj,0, nj,1)

+
U2

2
(n2j,1 − 2nj,1nj,−1 + n2j,−1 − nj,1 − nj,−1 + 2nj,1nj,0 + 2nj,0nj,−1)

×fj(nj,−1, nj,0, nj,1)

+U2

√
nj,1(nj,0 + 1)(nj,0 + 2)nj,−1fj(nj,−1 − 1, nj,0 + 2, nj,1 − 1)

+U2

√
(nj,1 + 1)nj,0(nj,0 − 1)(nj,−1 + 1)fj(nj,−1 + 1, nj,0 − 2, nj,1 + 1)

−tz
(√
nj,−1fj(nj,−1 − 1, nj,0, nj,1)ψj,−1 +

√
nj,−1 + 1fj(nj,−1 + 1, nj,0, nj,1)ψ

∗
j,−1

)
−tz

(√
nj,0fj(nj,−1, nj,0 − 1, nj,1)ψj,0 +

√
nj,0 + 1fj(nj,−1, nj,0 + 1, nj,1)ψ

∗
j,0

)
−tz

(√
nj,1fj(nj,−1, nj,0 − 1, nj,1)ψj,1 +

√
nj,1 + 1fj(nj,−1, nj,0, nj,1 + 1)ψ∗

j,1

)
(4.4)

ψj,1 =
1

z

 ∑
nj,−1,nj,0,nj,1

√
nj+1,1 + 1f∗j+1(nj+1,−1, nj+1,0, nj+1,1)fj+1(nj+1,−1, nj+1,0, nj+1,1 + 1)eip

+
∑

nj,−1,nj,0,nj,1

√
nj−1,1 + 1f∗j−1(nj−1,−1, nj−1,0, nj−1,1)fj−1(nj−1,−1, nj−1,0, nj−1,1 + 1)e−ip

+
∑
j′

∑
nj′,−1,nj′,0,nj′,1

√
nj′,1 + 1f∗j′(nj′,−1, nj′,0, nj′,1)fj′(nj′,−1, nj′,0, nj′,1 + 1)

 (4.5)

ψj,0 =
1

z

 ∑
nj,−1,nj,0,nj,1

√
nj+1,0 + 1f∗j+1(nj+1,−1, nj+1,0, nj+1,1)fj+1(nj+1,−1, nj+1,0 + 1, nj+1,1)e

ip

+
∑

nj,−1,nj,0,nj,1

√
nj−1,0 + 1f∗j−1(nj−1,−1, nj−1,0, nj−1,1)fj−1(nj−1,−1, nj−1,0 + 1, nj−1,1)e

−ip

+
∑
j′

∑
nj′,−1,nj′,0,nj′,1

√
nj′,0 + 1f∗j′(nj′,−1, nj′,0, nj′,1)fj′(nj′,−1, nj′,0 + 1, nj′,1)

 (4.6)

ψj,−1 =
1

z

 ∑
nj,−1,nj,0,nj,1

√
nj+1,−1 + 1f∗j+1(nj+1,−1, nj+1,0, nj+1,1)fj+1(nj+1,−1 + 1, nj+1,0, nj+1,1)e

ip

+
∑

nj,−1,nj,0,nj,1

√
nj−1,−1 + 1f∗j−1(nj−1,−1, nj−1,0, nj−1,1)fj−1(nj−1,−1 + 1, nj−1,0, nj−1,1)e

−ip

+
∑
j′

∑
nj′,−1,nj′,0,nj′,1

√
nj′,−1 + 1f∗j′(nj′,−1, nj′,0, nj′,1)fj′(nj′,−1 + 1, nj′,0, nj′,1)

 (4.7)
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が得られる。この運動方程式に基づき超流動流崩壊のシミュレーションを行う。

4.2.3 状況設定と重要な物理量

基本的な状況設定と重要な物理量はスピン自由度のない解析と同様であり、2次元光格子

系での計算を行う。超流動流は加速度 αで加速させる。ただし、U2 < 0の強磁性的なス

ピン間相互作用の場合の基底状態はサイト内の合成スピンを回転させた多くの状態が縮退

しているが、初期状態としてはスピン成分が全て Sz = 1となった基底状態を選ぶことに

する。

4.3 結果

4.3.1 崩壊のダイナミクスとスピンの挙動

図 4.1 にはサイトあたりの平均粒子数 n̄ = 1、α = 0.005t、U0 = 10 としたときの

S = 0（スピンレス）Bose-Hubbard モデルと S = 1 Bose-Hubbard モデルにより計算

された nk=p の時間変化を示す。S = 1 Bose-Hubbard モデルの U2 は U2/U0 = −0.3

と U2/U0 = 0.3 に定めた。磁場などの外場はなく時間発展においてスピンの全 Sz 成分

（Sz =
∑

i Si,z）は保存されている。図 4.1ではどの場合でも超流動流の運動量 p(t)の増

加に伴って nk=p は徐々に減少し、ある運動量で動的不安定性の発生を表す急激な現象を

示している。超流動の崩壊は S = 0（スピンレス）Bose-Hubbardモデルでは pd = 0.38、

S = 1 Bose-Hubbard モデルの U2/U0 = −0.3 では pd = 0.45、U2/U0 = 0.3 では

pd = 0.44の運動量で生じている。つまり、スピン 1を持つ超流動体はスピンレスの超流

動体より臨界運動量が大きいことがわかる。さらに面白いことに、S = 1 Bose-Hubbard

モデルの U2/U0 = 0.3の初期状態と S = 0 Bose-Hubbardモデルの初期状態の凝縮密度

はほぼ同じにもかかわらず、臨界運動量は S = 1の場合の方がかなり大きいことも見て

取れる。このことから、超流動性を決定づける超流動流の臨界速度は超流動体の静的な凝

縮密度のみでは決定しないことがわかる。これは式 (3.31)で表される pc の決定に、超流

動流の運動量を大きくしたときの凝縮密度の変化率
∂nk=p

∂p が関与していることに起因す

る。ここで見られたスピン自由度の臨界運動量への影響は動的不安定性に関する相図を考

察する際に議論する。

次に、S = 1 Bose-Hubbard モデルの時間発展においてスピンミキシングがどのよう

に現れているかを示す。U2/U0 = −0.3の場合は全 Sz が保存されているために初期状態
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図 4.1 次の 3 つの場合の凝縮密度 nk=p の時間発展: S = 1 Bose-Hubbard モデル

で U2/U0 = 0.3 としたもの（実線）と U2/U0 = −0.3 としたもの（破線）、 S = 0

Bose-Hubbardモデル（点線）。運動量 pは時間とともに p(t) = 0.005tにしたがって

増加させている。パラメーターは U0 = 10、n = 1となっている。崩壊運動量は S = 1

Bose-Hubbardモデルの U2/U0 = 0.3の場合に pd = 0.45、U2/U0 = −0.3の場合に

0.44、S = 0 Bose-Hubbardモデルで 0.38となっている。

であるスピンがすべて Sz = 1になっている状態は固定されスピンミキシングが起こらな

い。そのためここでは U2/U0 = 0.3 の反強磁性的相互作用の場合のみ注目する。図 4.2

に U0/U0c = 0.2 (a) と U0/U0c = 0.8 (b) の場合の凝縮密度とスピン成分の割合 nγ/n̄

（γ = 0,±1）の時間変化を示す。ここで U0c は超流動-Mott絶縁体転移の臨界相互作用で

あり、U2/U0 = −0.3のとき U0c=37.9である。本計算で選んだ初期状態と全 Sz の保存

から時間発展中は n1 = n−1が保たれている。まず U0/U0c = 0.2では、超流動流の運動

量 p(t)を大きくしていくとスピンの混ざり合いが起こり Sz = 0成分の割合 n0 が増えて

いき、その後超流動流の崩壊とともにスピンミキシングも激しく乱雑な振る舞いを示す。

一方 U0/U0c = 0.8では、n0 が減少してから崩壊に伴う乱雑な振る舞いを示す。しかし、

U0/U0c = 0.8の場合にはスピンミキシングの混ざり合いの程度は小さく（時間発展にお

ける nγ の変化率が小さい）、スピン自由度は比較的固定されている。このような振る舞

いは ni ≥ 2であるサイトが粒子間相互作用が強い強相関領域では非常に少なくなってス

ピンフリップの効果がほとんど効いてこないことに起因すると考えられる。
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図 4.2 S = 1 Bose-Hubbard モデルにおいて U2/U0 = 0.3 としたときの凝縮密度

nk=p と各スピン成分の粒子数の割合 nγ/n (γ = 0,±1)の時間発展。粒子間相互作用

は (a)で U0/U0c = 0.2、(b)で U0/U0c = 0.8と定められている。ここで U0c(= 37.9)

超流動-Mott 転移が起こる臨界粒子間相互作用強度である。サイトあたりの平均粒子

数は n = 1となっている。

4.3.2 動的不安定性に関する相図

サイトあたりの平均粒子数が n̄ = 1の場合

以上に凝縮密度とスピンのダイナミクスを示したが、ここではこれらの計算をもとに動

的不安定性に関する相図にスピン自由度が与える影響を考えていく。まずスピン成分が全

て Sz = 1に固定されていて比較的取り扱いやすい U2 > 0の場合を考察する。図 4.3 (a)

に、n̄ = 1における S = 0 Bose-Hubbardモデル（青）と S = 1 Bose-Hubbardモデル

で U2/U0 = −0.3とした場合（赤）の動的不安定性に関する相図を示す。相図の境界は式

(3.31)によって決定される pc である。相図の境界より左下側では超流動流は安定で、右

上側では超流動流は動的不安定により不安定となる。まず、相図の基本的な傾向として、
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S = 0 の場合も S = 1 の場合も U0 = 0 での pc = π/2 からそれぞれの U0 = U0c での

pc = 0までが滑らかにつながった形をしている。ここで、S = 0の場合には U0c = 23.3、

S = 1の場合には U0c = 33.3である。相図上のバツ印は U0 = 10、U2/U0 = −0.3にお

ける pd を表していて、矢印は pd を求める際に計算された時間発展の軌跡である。相図と

バツ印のずれは、前章で説明したような加速度による遅延効果である。相図は全粒子間相

互作用領域で S = 0よりも S = 1の場合の方が安定領域が広がっていることがわかる。

この相図をハミルトニアンから考察する。全ての粒子が Sz = 1であるスピンが固定さ

れている今回の場合には、式 (2.134)において n0 = n−1 = 0とするとハミルトニアンの

U2 項が非常に簡単になって、式 (2.135) のように U0 項に繰り込まれる。つまり、今回

のケースではスピンフリップが起きないために U2 が U0 を小さくシフトさせる効果しか

もたらさない。よってスピン自由度がない場合と比べると実効的な U0 が 0.7U0 に小さく

なったと考えられるため、相図境界は右にシフトする。そのため、図 4.3 (b)のように横

軸を S = 0 Bose-Hubbardモデルと S = 1 Bose-Hubbardモデルの U0c でそれぞれ規格

化すれば、2つの相図境界は完全に一致する。このようにスピン間相互作用が強磁性的な

相互作用である場合はスピンレスの場合と物理的には実質同等である。

次に、スピン間相互作用が反強磁性的な U2 > 0の場合を議論する。この場合はハミル

トニアンのスピンフリップ項が残りスピンミキシングが起こるため、強磁性的な場合の

簡単な粒子間相互作用の繰り込みでは説明ができなくなる。図 4.4 (a) に n̄ = 1 におけ

る S = 0 Bose-Hubbard モデル（青）と S = 1 Bose-Hubbard モデルで U2/U0 = 0.3

とした場合（赤）の動的不安定性に関する相図を示す。この相図から、U0 ≲ 5の領域で

は S = 0 と S = 1 の相図境界はほぼ重なり（実際には S = 1 の方が微かに下に出てい

る）、U0 ≳ 5 で徐々に境界が離れていっている。U0 ≳ 5 での境界のかい離は基本的に

S = 0 Bose-Hubbardモデルと S = 1 Bose-Hubbardモデルの超流動-Mott絶縁体転移

の U0c の差からくるものであると考えられる。S = 0と S = 1の U0c の差に関する簡単

な考察は 2.3.2 節で述べている。ここでも簡潔に考察をまとめておくと、U2 > 0 のスピ

ン間相互作用があるために −2U2 のエネルギー利得を持つ局所スピンシングレット状態

|nj , Sj , Sj,z⟩ = |2, 0, 0⟩（この表式の定義は参考文献 [113]の (23)式参照）が生じやすく

なり、平均粒子数 n̄ = 1から粒子数が揺らいだ方が系のエネルギーが得をすることになり

スピンレスの場合よりMott転移をしづらくなるということである。これは基本的に静的

な効果である。

それに対して、このような静的な効果を取り除き動的なスピンミキシングの相図へ

の影響を取り出すために、相図の横軸を S = 0 Bose-Hubbard モデルと S = 1 Bose-

Hubbard モデルの U0c でそれぞれ規格化したものが図 4.4 (b) である。この相図は大
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図 4.3 S = 1 Bose-Hubbardモデルにおいて U2/U0 = −0.3としたときの動的不安

定性に関する相図と S = 0 Bose-Hubbardモデルでの相図。(a)は横軸が U0、(b)で

は横軸が U0/U0c となっている。超流動流は相図境界より上側で動的不安定性により

不安定になる。(a)における矢印は図 4.1における時間発展の軌跡を表しており、バツ

印は図 4.1における崩壊運動量を表している。(b)における 2つの相図境界は完全に一

致している。サイトあたりの平均粒子数は n = 1である。

きく U0/U0c > 0.6 の、S = 0 と S = 1 の相図境界が一致している領域（Region1）

と、U0/U0c < 0.6の相図境界がかい離している領域（Region2）に分けることができる。

U2 < 0 の強磁性的な相互作用の場合にはスピンミキシングがないために図 4.3 (b) のよ

うに相図境界が完全に一致したのに対して、図 4.4 (b)の Region2における相図境界のか

い離は臨界運動量へのスピンミキシングによる動的な効果を表している。

ではまず Region1 の比較的強相関な領域でのスピンミキシングについて考察する。強

相関領域では粒子数が大きく揺らがないとし、nmax = 2であるとすると、オンサイトエネ
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図 4.4 S = 1 Bose-Hubbard モデルにおいて U2/U0 = 0.3 としたときの動的不安

定性に関する相図と S = 0 Bose-Hubbard モデルでの相図。(a) は横軸が U0、(b)

では横軸が U0/U0c となっている。(b) では、相図を U0/U0c > 0.6 の Region1 と

U0/U0c < 0.6の Region2に分けている。サイトあたりの平均粒子数は n = 1である。

ルギーに関わる系のスピン状態は局所スピンシングレット状態 |nj , Sj , Sj,z⟩ = |2, 0, 0⟩ ≡
|Sj = 0⟩ とスピンが伸びた状態 |Sj = 2⟩ ≡ 1√

5

∑
η |2, 2, η⟩ の割合だけで決定づけられ

る。局所スピンシングレット状態の割合は

P0 =
⟨ΨG|Sj = 0⟩⟨Sj = 0|ΨG⟩

⟨ΨG|Sj = 0⟩⟨Sj = 0|ΨG⟩+ ⟨ΨG|Sj = 2⟩⟨Sj = 2|ΨG⟩
,

=
|⟨ΨG|Sj = 0⟩|2

|⟨ΨG|Sj = 0⟩|2 + |⟨ΨG|Sj = 2⟩|2
,

=
1
3 |f(0, 2, 0)−

√
2f(1, 0, 1)|2∑

ni,1+ni,0+ni,−1=2 |f(ni,1, ni,0, ni,−1)|2
. (4.8)
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と計算され、オンサイトエネルギーが有限となる基底だけで考えれば |Sj = 2⟩の状態の
割合は P2 = 1− P0 である。図 4.5に p = 0（点線）と p = pc（実線）の P0 を示す。す

ると強相関領域では p = 0と p = pc で P0 がほぼ変わらないことがわかる。これはスピ

ンミキシングがほとんど起こらず系のスピン状態が変化していないことを示している。こ

れは図 4.2の結果の傾向とも確かに一致している。このような傾向は強相関領域では粒子

数が揺らがないためにサイトに 2 つ以上粒子が存在する状況でしか起こらないスピンフ

リップの発生確率が非常に低いことに起因すると考えられる。そのため Region1 ではス

ピンの静的な効果による相図のシフトのみが現れることになる。

次に Region2のスピンミキシングの効果を考察する。図 4.5 (a)からわかるように、弱

相関領域では P0 の値は p = 0と p = pc で大きく変化している。これは弱相関領域では

スピンミキシングにより系のスピン状態が大きく変化していることを表している。このよ

うなスピンミキシングが臨界運動量の決定にどのような影響を与えているかは式 (3.31)

から考察できる。pc は式 (3.31)の形から凝縮密度 nk=p に比例し、超流動流の運動量を

大きくしたときの凝縮密度の変化率
∣∣∣∂nk=p

∂p

∣∣∣ に反比例することがわかるが、弱相関領域
では凝縮密度は S = 0 でも S = 1 でも 1 に近くそれらの差は小さい。そのため弱相関

領域では凝縮密度の変化率が臨界運動量の決定にとって主要な要素となっている。した

がって超流動流の運動量を大きくしていったときに起こるスピンミキシングが凝縮密度

をどのように変化させるかを考えればよい。実際に凝縮密度に強く関係する nj ≧ 3のサ

イトの割合を p = 0（点線）と p = pc（実線）の場合について計算したのが図 4.5 (b)

である。これにより位相のひねりに対して粒子数の揺らぎが抑制されていることがわか

るが*16、例えば U0/U0c = 0.1 の場合に、p = 0 と p = pc の nj ≧ 3 サイトの割合の差

δnk=p = nk=p=0 − nk=p=pc は S = 1のとき 0.045、S = 0のとき 0.025と倍近くの差が

ある。つまり、スピンミキシングによって運動量を大きくしたときの各サイトの粒子数揺

らぎの抑制がかなり強められていることがわかる。そのため、
∣∣∣∂nk=p

∂p

∣∣∣は S = 0の場合と

比べ S = 1の場合の方が大きくなる。つまりスピンミキシングは臨界運動量 pc を減少さ

せる効果があることが理解できる。

以上をまとめると、強相関領域の Region1 ではスピンミキシングが抑制されているた

めに S = 0 Bose-Hubbard モデルと S = 1 Bose-Hubbard モデルの動的相図の差は超

流動-Mott絶縁体転移の臨界相互作用 U0c に差にほぼ集約され臨界運動量は S = 0より

S = 1の場合の方が大きくなり、弱相関領域の Region2ではスピンミキシングが超流動

流の運動量を大きくしたときの凝縮密度の変化率を大きくするため臨界運動量は S = 0

*16 これは実効的なホッピング振幅が t′ = t(d+ cos(p)− 1)/dとなることから明らかである。
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図 4.5 (a): スピンシングレット状態 |Sj = 0⟩の p = 0（破線）と p = pc（実線）に

おける占有率。(b): p = 0（破線）と p = pc（実線）における nj ≥ 3の状態の総占有

率。パラメーターは図 4.4と同様に U2/U0 = 0.3、n = 1と定めている。

より S = 1の場合の方が小さくなると理解される。

サイトあたりの平均粒子数が n̄ = 1以外の場合

ここまでサイトあたりの平均粒子数が n̄ = 1の場合のみ扱ってきたが、スピン間相互作

用が反強磁性的な場合の超流動-Mott絶縁体転移の相図には平均粒子数の偶奇性が現れる

という興味深い性質があった。では、そのような量子相転移の粒子数密度依存性は基本的

に古典的な不安定性である動的不安定性にも表れるのであろうか。ここでは n̄ = 1 以外

の平均粒子数について、n̄が整数の場合と非整数の場合を分けて考察していく。

まず、図 4.6に U2/U0 = 0.3とした S = 1 Bose-Hubbardモデルより導出されたサイ
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トあたりの平均粒子数が n̄ = 2 (a)、3 (b)、4 (c)の場合の動的不安定性に関する相図を示

す。これらの相図から、動的不安定性に関する相図にも明らかに平均粒子数に関する偶奇

性が現れていることがわかる。基本的な傾向としては、n̄が奇数の場合には S = 0に比べ

S = 1の相図の方が安定領域が広がっていて、n̄が偶数の場合には S = 0に比べ S = 1

の相図の方が安定領域が狭まっている。しかし、図 4.6 (b) に示される n̄ = 3 の場合に

は、弱相関領域で大きく相図の安定領域が狭まっていることがわかる。これは、n̄ = 1の

場合に考察したように、スピンミキシングが臨界運動量を小さくしている効果が表れてい

るためであるが、粒子数が多いためにスピンフリップが起こりやすくなり、スピンミキシ

ングの臨界運動量抑制効果が n̄ = 1のときより強くなっているためであると考えられる。

この抑制効果は粒子数が多くなるほど強くなると考えられる。それに対して図 4.6 (a),(c)

の n̄ = 2, 4の場合には、U0c がシフトする効果で相図の安定領域が S = 0よりも S = 1

で狭まっているが、図 4.6 (d)のように、n̄ = 2の場合に横軸を S = 0と S = 1の U0c で

それぞれ規格化した相図を描くと、相図の安定領域は広がっている。つまり、サイトあた

りの平均粒子数が偶数の場合にはスピンミキシングの効果が臨界運動量を大きくするよう

に作用することがわかる。このように、スピンミキシングの作用の仕方にも平均粒子数に

関する偶奇性が現れることが明らかになった。

次に、サイトあたりの平均粒子数が非整数の場合の動的相図を図 4.7に示す。平均粒子

数はそれぞれ n̄ = 0.8 (a)、1.2 (b)、1.8 (c)、2.2 (d)である。平均粒子数が非整数の場合

には、粒子間相互作用をいくら強くしても平均粒子数からずれた余剰粒子（平均粒子数の

小数部分）の存在のために粒子数の揺らぎが抑えきれず、結果として超流動-Mott絶縁体

転移を示さない。そのため、臨界運動量が強相関領域でも 0にならないことが知られてお

り [88]、実際に本計算で得られた相図でも S = 0、S = 1の両場合で臨界運動量が 0にな

らないことが確認できる。また、相図境界は定性的には S = 0と S = 1で一致している。

しかし、定量的なずれ方は平均粒子数が非整数においても奇数から少し粒子数がずれた場

合と偶数から少し粒子数がずれた場合で偶奇性がはっきり表れていることがわかる。ずれ

方の特徴としては、平均粒子数が n̄ = 1から少しずれた図 4.7 (a)、(b)では S = 1の場

合の臨界運動量が S = 0の場合より大きい粒子間相互作用強度で最小値をとっているの

に対し、平均粒子数が n̄ = 2から少しずれた図 4.7 (c)、(d)では S = 1の場合の臨界運

動量が S = 0の場合より小さい粒子間相互作用強度で最小値をとっている。これは、サイ

トあたりの平均粒子数が奇数の場合にはスピン間相互作用が粒子数揺らぎを増強している

ためにスピン間相互作用が余剰粒子の効果を実効的に強くしてしまい、平均粒子数が偶数

の場合にはスピン間相互作用が粒子数揺らぎを抑制しているためにスピン間相互作用が余

剰粒子の効果を実効的に弱めていることに起因する。ここで、余剰粒子の効果を弱める・
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図 4.6 次の 3つの平均粒子数における S = 1 Bose-Hubbardモデルと S = 0 Bose-

Hubbardモデルでの動的不安定性に関する相図: (a) n = 2、(b) n = 3、(c) n = 4。

(d)は (a)の横軸をU0/U0cと規格化したものとなっている。U2/U0は S = 1のすべて

の場合で 0.3に固定されている。臨界粒子間相互作用は S = 0の場合に U0c = 39.6（

n = 2）、55.2（n = 3）、70.7（n = 4）、S = 1の場合に U0c = 11.2（n = 2）、68.45（

n = 3）、18.0（n = 4）となっている。

強めるというのは、粒子数揺らぎにより余剰粒子とそうでない粒子の差を見えづらくす

る・見えやすくすることを指す。このように、サイトあたりの平均粒子数が非整数の場合

でも、スピン間相互作用により平均粒子数の偶奇性の傾向が残ることが明らかになった。

4.3.3 動的崩壊に伴う密度変調と磁場の印加に対する応答

最後に、動的不安定性に伴う密度変調と磁場の印加に対する超流動流の応答を議論する。

ここでは、前章で議論した動的不安定性に伴う密度変調がスピン自由度が入ることでど

のように変化するか、また磁場を印加したときに崩壊がどのように変化するかを見る。

S = 1 Bose-Hubbardモデルにおけるスピン間相互作用強度は U2/U0 = 0.3として議論
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図 4.7 次の平均粒子数に対する動的相図: (a) n = 0.8、(b) n = 1.2、(c) n = 1.8、

(d) n = 2.2。スピン間相互作用は S = 1のすべての場合で U2/U0 = 0.3としている。

を進めていく。

図 4.8 (a) に Sz = 0,±1 のスピン成分の動的崩壊時の粒子数分布を示す。これを見る

と、動的崩壊に伴う密度変調は Sz = ±1 成分で全く同様の挙動、Sz = 0 成分も振幅は

ことなるものの基本的にほとんど似た挙動を示していることがわかる。そのため、図 4.8

(b)のようにスピン成分の全てを足した密度変調と Sz = 1成分と Sz = −1成分の粒子数

の差に比例する磁化分布を見ると、密度変調は生じているが磁化変調は生じていないこと

がわかる。

それに対して、超流動流に磁場を印加すると各スピン成分のエネルギーに差が生じる

ため状況が変化する。図 4.9 (a) には、磁場を印加し Sz = 1 成分と Sz = −1 成分の割

合を n1 : n−1 ∼ 7 : 3とした超流動流の動的崩壊付近での粒子数分布を示した。すると、

Sz = ±1 の間でエネルギー差が生じたために、波長や振幅について密度変調の発達の仕

方も異なっていることがわかる。それに対し、磁場を印加した場合の全粒子の密度分布と

磁化分布を見てみると（図 4.9 (b)）、密度変調とともに磁化変調が起きていることがわか
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図 4.8 磁場が印加されていない場合の動的崩壊に伴う密度変調。(a): Sz = 1成分の

字通空間における粒子数分布（三角点）、Sz = 0の分布（丸点）、Sz = −1の分布（四

角点）。 Sz = ±1 の粒子数分布は完全に一致している。(b): 粒子数（灰色）と磁化

（黒線）の平均値からのずれの実空間における分布。パラメーターは n = 1、U0 = 10、

U2/U0 = 0.3、α = 0.005 で固定されている。これらの結果は pd/π = 0.45 で超流動

流が崩壊したあとの p/π = 0.46における分布である。

る。このように、磁場の印加の有無により崩壊時の磁化変調の有無が決定づけられること

が明らかになった。また、磁場を印加していない時の崩壊運動量は pd/π = 0.45なのに対

し、磁化を印加した場合には pd/π = 0.427と崩壊運動量が小さくなっている。このよう

に、磁場によって超流動性が大きく変化する事実は、磁場による超流動の操作にもつなが

る可能性があるため注目に値する。
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図 4.9 (Color online) 磁場を印加した場合の動的崩壊に伴う密度変調。(a):Sz = 1

成分の字通空間における粒子数分布（三角点）、Sz = 0の分布（丸点）、Sz = −1の分

布（四角点）。b): 粒子数（灰色）と磁化（黒線）の平均値からのずれの実空間における

分布。パラメーターは図 4.8と同様 n = 1、U0 = 10、U2/U0 = 0.3、α = 0.005に固

定されている。磁場は p = 0でスピン成分を n1 : n−1 ∼ 7 : 3と調整するように空間

的に一様に印加されている。これらの結果は pd/π = 0.44 で超流動流が崩壊したあと

の p/π = 0.427における分布である。

4.4 まとめ

この章ではスピン自由度が超流動流の動的不安定に与える影響を議論した。そこではま

ず、スピン自由度が超流動流の臨界運動量に大きく影響することが明らかにされた。これ

により、微視的な自由度であるスピン自由度が巨視的な量子現象の古典的な不安定性にま

で影響を与えることがわかった。この影響の仕方を明確にするために動的不安定性に関す
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る相図を導出したところ、光格子のサイト内のスピン間相互作用が U2 < 0の強磁性的な

場合には、スピンフリップ項が 0 になるためにスピンミキシングが起こらず、実質的な

物理はスピンレスの場合の変わらないことがわかった。そのため、動的相図境界の S = 1

とスピンレスのずれは超流動-Mott絶縁体転移のクリティカルな U0 のずれのみで説明で

きる。それに対し U2 > 0の場合には、超流動-Mott絶縁体転移が起こるクリティカルな

U0 のずれだけでは説明できない、スピンミキシングに起因する相図境界のずれが存在す

ることがわかった。そのずれ方は、サイトあたりの平均粒子数が奇数の場合にはスピンレ

スのときよりも S = 1のときの方が安定領域が弱相関側で減少し、偶数の場合には安定

領域が弱相関から強相関側にかけて広がった。これにより、静的な超流動-Mott絶縁体転

移の相図に現れるサイトあたりの平均粒子数に関する偶奇性が動的な相図にも表れること

が明らかにされた。このようなスピンミキシングによる相図境界のずれは、超流動流の臨

界運動量が、凝縮密度に比例するだけでなく、超流動流の運動量を変化させたときの凝縮

密度の変化率に反比例しているためである。これらの結果から、スピン自由度を持つ超流

動流の超流動性はスピンの動的な効果によりスピンレスの超流動流の超流動性と大きく異

なることが結論付けられる。
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5.1 結論

本研究ではまず超流動流が動的不安定性により崩壊する際に現れる密度変調のメカニズム

とその性質を議論した。そこでは、波数が 0 の励起モードが超流動流の臨界運動量を決

めているものの、超流動流に加速度が存在することで有限の波長を持つ密度変調が現れて

いることを明らかにした。また、弱相関領域では超流動流の運動量を増加させてもエネル

ギー分散がフォノンの分散を保つのに対し、強相関領域ではエネルギー分散がフォノン分

散から大きくずれるために短波長の密度変調が現れづらくなることを明らかにした。これ

により、超流動流の加速度の効果が初めて明らかになり、さらに強相関領域では今まで研

究されていた弱相関領域とは励起が大きく異なるため、動的不安定性の性質も変わること

が明らかになった。次に、本研究の主題であるスピン自由度が超流動流の動的不安定性に

与える影響を議論した。そこでは、スピン自由度が超流動-Mott絶縁体転移に与える静的

な影響だけではなく、スピンミキシングのような動的な効果が動的不安定性に関する相図

に影響を与えることを明らかにした。これは超流動-Mott絶縁体転移が Bose-Einstein凝

縮による凝縮密度だけで定義されるのに対し、臨界運動量で表される超流動性の定義には

加えて位相のひねりに対する超流動流の応答も加わるという事実に起因するためであると

考えられる。このように、光格子中の超流動性は静的な場合と動的な場合で区別されるべ

きであり、スピン自由度の効果はどちらにも影響を与え、超流動-Mott転移の臨界相互作

用強度や臨界運動量を変化させることがわかる。

本研究により、古典的な流体力学的不安定性に量子力学的自由度であるスピン自由度が

大きく影響を与えることが明らかになった。超流動-Mott絶縁体のような純粋な量子相転

移にスピン自由度が大きく影響することは比較的想像に難くないが、古典的な非平衡現象

にもスピン自由度が影響するかどうかは自明ではなかったため、その点が明らかになった

のが本研究で最も大きな成果である。さらに、スピン自由度の有無やスピン間相互作用の

種類や強さ、サイトあたりの平均粒子数に依存する動的不安定性に関する相図の変化を系

統的に明らかにできたことで、光格子中のスピン自由度を持つ超流動体を応用する際の安

定性操作などの可能性も考えることができる。



第 5章 結論と今後の研究課題

5.2 今後の研究課題

本研究は Gutzwiller近似という平均場近似的手法によるものであるが、特に今回のよう

なスピン系や多原子種が含まれる多成分系では平均場からの揺らぎの効果が重要になるた

め、今後はそのような揺らぎの効果が超流動流の臨界運動量に与える影響も考察する必要

がある。これは非平衡現象に対する量子揺らぎの効果という未だほとんど明らかになって

いないテーマとなる。また、本研究では各スピン成分が同じ速度を持つ場合を議論した

が、系に磁場勾配を印加すれば Sz = 1と Sz = −1の成分を逆向きに流すことも可能であ

る。このようにして生じたスピン流の不安定性は今回の超流動流とは大きく異なる励起現

象を示す可能性があり、超流動の内部自由度の効果が今回よりもさらに本質的に現れると

考えられる。したがって、超流動に内部におけるスピン流の安定性に関する研究は今後詳

細な研究が望まれる。最後に、超流動流に一様磁場を印加した場合に超流動流の臨界運動

量が変化したことは前章の結果に示したが、これにより磁場による超流動性の操作の可能

性を探索することも今後の研究課題の 1つとなる。以上のように、スピン自由度を持つ超

流動体に関する研究はまだ多くの可能性を秘めており、今後もそのメカニズムや応用の探

索が必要である。
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[69] C. Raman, M. Köhl, R. Onofrio, D. S. Durfee, C. E. Kuklewicz, Z. Hadzibabic,

and W. Ketterle, Phys. Rev. Lett. 83, 2502 (1999).

[70] R. Onofrio, C. Raman, J. M. Vogels, J. R. Abo-Shaeer, A. P. Chikkatur, and W.

Ketterle, Phys. Rev. Lett. 85, 2228 (2000).

[71] S. Inouye, S. Gupta, T. Rosenband, A. P. Chikkatur, A. G”orlitz, T. L. Gus-

tavson, A. E. Leanhardt, D. E. Pritchard, and W. Ketterle, Phys. Rev. Lett. 87,

080402 (2001).

[72] T. Frisch, Y. Pomeau, and S. Rica, Phys. Rev. Lett. 69, 1644 (1992).

[73] T. Winiecki, J. F. McCann, and C. S. Adams, Phys. Rev. Lett. 82, 5186 (1999).

[74] M. Crescimanno, C. G. Koay, R. Peterson, R. Walsworth, Phys. Rev. A 62

063612 (2000).

[75] T. W. Neely, E. C. Samson, A. S. Bradley, M. J. Davis, and B. P. Anderson,

Phys. Rev. Lett. 104, 160401 (2010).

[76] S. Burger, F. S. Cataliotti, C. Fort, F. Minardi, and M. Inguscio, Phys. Rev.

Lett. 86, 4447 (2001).

[77] F. Cataliotti, L. Fallani, F. Ferlaino, C. Fort, P. Maddaloni, and M. Inguscio,

New. J. Phys. 5, 71 (2003).

[78] L. Fallani, L. De Sarlo, J. E. Lye, M. Modugno, R. Saers, C. Fort, and M.

Inguscio, Phys. Rev. Lett. 93, 140406 (2004).

[79] L. De Sarlo, L. Fallani, J. E. Lye, M. Modugno, R. Saers, C. Fort, and M.

Inguscio, Phys. Rev. A 72, 013603 (2005).

[80] J. Mun, P. Medley, G. K. Campbell, L. G. Marcassa, D. E. Pritchard, and W.

Ketterle, Phys. Rev. Lett. 99, 150604 (2007).

[81] A. J. Ferris, M. J. Davis, R. W. Geursen, P. B. Blakie, and A. C. Wilson, Phys.

Rev. A 77, 012712 (2008).

[82] M. Machholm, C. J. Pethick, and H. Smith, Phys. Rev. A 67, 053613 (2003).

[83] B. Wu and Q. Niu, Phys. Rev. A 64, 061603 (2001).

[84] B. Wu and Q. Niu, New J. Phys. 5, 104 (2003).

[85] A. Smerzi, A. Trombettoni, P. G. Kevrekidis, and A. R. Bishop, Phys. Rev. Lett.

89, 170402 (2002).

[86] M. Modugno, C. Tozzo, and F. Dalfovo, Phys. Rev. A 70, 043625 (2004).

[87] E. Altman, A. Polkovnikov, E. Demler, B. I. Halperin, and M. D. Lukin, Phys.

Rev. Lett. 95, 020402 (2005).

98



参考文献

[88] A. Polkovnikov, E. Altman, E. Demler, B. Halperin, and M. D. Lukin, Phys.

Rev. A 71 063613 (2005).

[89] H.-Y. Hui, R. Barnett, R. Sensarma, and S. Das Sarma, Phys. Rev. A 84, 043615

(2011).

[90] E. G. M. van Kempen, S. J. J. M. F. Kokkelmans, D. J. Heinzen, and B. J.

Verhaar, Phys. Rev. Lett. 88, 093201 (2002).

[91] M.-S. Chang, C. D. Hamley, M. D. Barrett, J. A. Sauer, K. M. Fortier, W. Zhang,

L. You, and M. S. Chapman, Phys. Rev. Lett. 92, 140403 (2004).

[92] J. Stenger, S. Inouye, D. M. Stamper-Kurn, H.-J. Miesner, A. P. Chikkatur, and

W. Ketterle, Nature 396, 345 (1998).

[93] J. P. Burke, Jr., C. H. Greene, and J. L. Bohn, Phys. Rev. Lett. 81, 3355 (1998).

[94] M. Vengalattore, J. M. Higbie, S. R. Leslie, J. Guzman, L. E. Sadler, and D. M.

Stamper-Kurn, Phys. Rev. Lett. 98, 200801 (2007).

[95] C. K. Law, H. Pu, and N. P. Bigelow, Phys. Rev. Lett. 81, 5257 (1998).

[96] E. Demler and F. Zhou, Phys. Rev. Lett. 88, 163001 (2002).

[97] A. Imambekov, M. Lukin, and E. Demler, Phys. Rev. A 68, 063602 (2003).

[98] K. V. Krutitsky, and R. Graham, Phys. Rev. A 70, 063610 (2004).

[99] S. Tsuchiya, S. Kurihara, and T. Kimura, Phys. Rev. A 70, 043628 (2004).

[100] T. Kimura, S. Tsuchiya, and S. Kurihara, Phys. Rev. Lett. 94, 110403 (2005).

[101] M. Yamashita and M. W. Jack, Phys. Rev. A 76, 023606 (2007).

[102] M. Rizzi, D. Rossini, G. De Chiara, S. Montangero, and R. Fazio, Phys. Rev.

Lett. 95, 240404 (2005).

[103] S. Bergkvist, I. P. McCulloch, and A. Rosengren, Phys. Rev. A 74, 053419

(2006).
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