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ABSTRACT

Development of the constitutive law and the thermo-mechanical coupled

scheme for thermoplastic resins

Seishiro MATSUBARA

A method of strongly coupled analyses along with a constitutive law for amorphous poly-

mers typifying thermoplastic (TP) resins is developed to simulate their thermo-mechanical

responses in both glassy and rubbery states under a wide range of temperatures and strain

rates in consideration of self-generated heat. The method is applied to microstructural analy-

ses within the framework of computational homogenization to characterize the macroscopic

thermo-mechanical behavior of fiber reinforced thermoplastics (FRTP), which necessarily

reflects the unsteady microscopic thermal and mechanical responses involving self-generated

heat caused by deformations of the polymeric matrix.

The proposed constitutive model is constructed by combining viscoplastic with viscoelas-

tic rheology elements following the multi-mechanism theory. The generalized Maxwell

model is employed to represent the temperature-dependent elastic properties across the glass-

transition temperature and viscous effects to reproduce the elastic hysteresis and strain re-

covery phenomena. The viscoplastic part of the model to represent the flow rule follows the

co-operative model proposed by Richeton et al. [Polymer, 2005] to deal with the transition

between glassy and rubbery states and is composed of isotropic and kinematic hardening

devices to reproduce the hardening phenomena peculiar to amorphous polymers. The evo-
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lution law for the isotropic hardening behavior is introduced to realize both the dependency

on viscoplastic deformation rates and the strain softening behavior. On the other hand, a free

energy typically utilized in rubber elasticity is employed for the kinematic hardening device

to simulate the orientation hardening behavior, which is analogous to that in rubber elasticity.

The formulation of the proposed constitutive law ensuring the thermodynamical consistency

so as to amenable to the theory of Coleman and Noll [J. Chem. Phys., 1967].

The first feature of the proposed constitutive law is that the viscoelasticity and the vis-

coplasticity influence each other due to multiplicative decomposition of the total deforma-

tion gradient. The viscoelastic response is dominant at temperature above the glass transition

temperature, whereas the viscoplastic flow is dominant at temperature below it. Thanks to

this feature, the proposed constitutive law enables us to simulate the phenomenon such that

the amount of strain recovery increases during unloading and with no-load processes at the

rubbery state. The second feature is that the viscoplastic isotropic hardening behavior re-

flects the relaxation modulus so as to depend on both strain rates and temperatures. It is,

therefore, possible to simulate not only the viscoplastic isotropic hardening behavior under a

wide range of temperatures including the glass-transition temperature, but also the hardening

behavior that transitions between glassy and rubbery states depending on strain rates.

The material parameters used in the proposed constitutive law are identified to represent

the thermo-mechanical behavior of polycarbonate (PC), for which various experiments were

conducted. The necessary data for the identification were obtained by the dynamic mechan-

ical analysis (DMA) and by the uniaxial tensile/unloading/no-load tests with various strain

rates. To demonstrate the capability and performance of the proposed constitutive law, which

reflects the noteworthy features of the multi-mechanism theory, each of the rheology ele-

ments is gradually made active and eventually constitutes the whole mechanism represented
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by the model so that their respective roles can be illustrated. Also, numerical simulations of

uniaxial tensile/unloading/no-load tests at different temperatures and strain rates for PC are

carried out to demonstrate the applicability for practical use.

Next, to realize fully thermo-mechanical coupled analyses, the proposed constitutive law

along with the self-heating effect is incorporated into the incremental variational formula-

tion, which was proposed by Yang et al. [J. Mech. Phys., 2016]. The proposed framework

is accomplished by the introduction of all the energy functions corresponding to the pro-

posed constitutive law in accordance with the thermodynamics requirements. Thanks to the

accordance, the formulation enables us to calculate proper amount of self-generated heat in

response to the constitutive behavior. To be more specific, the energy functions necessary

for the formulation are the free energies and the dual dissipation potentials. Each of the

free energies corresponds to the proposed constitutive law explained above, whereas each of

the dual dissipation potentials also contribute in the constitutive law, but mainly produces

self-generated heat that can be supplied as a heat source in the associated heat conduction

problem. These dual dissipation potentials along with the rate of the free energies are used to

define the incremental potential. In this regard, Legendre-Fenchel transformation has been

performed for the derivation of these dual dissipation potentials by maximizing the dissipa-

tion energies with respect to the corresponding thermodynamical driving forces. In particu-

lar, in the track of the Perzyna type viscoplastic regularization, the viscoplastic dissipation

potential is defined as a regularized function with the yield function and the plastic poten-

tial being independent variables. Owing to the thermodynamical consistency, it is proven

that the first variation of the incremental potential with respect to the state variables yields

to the proposed constitutive law. Fully coupled thermo-mechanical analyses are carried out

to demonstrate the capability to simulate the actual uniaxial tensile tests conducted for a
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PC specimen. Then, the results are compared with those obtained by deformation analyses

only to examine the influence of heat conduction with self-generated heat ion the mechanical

behavior. At the same time, the performance of the proposed method for strongly coupled

analyses is assessed by comparing the temperature rise with that measured with a thermo-

DIC device.

The last part in this thesis is devoted to the characterization of the macroscopic thermo-

mechanical behavior of FRTP, which is supposed to reflect unsteady heat conduction at a

micro-scale coupled with deformations and deformation-induced self-generated heats. The

proposed constitutive law along with the proposed analysis method developed for amorphous

polymers is used for the numerical material testing (NMT) within the framework of compu-

tational homogenizations. More specifically, the anisotropic material responses at a macro-

scale is evaluated by performing the microscopic analyses of a unit cell with a unidirectional

reinforcement. The phenomenon of interest in this characterization is how the time-evolution

of the microscopic temperature field influences the macroscopic thermo-mechanical behav-

ior. To this end, the NMT results with the strongly coupled analysis method are compared

with those obtained with the self-heating effect, but without microscopic heat conduction.

Moreover, NMTs are performed at different strain rates and different dimensions of unit

cells to see the effect of unsteadiness of heat conduction and deformation at a micro-scale.

In the final section, the concluding remarks are addressed by summarizing the contribu-

tions of this study and anticipating future works.
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第1章 序論

1.1 本研究で対象とする材料の概要

1.1.1 熱可塑性樹脂の分類

高分子材料とは，図–1.1に示す鎖状高分子（分子鎖）を基本構成要素として，これ

らが絡み合ったり化学的に結合することで構成される材料であり，それらは表–1.1に

示すように，金属よりも軽量かつ低剛性で，特有のクリープ特性や大変形能を有して

いる．また，高分子材料は主成分がほぼ同じであっても分子鎖が作り出す構造形態が

極めて多様であり，図–1.2に示すように非常に多くの種類に分類される 1, 2)．

第一に，ほとんどの高分子材料は自身の材料物性が著しく変化する固有のガラス転

移温度を有している．特に，この温度を境に機械的特性が劇的に変化することが知ら

れており 3)，室温環境下で無負荷状態の時にこの温度より高温状態（ゴム状態）にある

低剛性の材料をエラストマー，低温状態（ガラス状態）にある高剛性の材料を樹脂と

呼んでいる

第二に，高分子材料は加熱による内部の化学的応答の違いによって熱硬化性と熱可

塑性にも分類される 4)．熱硬化性の材料は，加熱を施すことで隣接する分子鎖間を剛結

する化学的な架橋反応が発現し，互いの運動を制限するため巨視的には固体状態とし

て観察される．このような状態から冷却すると，形成された網目構造はその形態を保

持したままで，再び溶融することはない．一方で，熱可塑性の材料は加熱しても化学
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的な架橋反応がほとんど発現せず，分子鎖の重心運動が支配的となるため，巨視的に

は液体状態として観察される．しかし，冷却の際には運動に必要な熱エネルギーが取

り除かれ，再度，固体として振る舞う．

特に後者の熱可塑性樹脂は，室温環境下で無負荷状態であれば高剛性のガラス状態

にあり，加熱によってゴム状態，さらには液体に相変化する材料として定義すること

ができる．このような材料は，加熱によって溶融する特性を活かすことで，射出成形

などの熱間加工が容易であり，結果として大量生産が可能となる．さらに，製品の使

用後に再度，溶融して成形することで再生が可能であるため，高リサイクル性も兼ね

備えている．主な使用用途には，食品トレイやペットボトルなどの生活用品 5)，梱包資

材や断熱材などの建設資材 6)が挙げられる．なかでもエンジニアリングプラスチック

もしくはスーパーエンジニアリングプラスチックと呼ばれる工業用熱可塑性樹脂 7)は，

耐熱性，機械的強度，耐摩耗性に優れており，精密機器の機構部品に多用されている．

ところで，熱可塑性樹脂は，分子鎖が整列することで形成された結晶構造の含有度

（結晶化度）に応じて分類がなされる．簡単には，結晶化度が 0%であるものを非晶性

熱可塑性樹脂，それ以外を結晶性熱可塑性樹脂と呼ぶ．なお，結晶化度が 100%未満の

結晶性熱可塑性樹脂は，高分子複合材料に分類され 8)，マルチスケール解析手法などの

数値解析手法を用いて巨視的な力学特性を評価しなければならないほど，その力学挙

動は複雑であることが知られている．したがって，本研究ではこれらに対して比較的

に力学挙動が単純である非晶性熱可塑性樹脂を対象とする．

1.1.2 繊維強化熱可塑性樹脂（FRTP）

樹脂の工業的な利用用途の中で，最も主流であるのが繊維強化樹脂（FRP）である．

FRPは，樹脂に繊維を充填させることで，双方の利点を活かしながら，かつ弱点を補い

ながら高強度・高剛性かつ軽量化を実現した複合材料である．代表的な FRPには，航
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空宇宙分野や自動車の分野で主流の炭素繊維によって強化された CFRPや建設資材な

どで主流のガラス繊維によって強化されたGFRPがある 9)．

現在，FRPの母材に用いられる樹脂のほとんどは，エポキシ樹脂や不飽和ポリエス

テル樹脂などの熱硬化性樹脂である．これらは強度に優れ，クリープ性が単純といった

力学的利点を有する一方で，先に述べたように固体状態になると再び，溶融すること

が出来ない弱点を有するため，加工やリサイクルが難しいとされる材料である 10)．こ

れらの問題点から，現状の FRPは生産性が非常に悪く高価であり，広く一般的な利用

は未だ実現していない．

このような状況の中で，2013年にNEDOプロジェクトとしてポリアミド系熱可塑性

樹脂を母材とした炭素繊維強化熱可塑性樹脂（CFRTP）が開発され 11)，多くの工業分

野で注目されている．それを皮切りとして現在では，結晶性・非晶性に限らず多くの繊

維強化熱可塑性樹脂（FRTP）が開発されている．先述のように，熱可塑性樹脂は加熱

を施しても個々の分子鎖が独立であり，巨視的には液体となる性質を有するため，こ

れを母材とする FRTPは，生産性やリサイクル性に極めて優れ，さらに分子鎖の可動

域が熱硬化性樹脂に比べて広いことから靱性にも優れた材料として知られている．し

たがって，FRTPは航空宇宙分野，自動車分野を代表として幅広い工業分野に利用が期

待される次世代型新材料であるといえる．

1.2 非晶性熱可塑性樹脂の材料構成則

1.2.1 材料挙動の概要

微視的に観察した樹脂材料は，図–1.3に示すように構成要素となる無数の分子鎖の

絡み合いや接近，もつれによる物理架橋と炭素や水素などの主成分原子間の共有結合

による化学架橋が混在した構造を有している．
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このような構造に外的力学作用を与えた場合，個々の分子鎖は主鎖原子を起点とし

て側鎖を回転させ（コンフォーメーション運動），隣接した分子鎖との滑り運動を伴っ

て構造が形態変化を行う．このとき，側鎖回転による分子鎖集団の系の乱雑さの増加

を抑制する抵抗として弾性が発現し，絡み合った分子鎖間の摩擦抵抗として粘性が発

現する．一方で，このような構造に熱を与え続けた場合，個々の分子鎖は自身の形態

を変化させるのに必要なエネルギー（活性化エネルギー）を十分に有するため，コン

フォーメーション運動が活発化する（ミクロブラウン運動）．このとき，外的力学作

用に対して分子鎖集団は容易に形態変化を行い，巨視的にはガラス転移現象と呼ばれ

る剛性の急激な低下として観察される．このように，高分子材料は温度と負荷速度に

依存した粘弾性体として捉えられ，これまで多数の材料モデルが提案されてきた 8, 12)．

そして，このクリープ特性を表現するのに最も基本的なものが一般化Maxwellモデル

を用いた粘弾性であり，現在でも高分子材料の実用的な変形・強度特性評価モデルと

して広く用いられている．特に，ゴムや熱硬化性樹脂などの熱硬化性材料の場合では，

図–1.3左に示すように，分子鎖集団の網目構造が個々の運動を制限しているため，主

に引張条件下においては観察される粘性挙動も比較的単純であり，一般化Maxwellモ

デルによってその力学挙動を精度良く予測することが可能であると示されている 13)．

しかし，非晶性熱可塑性樹脂の場合は，図–1.3右に示すように，個々の分子鎖が乱

雑に絡み合った構造を有し，外的力学作用に対して分子鎖構造の可動域は広範囲に渡

る．このとき，物理架橋を基点とした複雑な滑り現象が発現し，図–1.4で示すように

巨視的には極めて複雑なクリープ挙動が現れる 14)．したがって非晶性熱可塑性樹脂の

場合，熱硬化性材料で用いられるような粘弾性モデルだけでその力学挙動を再現する

ことは困難である．具体的には，ガラス域における非晶性熱可塑性樹脂は微小変形域

において分子鎖運動の可動域が少ないため，多くの樹脂材料に一般的な粘弾性挙動が

支配的となって発現する．このとき [A]で示されるように，その挙動は温度と負荷速
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度に依存した弾性として観察される．加えて，この変形域において除荷を施した場合

には，微量の粘性流動が影響して弾性ヒステリシスが観察される．その後，さらなる

負荷に対して多くの分子鎖が自身の形態変化に必要な活性化エネルギーを十分に蓄え

ることになり，可動域が増加して粘塑性初期降伏を迎える．このとき [B]で示されるよ

うに，応力勾配は滑らかに減少していきながら極大値に達し，応力のなめらかな減少

に伴って急激に粘塑性変形が進展する．これがひずみ軟化現象であり，もつれながら

分布していた分子鎖が外的力学作用に誘発されるコンフォーメーション運動によって

整列した結果として，巨視的には粘塑性変形として現れる熱可塑性樹脂に特徴的な力

学挙動である．その後，粘塑性変形が一気に進展した大変形域において，整列した分

子鎖は外的作用に対して自身の化学的な結合間距離を延ばすことによってのみ変形が

可能となり，その際に現れる強い結合力が [C]で示されるような応力の立ち上がり挙動

として観察される．これが配向硬化現象であり，分子鎖の伸び切り抵抗に伴って発現

する硬化現象で，大変形域におけるゴム材料の力学挙動に類似性が認められる．一方

で，ガラス域における非晶性熱可塑性樹脂に除荷を施した場合は，分子鎖の結合間距

離が元に戻るものの，分子鎖集団の複雑な絡み合いが原因となって永久変形がほとん

ど保持されたままであり，[D]で示されるように，微小変形域における応力勾配をほと

んど維持したまま応力が減少する．最後に，除荷終了後に一定の時間に渡って物体を

保持するとき，巨視的には無応力状態であるが，微視的には分子鎖集団の絡み合い構

造が起因となって，安定状態に至るまでの時間的なずれが生ずる．これが巨視的には

[E]で示されるようなひずみ回復挙動である．

ところで，ガラス転移現象 [F]を発現し，ゴム域に突入した非晶性熱可塑性樹脂はガ

ラス域とは異なる力学挙動を示す．まず，ゴム域における非晶性熱可塑性樹脂は，剛性

が劇的に低下しているばかりでなく，[G]や [H]のように明確な弾性域を観察すること

すら不可能である．ガラス転移現象により外的力学作用をほとんど与えなくても分子
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鎖はコンフォメーション運動やずり運動が可能となる活性化エネルギーを蓄えて自由

に形態変化を行う．そして，ガラス域で観察されたような分子鎖の明確な可動域の増加

を示す起点が消滅することで，ひずみ軟化現象が消滅し，巨視的には金属材料の一次

クリープ挙動のように観察される．その後，定常クリープのような硬化挙動が進展し，

最終的に [I]で示されるような応力の立ち上がり挙動が観察される．この挙動は，先述

の [C]と同様に配向硬化現象によるものである．一方で，ゴム域における非晶性熱可塑

性樹脂に除荷を施した場合，比較的ガラス転移点に近い温度環境を想定すると，ガラ

ス状態で支配的であった粘塑性流動やレプテーションによる粘性流動が少なく，粘弾

性的な緩和挙動が支配的となって [J]や [K]で示されるような，大きなひずみ回復が観

察される．したがって，非晶性熱可塑性樹脂はガラス域からゴム域に渡って複雑に変

化するクリープ特性を有しており，これが多種の環境温度・負荷条件を想定した非晶

性熱可塑性樹脂からなる構造物の強度評価を極めて困難なものにしている．．

1.2.2 ガラス域の材料構成則に関する先行研究

以上のように温度と負荷速度に依存した非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動に関して，こ

れまで様々な研究報告がされてきた．本項では，これまで多くの研究成果が報告され

てきたガラス域における非晶性熱可塑性樹脂の材料構成則に関して代表的な先行研究

をまとめた．

粘塑性流れ挙動に関する初期の研究には分子鎖の反応速度論を用いて物理化学的に

検討したEyring15)の成果に端を発すると言われている．そして 1960年代後半から 70年

代前半にかけて，ガラス域におけるクリープ挙動をモデリングする動きが加速し 8)，現

在でもほとんどの研究の基本となっている粘塑性流れモデルが提案された．Argon16, 17)

は，LiとGilman18)や Liuと Li19)のDisclination loop理論に基づいて，図–1.5で示すよ

うな２つのもつれを有する分子鎖を直線的に伸びる分子鎖で挟んだ二重キンクモデル
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を設定し，せん断作用を与えた時に生じる分子鎖間の Gibbsエネルギーを導出するこ

とで，外力による活性化エネルギー障壁の変化をモデル化した．この理論の結果とし

て得られた粘塑性乗数の発展則は，[B]における熱可塑性樹脂の初期降伏挙動を再現可

能であり，ガラス領域における粘塑性流れモデルの代表格として多用されてきた．加

えて，Argonは同論文の中で大変形域における二重キンクモデルのエントロピー変化

を算出することで，配向硬化現象のマイクロメカニクスに基づくモデル化にも取り組

んだ．

ところで，配向硬化現象はゴム材料の大変形域における弾性挙動に類似性が認めら

れ，古くからこれを転用する形で研究が進められてきた．そもそも，ゴム材料の弾性

挙動は内部エネルギーの変化に起因するもの（エネルギー弾性理論）ではなく，分子

鎖集団の熱運動の際に生じる系の乱雑さを表すエントロピーの変化に対する抵抗（エ

ントロピー弾性理論）として発現すると考えられている．具体的には，末端を化学架

橋で剛結した一本の分子鎖モデルを設定し，コンフォメーション変化に対するポテン

シャル障壁がないと仮定した上で，自由端の位置状態の分布関数からエントロピーを

統計的に算出することで，最終的に弾性力を求めるGauss鎖理論が初期の研究として

代表的である 4)．その後，KuhnとGrim20)は Langevin関数を導入して先述した分子鎖

の伸び切り抵抗が考慮されたエントロピー弾性モデルを提案している．さらに，Flory

とRehner21)，Treloar22)，WangとGuth23) は複数本の分子鎖から構成される四面体や立

方体形状の分子鎖モデルを設定し，系としてのエントロピー関数を導出することで，多

軸場におけるゴム弾性挙動のモデル化に成功している．以上が，粘塑性流れ挙動と配

向硬化現象（エントロピー弾性）に関する初期の研究であり，なかでもレオロジーモ

デルを用いた現象論的な非晶性熱可塑性樹脂の力学モデルについては，Eyringの粘性

則を表現するダッシュポットと Langevin関数を考慮したエントロピー弾性を表現する

バネを並列に組み合わせたHawardと Thackray24)が比較的早期の研究として知られて
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いる．

1980年代に入ると，現在でも主流とされるBoyceら 25)のBPAモデルが提案された．

彼女らは，Argonの粘塑性流れ則のなかでパラメータとして設定されていたせん断降

伏強さに着目し，圧力依存性の付与とせん断降伏強さの発展則を現象論的にモデル化

することで，[B]における初期降伏からその後のひずみ緩和挙動の再現に成功した．加

えて，WangとGuthモデル 23)を基本とした粘塑性変形量に依存するエントロピー抵抗

から移動硬化則を導出することで，[C]における配向硬化現象の再現にも成功してい

る．さらに，ひずみ緩和挙動は一軸引張試験で観察される瞬間的なネッキング現象の

主要因として知られており，WuとGiessen26, 27)はBPAモデルを応用し，平面ひずみ仮

定の下での瞬間的なネッキング現象やネッキングの際に発生するせん断帯に関する考

察も行っている．また，Arrudaら 28)はポリメチルメタクリレート（PMMA）の一軸圧

縮試験から，真応力－真ひずみ関係と温度の時刻歴変化を測定した後，配向硬化モデ

ルをArruda-Boyceモデル 29)に置き換えた BPAモデルによる熱・機械連成解析を実行

し，得られた解を実測値と比較することで時刻歴の温度変化に伴うBPAモデルの再現

性能を評価した．Fleischhauerら 30)は，熱可塑性樹脂の引張挙動に類似性が認められ

る熱硬化性樹脂の圧縮挙動の再現を実現するために，配向硬化現象のモデルをMiehe

らのMicro sphereモデル 31, 32)に置き換えたBPAモデルを用いて，エポキシ樹脂の圧縮

挙動を高精度に予測している．Cynthiaら 33)は，ポリカーボネート（PC）の負荷・除

荷，繰り返し載荷における力学挙動を実験的に評価するとともに，複雑な荷重条件に

対するBPAモデルの表現性能を検証した．その他，Mieheら 34)はマイクロメカニクス

に基づき，一般に複雑であるArgonの二重キンク理論をベースとしながら，真ひずみ

で定式化し，アルゴリズムの簡略化や，高い数値安定性を実現可能な材料モデルを提

案している．

さらに，図–1.4の [B]で観察される上降伏点近傍における応力の滑らかな推移は，図
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–1.3に示すような分子鎖集団の中に分布する空隙（自由体積）の変化に由来しており，

分子鎖の滑り運動を直接的にモデル化することで構築されたArgonもしくはBPAモデ

ルでは表現することが出来ない．そこで，HasanとBoyce35)は分子鎖集団のスケールに

注目し，コンフォメーション運動を抑制する活性化エネルギー障壁の空間分布の時刻

歴変化を統計力学的に考慮することで，外的力学作用に対する分子鎖集団の複雑な流

動性をモデル化し，上降伏点近傍における応力の滑らかな推移のモデル化に成功した．

本モデルはMieheら 36)によって３次元問題へ拡張されており，マイクロメカニクスに

基づくガラス域の粘塑性流れ挙動を高精度に再現可能なものである．ただし，この理論

は非常に難解であるため普及していない．現在，提案されているほとんどの流れ則は，

降伏強さの発展則を現象論的に改良したものであり，その代表例としては，Anandと

Gurtin37)が挙げられる．彼らはその報告のなかで，BPAモデルの降伏強さの発展則に

自由体積変化の影響を現象論的に考慮することで，非常に簡易なモデル化にも関わら

ず，上降伏点近傍における応力の滑らかな推移を高精度に再現した．加えて，BPAモ

デルで仮定されていた弾性非回転性を取り除き，熱力学的に完全な定式化を実現した．

以上が，ガラス域のみを対象とした非晶性熱可塑性樹脂の力学モデルの代表例である．

1.2.3 ガラス－ゴム状態の材料構成則に関する先行研究

一方で，[B]や [H]で示されるようなガラス－ゴム状態における粘塑性降伏挙動の再現

を目指した研究報告もされている．特に，Bauwensら 38, 39)はRee-Eyringの非Newtonian

粘性理論 40)に基づいて，ガラス転移点を跨ぐ粘塑性降伏挙動のモデル化を行い，α緩

和プロセスとβ緩和プロセスを考慮することが必要であることを示した．ここで，α

緩和プロセスとはミクロブラウン運動やガラス転移現象に起因すると考えられており，

この研究では，ガラス転移温度域における急激な剛性低下や損失正接の極大値，なら

びに熱可塑性樹脂の低速負荷速度・高温状態におけるゴム域の材料挙動に言及してい
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る．また，β緩和プロセスとは熱可塑性樹脂の高速負荷速度・低温状態におけるガラ

ス域の材料挙動であり，未だ本質的なメカニズムは分かっていないが，一般に損失正

接が極大値となる氷点下の温度近傍にて観測される緩和現象である．

このα－β緩和プロセスモデルに基づく研究報告として，Mullikenと Boyce41)が挙

げられる．彼らは，αおよびβ緩和プロセスをそれぞれ再現するBPAモデルを並列に

繋いだレオロジーモデルを設定し，動的粘弾性試験を用いて実験的にそれぞれのプロ

セスに関する材料パラメータを決定することで，広域の負荷速度を対象としたガラス

域における力学挙動の高精度な再現に成功しただけでなく，ガラス転移点を境とした粘

塑性流れ挙動の遷移に関して有用な考察を与えた．実際に，DupaixとBoyce42)はポリ

エチレンテレフタレート（PETG）に対するガラス－ゴム状態の力学挙動の再現に成功

している．さらに，Mathiesenら 43)はBoyceらのこれまでの成果を受け継ぐ形として，

ガラス－ゴム状態へ現象論的に拡張したBPAモデルと熱可塑性樹脂の準溶融域におけ

る力学挙動を表現可能なRouse linear entangled polymer（Rolie-Poly）モデル 44)を複合

化させることによって，PMMAの広範な温度域に渡る応力緩和特性を評価した．その

他，Hempel45)は，BPAモデルを独自に改良した材料構成則を構築し，有限要素コード

自動生成ソフトである AceGenを利用することで，ガラス－ゴム状態における非晶性

熱可塑性樹脂構造物の３次元有限要素解析に成功した．

そのほか，α－β緩和プロセスモデルに基づき提案された代表的な粘塑性流れモデ

ルとして，Richetonら 46–48)のモデルが挙げられる．彼らは，FotheringhamとCherry49)

が“熱可塑性樹脂の粘塑性流れは個々の分子鎖が互いに協力し合いながら進展する”と

いう考えの下で構築した co-operativeモデルを Bauwensらのα－β緩和プロセスモデ

ルに適用することで，ガラス－ゴム状態の粘塑性流れ挙動を高精度に再現可能なモデ

ルを提案した．本モデルは，ガラス－ゴム状態の非晶性熱可塑性樹脂に対する強度評

価に関する研究に多用されており 50, 51)，現在，ガラス－ゴム域における材料モデリン
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グにおいて主流とされる粘塑性流れモデルである．中でも，Richetonモデルを適用し

た研究成果として代表的なものに，Anandら 52)やAmesら 53)が挙げられる．これらの

研究は，異なる力学現象を再現しうる要素を組み合わせたレオロジーモデルから非晶

性熱可塑性樹脂が示す複雑な力学挙動を現象論的に予測しようとするマルチメカニズ

ム理論 54)に基づいており，先述のAnandとGurtin37)らと同様の熱力学的に整合する定

式化を実現している．そして，提案モデルにより熱・機械連成解析を行って，ガラス

域における非晶性熱可塑性樹脂の実用的な力学特性評価手法を提案している．さらに，

これらの研究は Srivastavaら 55)によってガラス－ゴム状態を対象とした材料モデルに

拡張されており，広範囲の温度・負荷速度域における負荷・除荷挙動の高精度な予測

に成功している．一方，Bouvardら 56)は，内部変数理論 57)に基づく熱力学的定式化を

行って，力学モデルの数理的側面を重視しており，ここで提案された材料構成則の適

用範囲はガラス域に限定されるものの，非晶性熱可塑性樹脂の自己発熱現象に対する

考察を与えている数少ない研究例である．

しかし，図–1.4中の [E]や [K]で示すようなひずみ回復挙動は，粘弾性モデルによっ

てのみ考慮可能な現象であるばかりでなく，微小変形域における弾性ヒステリシス，ガ

ラス転移現象に伴う剛性低下挙動やゴム域における流動特性は粘弾性に起因しており，

これは樹脂材料のモデル化で粘弾性を無視することは出来ないことを意味する．実際，

非晶性熱可塑性樹脂の広範な温度・負荷速度域における粘弾性特性を取得する試みは散

見される．まず，井上らは 58)ポリカーボネート（PC）を対象として動的複屈折および

動的粘弾性試験を実施し，分子鎖構造と粘弾性特性との関係性について検討した．ま

た，FanとKazmer59)はWLF式やArrhenius式などの温度時間換算則を整理して一般化

WLF式を提案し，PCのガラス域から準溶融域までの粘弾性特性を取得することに成

功している．さらに，Jazouliら 60)は室温環境に限定しているものの，PCの応力緩和

試験から時間－応力重ね合わせの原理を用いてマスターカーブを描画する方法を提案
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している．また，Richetonら 61)はMahieuxとReifsnider62)の手法を拡張し，PMMAと

PCを対象として広範な温度・負荷速度域における粘弾性特性の取得に成功している．

最新の研究報告のなかには，Sangtabiら 63)のように動的粘弾性試験を通して極めて長

時間の粘弾性特性を取得することに成功した例もある．このように，一般の高分子材

料を対象とした粘弾性と粘塑性の複合的な材料挙動について考察した研究例は数多く

存在するが 64–68)，非晶性熱可塑性樹脂の構成則の開発を意図した研究は極めて少ない．

著者の文献調査の範囲内では，粘弾性と粘塑性の両方を考慮した初期の研究報告とし

てHasanと Boyce35)が挙げられる．その後，Aleksyら 69)やKermoucheら 70)は，非晶

性熱可塑性樹脂は上降伏点以前の微小・中間変形域において粘弾性が支配的であり，ひ

ずみ軟化域を含めた大変形域においては粘塑性が支配的であると報告している．

1.3 非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の自己発熱を考慮

した熱・機械連成解析手法

1.3.1 非晶性熱可塑性樹脂の自己発熱現象

前項で示したように，非晶性熱可塑性樹脂は負荷速度や温度に依存した弾性やクリー

プ特性を有しており，図–1.4に示すように，その全体的な力学挙動は実に複雑である．

すなわち，非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の強度特性は，それが置かれた環境に

依存することになる．このとき，その強度特性の予測を難しくさせているのが，非弾性

変形に伴って発現する自己発熱現象である．特に衝撃荷重が負荷された構造物につい

ては，発熱によって生じた温度場の変化がその力学挙動に大きな影響を与えることが

知られており，数値解析によって構造物の強度特性を正確に予測するためにはこのよ

うな自己発熱現象を考慮することが必要であると言われている 71)．具体的には，負荷

が与えられた非晶性熱可塑性樹脂は，降伏点を起点としたひずみ軟化に伴って粘塑性
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変形が生じ，大きな散逸エネルギーが生み出される．そして，これらが熱エネルギー

に変換されることで，変形部の温度が極端に増加する自己発熱現象となって観察され

る．事実，ポリカーボネート（PC）からなる構造物の引張試験では，ひずみ軟化に伴っ

て瞬間的に約 30℃の温度増加が確認されており，後の変形域におけるクリープ特性に

大きな影響を与えることが知られている 14)．その後，自己発熱を熱源として非定常熱

伝導が生じ，構造内で熱が伝搬していく．このとき，非晶性熱可塑性樹脂の材料特性

は温度依存性が強いため，構造内で経時的に変化する温度場に追随しながら，その材

料特性が非一様に分布することになる．つまり，構造物の変形・強度特性は，自身の

発熱現象によって引き起こされる温度環境の変化を常に考慮する必要がある．そして，

このような熱可塑性樹脂の熱・機械連成現象を予測するためには，その材料構成則の

構築に加えて，経時的に変化する温度環境を考慮するための熱・機械連成解析手法を

構築しなければならない．

ところで，前項で示したほとんどの先行研究では，非晶性熱可塑性樹脂の材料構成

則の構築とともに熱・機械連成解析も行われている．それにも関わらず，これらのほ

とんどは汎用CAEソフトウェアのユーザーサブルーティンに実装することに終始して

おり，発熱による温度の上昇量の影響を明確には考慮していない（ただし，Arrudaら

28)，Richetonら 48)，Bouvardら 56)は例外）．また，前述の熱・機械連成解析の多くは熱

力学第一法則と第二法則を組み合わせることによって導出した非定常熱伝導方程式と

力学の平衡方程式を単に連立させただけの連成解析がほとんどである．このアプロー

チの問題点として，Clausius-Duhemの不等式から得られる散逸エネルギーをそのまま

熱生成項に転用しており，非弾性散逸エネルギーが熱エネルギーに変化する際の効率

が考慮されていないことやエントロピーに由来する熱伝導方程式の非定常項に対して

力学作用の依存性を無視していること，さらには，熱伝導方程式と力学の平衡方程式

の連立方程式が作り出す変分構造が保持されておらず，剛性マトリクスの非対称性な
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どに起因して数値計算上の不安定性が避けられないことなどが挙げられる．特に非晶

性熱可塑性樹脂の場合では，ひずみ軟化に伴って数十℃の発熱が生じることが実験的

に分かっており，それが自身の力学特性に大きな影響を与えるため，より精度の高い

熱・機械連成解析手法が求められる．

1.3.2 熱・機械連成解析手法に関する先行研究

熱・機械連成解析手法の最初期の研究としてOdenとKross72)が挙げられる．彼らは

力学の平衡方程式と熱力学第一法則，第二法則により導出した非定常熱伝導方程式を

連立させることによって，温度場の変化に依存した熱弾性体の力学挙動の予測に成功

した．ただし，有限要素離散化の際に温度場の変化が微小である仮定を設ける必要が

あり，大きな温度変化に伴う力学挙動の変化の再現には至っていない．関連して，熱

弾性体を対象とした研究報告にはCarterとBooker73)がある．彼らは，熱膨張による温

度と変形の連成部分に起因する剛性マトリクスの非対称性を克服することで，数値的

に安定的な熱弾性体の熱・機械連成解析手法を提案した．しかし，これらの定式化で

は非弾性発熱項の有限要素離散化が不可能であり，塑性を伴う問題に直接転用するこ

とは出来ない．

OdenとKross以降，長年の間，熱・機械連成解析手法に関する明確な研究報告はな

されていなかったが，1990年になって Simo74)が塑性変形やそれに伴う発熱を考慮した

熱・機械連成理論を提案した．具体的には，Clausius-Duhemの不等式から得られる散

逸エネルギーを用いて散逸ポテンシャル関数を導出し，熱・機械連成問題をポテンシャ

ルの停留点問題としてとらえることで，その統一的な議論を行った．その後，Armero

と Simo75)は環境温度と物体の内部温度といった２つの温度変数を導入することによっ

て，熱・機械連成ポテンシャルの変分構造を保証し，弾塑性体の有限要素解析によって

数値的な安定性を例証している．
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このように，熱・機械連成問題はポテンシャルの変分構造を担保するためにどのよ

うに定式化を行うかが重要となる．そのなかで，Ortizと Stainier76)は連続体の物質点

近傍におけるエネルギーの時間変化をモデリングし，その状態変数に対する最小化

問題から増分的な応力や内部変数を求めようとする増分ポテンシャル法（Incremental

Variational Formulations）を提案した．本手法は，弾塑性体の数値計算手法で標準的な

Return-mapping法にとって代わるものであり，その後，様々な力学問題に対して適用が

なされた．Fancelloら 77)は粘弾性体に対する増分ポテンシャルを定式化し，これまで提

案されてきた標準的な粘弾性モデルが増分ポテンシャルの状態変数に対する勾配から

導出されることを示した．また，Fancelloら 78)は粘塑性ひずみのスペクトル分解を用

いて増分ポテンシャルを定式化することで粘塑性散逸固体を 3次元問題へと拡張し，引

張試験解析や膜の膨張解析を通してその性能を検証した．さらに，MoslerとBruhns79)

は，Drucker-PragerモデルやMohr-Coulombモデルを対象とした非関連塑性体の増分ポ

テンシャル法を提案し，その中で彼らは最大塑性散逸の原理にて現れる応力の最大化問

題も増分ポテンシャルの最適化問題に含めることで，より一般的な定式化に成功してい

る．その他，BleierとMosler80)らは弾塑性体の流れ則について増分ポテンシャル法を適

用してより効率的なアルゴリズムを構築し，BalzaniとOrtiz81)やMieheとLambrecht82)

はマルチスケール問題への応用も実現している．

この増分ポテンシャル法を熱・機械連成問題に応用したのが，Yangら 83)である．彼

らは，Simo74)やArmeroと Simo75)が行った熱・機械連成問題のポテンシャル理論に対

して増分ポテンシャル法を適用することで，履歴依存問題に対する正確なポテンシャ

ルの変分構造を保証し，本手法が散逸エネルギーの熱変換効率を理論的に算出可能で

あることを示した．その後，Stainierと Ortiz84)によって有限要素解析を通した本手法

の検証が行われている．また，CanadijaとMosler85)はMoslerと Bruhnsの非関連塑性

体 79)に対する熱・機械連成問題への拡張を実現している．また，Stainier86)は熱・機械
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連成増分ポテンシャル法に関する非弾性双対散逸ポテンシャルの数値解析における整

合性に関して追加的な議論を行っている．一方，非定常熱伝導挙動に関してBargmann

と Steinmann87)は温度の時間積分量である熱変位ベクトル 88, 89)を導入し，変形などへ

の依存性を包含する複雑な非定常熱伝導問題の統一的な記述に成功している．このよ

うに，発熱を考慮した熱・機械連成解析手法は Simo74)のポテンシャル理論に端を発し，

Ortizと Stainier76)の増分ポテンシャル法へと拡張されていった経緯がある．

1.4 FRTPの自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手法

FRTPは，熱可塑性樹脂に繊維材を充填することによって構成される複合材料であり，

その微視的（ミクロ）な構造の非均質性が巨視的（マクロ）な力学特性に影響を与える

ことが知られている．このような複合材料の強度特性の評価手法としては，ミクロな

非均質性を表す代表体積要素（ユニットセル）と非均質性が平均化された複合材料に

等価なマクロ構造への分離を数学的に実現し，両者の相互作用を考慮しながらその変

形・強度特性評価を行う数学的均質化法に基づくマルチスケール解析手法 90)が主流で

あり，既に実用的な応用も実現している．そのなかで，寺田ら 91)は周期構造に対する

一般化収束論 92)において，非均質体の支配方程式に対するミクロ構造のスケールを無

限小にする極限操作の two-scale収束解が，ミクロとマクロの問題に分離を可能とする

ことを利用して，有限変形理論に基づく熱力学的に整合したマルチスケール解析手法

を構築し，実際の物質および空間表記での数値計算アルゴリズムを提案している．ま

た，多軸方向のミクロ構造解析結果を仮想的な実験結果と見立て，そのデータを基に

あらかじめ設定しておいたマクロ材料構成則のパラメータを求めることで，ミクロと

マクロの構造解析を完全に分離することを実現した数値材料試験 93)を提案している．

ところで，第 1.2節と第 1.3節で示したように，熱可塑性樹脂からなる構造物は強い

クリープ特性や自己発熱現象に起因して，経時的に変化する温度場に追随しながら，そ
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の材料特性が非一様に分布する．このような熱可塑性樹脂の変形と温度場が相互に影

響する特性は，FRTPにも反映されることが知られている．例えば，FRTPの疲労特性

は母材の自己発熱に影響を受けて低下すると言われており 94)，幅広い環境条件が想定

される FRTP構造物の寿命予測を難しくさせる．さらに，FRTPのミクロ構造は母材と

繊維材が混在した構造を有しているため，母材の発熱によって生じた温度の空間的な

伝導形態はより一層複雑となる．したがって，FRTPの強度評価を実現するためには，

ミクロ構造内の発熱に起因する変形と温度場の非定常性を考慮する必要があり，熱・機

械連成問題に対するマルチスケール解析手法の構築が必要不可欠である．

これに関して，寺田ら 95)はミクロ構造の熱伝達を考慮した熱・機械連成マルチスケー

ル解析手法を提案しており，また，TemizerとWriggers96)も熱弾性体に対する熱・機械

連成マルチスケール解析手法を提案している．しかし，数学的均質化法はミクロとマ

クロの問題の空間スケールに対する分離のみを考えているため，必然的にミクロ構造

内の物理量が常に定常状態であると仮定されてしまう．したがって，自己発熱に起因

するミクロな物理量の非定常性をマクロな物理量に反映するには理論の再構築が必要

であるといえる．．

1.5 本研究の位置づけと目的

以上の背景から，多種の環境温度，負荷速度条件を想定した非晶性熱可塑性樹脂お

よび FRTPからなる構造物の強度評価を実現するためには，ガラス域からゴム域に渡っ

て複雑に変化するクリープ挙動を予測するだけでなく，クリープ変形に伴って発現す

る自己発熱が及ぼす変形と温度場の時刻歴変化を考慮することが必要である．したがっ

て本研究ではまず，広域の温度・負荷速度帯におけるガラス－ゴム状態を対象とした

材料構成則の構築を行い，自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手法へ応用すること

でこれを実現する．
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1.5.1 非晶性熱可塑性樹脂のガラス－ゴム状態を対象とした材料構成則

に関する本研究の位置づけと目的

第 1.2節で示したガラス－ゴム状態を対象とする非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動に関

する先行研究は，粘弾性もしくは粘塑性のどちらか一方に傾倒しており，両方を取り入

れた材料構成則に関する研究は極めて少ない．しかし，図–1.4の [B]に示すようなひず

み軟化挙動や [C]や [I]に示すような配向硬化現象は粘塑性特有の現象であり，第 1.2.1

項で示したように，そもそも粘弾性モデルのみではこれらの現象を再現をすることは

できない．逆に，[E]や [K]に示すようなひずみ回復挙動や [J]に示すようなゴム域に

おける応力勾配の大きな除荷挙動は粘弾性特有の現象であるばかりでなく，粘塑性モ

デルのみでは弾性特性の負荷速度依存性を考慮することができない．さらに，粘弾性

と粘塑性は互いに影響しあうことで複雑なクリープ挙動を呈することが知られている．

特にガラス転移温度域では分子鎖の熱運動が活発になることに起因して粘弾性が大き

く発現するため，高速負荷を与えるとガラス状態の挙動を示し，逆に低速負荷を与え

るとゴム状態の挙動を示すことが知られている 14)．このような現象に対して，粘塑性

モデルのみを用いた先行研究では，動的粘弾性測定（DMA）の結果からガラス転移温

度に全変形速度の依存性を付与することで，その再現を試みている 42)．しかし，粘弾

性特性は弾性係数や硬化係数の温度依存性に反映されるに過ぎず，粘弾性変形の影響

を考慮することができないことが問題となっている．

以上の背景より，本研究では，上述のようにガラス－ゴム状態における非晶性熱可

塑性樹脂の力学挙動を再現するためには粘弾性と粘塑性の相互作用を明確にモデル化

する必要があると考え，それらを複合的に考慮した材料構成則を提案する．そして，図

–1.4の [A]から [K]で示される広域の温度・負荷速度帯における力学挙動を再現するこ

とを試みる．本研究で提案する材料構成則の特徴は，まず粘弾性と粘塑性の相互作用

は全変形の乗算分解を基点としていることである．これにより，ガラス転移温度域で
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粘弾性が大きく発現する際に，対応して粘塑性の永久変形が小さくなることで，[K]や

[J]で示されるような粘弾性挙動を表現することが可能となる．また，ガラス－ゴム状

態に対応した粘塑性硬化現象を再現するために，粘弾性モデルによって定義可能な緩

和弾性率が表現しうるガラス転移温度域における劇的な剛性低下の論理を粘塑性硬化

発展則に反映させる．これにより，ガラス状態もしくはゴム状態で特徴的な粘塑性硬

化挙動を再現可能となるばかりでなく，負荷速度に依存してガラスもしくはゴム状態

に変化する粘塑性硬化挙動を再現可能となる．

1.5.2 非晶性熱可塑性樹脂の自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手法

に関する本研究の位置づけと目的

第 1.2節で示した先行研究の多くは，非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の熱・機械

連成解析を実施している．これらのなかには弱連成解析を実施している例が散見され

る．しかし，自己発熱による温度増加が激しいひずみ軟化域においては，ひずみ速度

が数 10[%/s]にも達するため 14)，弱連成解析では非常に多くの計算ステップを刻む必

要があり，誤差の蓄積なども問題となって非現実的であると考えられる．つまり，こ

のような瞬間的な現象に対する熱・機械連成挙動を正確に捉えるためには強連成解析

手法の導入は必須である．

一方で，非晶性熱可塑性樹脂の場合では強連成解析を試みることが一般的である．し

かしこれらのほとんどは，熱力学的定式化を通して得られる非弾性散逸エネルギーに熱

変換効率を表すパラメータを掛けたものを自己発熱量とした簡易的な非定常熱伝導方程

式を解いているに過ぎないため，自己発熱による温度上昇の定量的な評価には至ってい

ない．この原因は，非弾性散逸エネルギーの熱力学的駆動力に対するLegendre-Fenchel

変換から得られる散逸ポテンシャルの導出を行っておらず，材料モデルが有する本来

の発熱性能を議論することができないからである．また，流れ則や発展則，降伏関数
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などの熱力学的整合性は散逸ポテンシャルによって担保されることから，固体熱力学

の理論的にも不完全なものであると言わざるを得ない．つまり，材料構成則が有する

本来の発熱性能を踏まえて熱・機械連成解析手法を実行するためには，散逸ポテンシャ

ルを導出して熱力学的定式化を完結させる必要がある．

そこで本研究では，固体熱力学的な整合性を重視して，粘弾性・粘塑性複合構成則の

熱力学的定式化を完結させ，材料構成則が有する本来の発熱性能を再現可能な熱・機

械連成解析の実現を目指す．その実現のために，提案する材料構成則に対して粘弾性

と粘塑性の散逸ポテンシャルをそれぞれ導出し，構築した材料モデルを熱・機械連成

増分ポテンシャル法 83)に適用する．本研究で実現する熱・機械連成解析の先行研究に

対する大きな違いは，まず非弾性変形による散逸ポテンシャルを明確に定式化し，そ

の独立変数に対する停留値から流れ則や発展則などのモデルが再生されることを示し

て固体熱力学的に整合した材料構成則を提案したこと，さらに，得られた散逸ポテン

シャルを自己発熱による熱生成に用いることで，材料構成則が有する本来の発熱性能

を考慮した熱・機械連成解析を実現することである．

1.5.3 FRTPの自己発熱を考慮した熱・機械連成解析手法に関する本研

究の位置づけと目的

本研究の最終目標は，多種の環境温度，負荷速度条件を想定した FRTPからなる構造

物のマクロな熱・機械連成特性を評価することである．ところが，第 1.4節で示したよ

うに，これまでのマルチスケール解析手法はマクロ的に非定常であっても，ミクロ構

造内の物理量は必ず定常状態である仮定の下で構築されており，自己発熱に起因する

ミクロ物理量の非定常性を考慮することができない．それどころか，このようなミク

ロな非定常性がマクロな物理量に与える影響について検討した先行研究も見当たらな

い．そこで，FRTPからなる構造物の熱・機械連成特性評価手法の構築を最終的な目標



21

としてまず，提案する非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則と熱・機械連成

解析手法を用いた数値材料試験 93)を複数の力学条件下において実施することで，得ら

れた結果から FRTPの自己発熱に起因するミクロ物理量の非定常性がマクロな熱・機

械連成特性に与える影響について基本的な検討を行う．

1.5.4 本論文の構成

以上のような本研究の目的と先行研究の位置づけに対して，非晶性熱可塑性樹脂か

らなる構造物の熱・機械連成強度評価とその FRTP構造物への応用に関して，本論文は

下記に示す章立ての構成とする．

• 第二章　非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則

• 第三章　非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析

• 第四章　 FRTPに対するミクロ構造の非定常性を考慮した数値材料試験

• 第五章　結論

まず第二章では，ガラス－ゴム状態を対象とした非晶性熱可塑性樹脂について，図

–1.4に示す力学挙動のすべてを表現可能な材料構成則を定式化するために，マルチメカ

ニズム理論に基づくレオロジーモデルを設定する．そして，これを参照しながら高分子

材料で一般的な粘弾性モデルと非晶性熱可塑性樹脂特有の力学挙動を表現するための粘

塑性モデルを複合化した材料構成則を提案する．具体的な定式化に際しては，粘弾性に

Holzapfelと Simo100, 101)の一般化Maxwellモデルによる線形粘弾性を採用し，Hencky

型超弾性構成則を用いてモデル化を行う．また，粘塑性流れに関してはRichetonら 46)

が提案したガラス－ゴム域の粘塑性流れを再現可能な co-operativeモデルを採用する．

等方硬化挙動には，Boyceら 25)やBouvardら 56)のモデルを基本としてガラス－ゴム域
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に対応させるために緩和弾性率の論理を反映した独自のモデルを構築する．なお，配

向硬化現象を再現するための粘塑性移動硬化には，Amesら 53)が用いているGent104)の

ゴム弾性モデルを採用し，DupaixとBoyce42)らと同等のゴム剛性の温度依存関数を定

義することによって，そのガラス－ゴム域に対応したモデル化を行う．本章の最後で

は，ポリカーボネート（PC）の動的粘弾性試験や一軸引張負荷・除荷・保持試験の結

果 14)を通して，提案した粘弾性・粘塑性構成則の材料パラメータを決定するとともに，

そのガラス－ゴム状態に渡る力学挙動の再現性能を検証する．

第三章では，第二章で構築した粘弾性・粘塑性複合構成則を熱・機械連成問題へ拡張

するために，熱・機械連成増分ポテンシャル法 83)を導入する．具体的にはまず，熱・機

械連成増分ポテンシャル法の概要を熱力学の観点から基本論理を対応付けて説明する．

また，粘弾性・粘塑性複合構成則を増分ポテンシャル法に適用する際には，自由エネル

ギーや散逸エネルギーを内部変数の駆動力で最適化した双対散逸ポテンシャルが必要

となるが，これらは，第二章で行った定式化を拡張し，ポテンシャル理論に基づいて

独自に導出する．そして，導出した粘弾性・粘塑性複合構成則の増分ポテンシャルに

対して各状態変数の第一変分を施すことで粘弾性・粘塑性複合構成則が再生されるこ

とを示す．解析例題にはまず，実装した増分ポテンシャル法の検証例として Stainierと

Ortiz84)が行った断熱状態におけるαチタニウムの引張試験解析を実施し，温度依存の

力学挙動や非弾性変形に伴う発熱量が正確に再現できることを示す．次に，PCの一軸

引張試験の再現解析を通して，力学応答のみの解析結果と比較を行い，構造物の温度

環境の変化に起因する力学挙動の変化について考察する．関連して，本試験中にDIC

計測された温度上昇量の実測値 14)を再現解析の結果と比較することによって本手法の

熱・機械連成特性の再現性能について検証する．

第四章では，FRTPからなる構造物のマルチスケール熱・機械連成特性評価への応用

を見据えて，一方向強化材を模擬したユニットセルに対する数値材料試験 93)を実施す
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る．具体的にはまず，提案した粘弾性・粘塑性複合構成則を実装した熱・機械連成解析

手法を適用して数値材料試験を実施し，FRTPが示す異方的な非弾性挙動について考察

する．そして，物質点断熱の下で簡易的に発熱を計算した力学応答解析の結果と比較

することで，母材の発熱によるユニットセル内のミクロ温度場の時刻歴変化が対応す

るマクロ応力やマクロ温度に与える影響について考察する．さらに，ユニットセル内

の非定常性に関する追加的な考察として複数の負荷速度やユニットセル寸法を設定し

た数値材料試験を実施することで，負荷速度とユニットセル内の温度場の伝導速度の

兼ね合いがユニットセル内の応力場や対応するマクロ応力並びにマクロ温度に与える

影響を考察する．

第五章では，本研究で得られた結論及び克服すべき課題や今後の展望について総括

する．
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図– 1.1 分子鎖の形状

表– 1.1 各種材料の密度とヤング率の一般的な値 1, 2)

密度 [×103kg/m3] ヤング率 [GPa]

工業用純鉄 7.87 205

アルミニウム 2.60 70～71

エポキシ樹脂 1.11～1.40 2.4

ポリカーボネート（PC） 1.20 2.4

弾性ゴム 0.91～0.96 0.0015～0.005
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図– 1.2 高分子材料の分類

図– 1.3 樹脂内部の分子鎖組織構造
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第2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複

合構成則

2.1 はじめに

第 1.5.1項で示したように，ガラス－ゴム状態を対象とした非晶性熱可塑性樹脂は，

粘弾性と粘塑性が互いに影響しあうことで複雑なクリープ挙動を呈する．特にガラス

転移温度域では分子鎖の熱運動が活発になることに起因して粘弾性が大きく発現する

ため，高速負荷を与えるとガラス状態の挙動を示し，逆に低速負荷を与えるとゴム状

態の挙動を示す．ところが先行研究では，粘弾性もしくは粘塑性のどちらか一方に傾

倒したモデルがほとんどであり，，両方を取り入れた材料構成則に関する研究報告は極

めて少ない．

そこで本研究では，非晶性熱可塑性樹脂に対する現象論的な材料モデリングで一般

的なマルチメカニズム理論 54)に倣って図–2.1に示すレオロジーモデルを設定し，これ

を参照しながら粘弾性と粘塑性を複合的に考慮した材料構成則を提案する．個々の力学

モデルを概念的に示すレオロジー要素は並列に配置されることが一般的であるが，本

研究では，これらを直列に配置することで，全変形の乗算分解を基点とした粘弾性と

粘塑性のより強い相互作用を考慮する．これにより，ガラス転移温度域で粘弾性が大

きく発現する際に，対応して粘塑性の永久変形が小さくなり，ゴム域において支配的

な粘弾性挙動を表現することが可能となる．また，ガラス－ゴム状態に対応した粘塑
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性硬化現象を再現するために，粘弾性モデルによって定義可能な緩和弾性率が表現し

うるガラス転移温度域における劇的な剛性低下の論理を粘塑性硬化発展則に反映する．

これにより，ガラス状態もしくはゴム状態で特徴的な粘塑性硬化挙動を再現可能とな

るばかりでなく，負荷速度に依存してガラスもしくはゴム状態に変化する粘塑性硬化

挙動を再現可能となる．

本章の構成はまず，第 2.2節から第 2.5節では，本研究で提案する粘弾性・粘塑性複

合構成則の熱力学的定式化の詳細を示す．ここでは、図–2.1に示すレオロジーモデル

を参照しながら，全変形を粘弾性成分と粘塑性成分に乗算分解し，粘弾性・粘塑性複

合構成則として理論的に整合した材料構成則を構築する．また，粘塑性硬化現象の粘

弾性による影響を考慮するために，各種硬化変数に対して緩和弾性率を反映した独自

の発展則を提案する．第 2.6節では，第 2.7節と第 2.8節で同定した材料パラメータを

用いて，６面体要素１つで構築された解析モデルに対する一様変形解析を実施し，得

られた真応力－真ひずみ関係から提案する粘弾性・粘塑性複合構成則の基本的な性能

を示す．第 2.7節では，ポリカーボネート（PC）に対する動的粘弾性試験の結果を用い

て，提案する材料構成則の粘弾性部分の材料パラメータを同定する．特に，ガラス－

ゴム状態における粘弾性特性を取得する必要があるため，本研究では FanとKazmer59)

らのシフトファクターを用いてその材料パラメータを同定した．なお，同定結果の精度

は緩和スペクトルや緩和弾性率から検証する．第 2.8節では，ポリカーボネート（PC）

に対する負荷・除荷引張試験の結果を用いて，提案する材料構成則の粘塑性部分の材

料パラメータを同定する．特に，除荷を行う変形帯を複数設定することで，提案した

材料構成則の各変形域における再現性能を検証する．また，除荷終了後に無負荷保持

を行った試験結果を用いて，ひずみ回復挙動に対する再現性能を検証する．最後に第

2.9節では，複数の環境温度と負荷速度水準を設定した負荷・除荷・無負荷保持試験の

再現解析を行い，これらを実験結果と比較することで，材料構成則の再現性能を検証
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する．特に，ガラス転移点を跨ぐ温度域におけるガラスからゴムへの遷移過程の再現

性能に注視して検証する．

2.2 運動学的変数の定義

2.2.1 変形勾配の粘弾性・粘塑性乗算分解

時間 t = t0において 3次元ユークリッド空間 R3内に滑らかな境界 ∂B0を有する参照

配置の連続体 B0 ⊂ R3を考え，その各物質点を X ∈ B0とする．このとき，時間 tにおけ

る現配置の連続体 Btは一対一対応のなめらかな運動 φ : B0 × [t0, t]→ Bt ⊂ R3 によって

定義され，現時刻に対応する各物質点 x ∈ Btは参照配置の物質点 Xと時間 tの関数と

して，x = φ (X, t)のように表現される．同時に，現配置の物質点 xは変位 u = u (X, t)

を定義することによって x = u + Xとされる．また，参照配置と現配置に，それぞれ

正規直交基底 [EI , I = 1, 2, 3]と [ei, i = 1, 2, 3]で構成されるデカルト座標系O −XYZと

o − xyzを設定したとき，各配置における物質点はそれぞれ X = XI EI と x = xieiで記

述される．さらに，各配置 B0, Btに対して物質点 X, x近傍で定義される接線ベクトル

dX, dxの間で線形写像 dx = FdXとなるような変形勾配 Fを次式で定義する．

F ≡ ∇Xφ (X, t) (2.1)

ただし，連続体内の任意の物質点 Xにおける変形勾配は正則であるとする（体積ヤコ

ビアン J = det (F) > 0）．なお，本研究では関数 f (a)の aに対する勾配を ∇a f (a)に

統一して記述する．最後に，連続体内の一点の温度状態を物質表示 θ ≡ θ (X, t) ∈ R+ =

{θ | θ > 0, θ ∈ R}の絶対温度で定義する．

図–2.1には，本研究で構築する粘弾性・粘塑性複合構成則の基本構造を表すレオロジー

モデルを示す．本レオロジーモデルは，粘弾性特性を表現するための一般化Maxwell

要素と粘塑性流動や粘塑性移動硬化を表現するための粘塑性要素を直列に連結させる
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ことによって構成される．まず，本レオロジーモデルを参照して変形勾配を次式のよ

うに乗算分解する 97, 98)．

F = FveFvp (2.2)

ここで，Fveと Fvpはそれぞれ一般化Maxwell要素に作用する粘弾性変形勾配と粘塑性

要素に作用する粘塑性変形勾配である．また，物質点 X上の接線ベクトル dXに粘塑性

変形勾配を作用することで得られる接線ベクトル dX∗が張る局所的な数学領域 Bvp ⊂ R3

を粘弾性応力解放配置として定義する．

一方で，変形勾配を次式のように体積変形成分と等容変形成分に乗算分解する 99)．

F = J
1
3 F̄ (2.3)

ここで，F̄は等容変形勾配である．このとき，式 (2.2)と式 (2.3)を併せて次式が成立

する．

J = JveJvp, F̄ = F̄veF̄vp (2.4)

ここで，Jve, F̄ve, Jvp, F̄vpはそれぞれ粘弾性体積ヤコビアン，粘弾性等容変形勾配，粘

塑性体積ヤコビアン，粘塑性等容変形勾配である．なお，本研究では粘塑性変形が分

子鎖間の相対的な滑り変形の結果として発現することを考慮して，次式で示すような

非圧縮性を仮定する 25, 52, 53)．

Jvp = 1 (2.5)

このとき，体積ヤコビアンは J = Jveとなって体積変形は粘弾性変形のみとなる．
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2.2.2 各種運動学的変数

次に，前項で定義した各変形勾配から得られる運動学的変数を定義する．まず，粘

弾性変形勾配と粘塑性変形勾配に対する極分解は次式で得られる．

Fve = RveUve = VveRve, Fvp = RvpUvp = VvpRvp (2.6)

ここで，Uve, Vve, Rveはそれぞれ粘弾性右ストレッチ，粘弾性左ストレッチと粘弾性回

転であり，Uvp, Vvp, Rvpはそれぞれ粘塑性右ストレッチ，粘塑性左ストレッチと粘塑

性回転である．このとき，式 (2.2)に示す乗算分解はこれらの極分解を代入することに

よって次式のように書き換えられる．

F = VveRveRvpUvp (2.7)

= VveRUvp (2.8)

つまり，参照配置の連続体 B0の物質点 Xにおける局所的な変形は，その接線ベクトル

dXが Uvpによる粘塑性的な引き延ばしを受けた後，回転 R = RveRvpによって現配置

Btを参照とする量に変換され，Vveによって粘弾性的な引き延ばしを受けて実現する．

したがって，変形勾配の極分解 F = RU = VRのように物体に作用する変形を単に回

転と引き延ばしに分解することはできない．また，変形勾配に対する右Cauchy-Green

テンソルは次式で得られる．

C = FTF = (Fvp)T CveFvp (2.9)

ここで，Cveは次式で定義される粘弾性右 Cauchy-Greenテンソルである．

Cve ≡ (Fve)T Fve = (Uve)2 (2.10)

同時に粘塑性左 Cauchy-Greenテンソル bvpを次式で定義する．

bvp ≡ Fvp (Fvp)T
= (Vvp)2 (2.11)
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さらに，全速度勾配は，次式のように加算分解形式で与えられる．

l = ḞF−1 = lve + Fve lvp (Fve)−1 (2.12)

ここで，lve, lvpはそれぞれ次式で定義される粘弾性速度勾配と粘塑性速度勾配である．

lve ≡ Ḟve (Fve)−1 , lvp ≡ Ḟvp (Fvp)−1 (2.13)

また，2階のテンソル •の対称部分と反対称部分を，それぞれ sym (•)，skew (•)で表す

ことで各速度勾配 l, lve, lvpは，対応する変形速度，スピンテンソルを用いてそれぞれ

次式で得られる．

l = sym (l) + skew (l) = d + w (2.14)

lve = sym (lve) + skew (lve) = dve + wve (2.15)

lvp = sym (lvp) + skew (lvp) = dvp + wvp (2.16)

ここで本研究では，提案する粘弾性・粘塑性複合構成則に等方性を仮定し，次式のよ

うに粘塑性変形が非回転であるとする．

wvp = 0 (2.17)

このとき，次式で示されるように粘塑性回転 Rvpは定数となる．

Ṙvp = wvpRvp = 0 → Rvp = const. (2.18)

したがって本研究では，粘塑性回転を Rvp = 1と仮定することで，粘塑性変形が非回転

であるとする．なお，1は 2階の単位テンソルである．さらに，粘塑性非圧縮性の仮定

より

J̇vp = Jvptr (lvp) = 0 → tr (lvp) = 0 (2.19)
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が成立するため，粘塑性速度勾配に非圧縮性を考慮すると次式が得られる．

lvp = Ḟvp (Fvp)−1

=
[
(Jvp)

1
3 F̄vp

]• [
(Jvp)

1
3 F̄vp

]−1

=

[{
1
3

(Jvp)
1
3 tr (lvp)

}
F̄vp + (Jvp)

1
3 ˙̄Fvp

]
(Jvp)−

1
3
(
F̄vp

)−1

= ˙̄Fvp
(
F̄vp

)−1
(2.20)

ここで，粘塑性等容速度勾配 l̄vpを次式で定義する．

l̄vp = ˙̄Fvp
(
F̄vp

)−1
(2.21)

このとき，粘塑性非回転性を考慮すると粘塑性等容速度勾配 l̄vpは次式のように粘塑性

等容変形速度 d̄vpとなる．

l̄vp = d̄vp + w̄vp

= d̄vp (2.22)

なお，w̄vp = 0は粘塑性等容スピンテンソルである．したがって，(2.12)全速度勾配は

次式のようになる．

l = lve + Fve d̄vp (Fve)−1 (2.23)

2.3 熱力学的定式化

本節では，図–2.1を参照して自由エネルギー密度を定義し，ColemanとNoll57)の熱

力学的定式化に従って非弾性散逸エネルギーを導出する．

2.3.1 自由エネルギーの定義

本研究では，Holzapfelと Simo100, 101)に倣って一般化Maxwell要素の各ダッシュポッ

トに作用する粘性変形を体積変形と偏差変形に対してそれぞれ独立の熱力学的示量変
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数として Γαvol, Γ
α
dev (α = 1, Nve)と定義する．ここで，NveはMaxwell要素数である．こ

れらの熱力学的示量変数の導入は，変形勾配の粘弾性成分をさらに弾性成分と粘性成

分に乗算分解する手続きを簡略化するためであり，線形粘弾性理論を大変形問題に直

接適用したことに等しい．このため，大変形域で粘弾性非線形性が顕著となる問題に

対して適用することは適切ではないが，ガラス状態の非晶性熱可塑性樹脂は粘弾性が

支配的である変形域が公称ひずみ約 2%程度に過ぎないため，本研究では，線形粘弾性

モデルを導入することにする．

一方で，粘塑性要素に関して流れを表すスライダーに直列に取り付けられたバネ要

素は，熱力学的示量変数である等方硬化変数 ξvpが蓄積することで運動する．さらに，

並列に取り付けられたバネ要素は変形勾配の粘塑性成分 Fvpが蓄積することで運動し，

これが粘塑性移動硬化を表現するために機能する．したがって，外的作用に対して，本

レオロジーモデルが蓄える全自由エネルギー密度は，各バネ要素が蓄積する自由エネ

ルギー密度の和として次式のようになる．

ψ = inf
η∈R

{
e
(
F, Γ1

vol, · · · ,ΓNve

vol , Γ
1
dev, · · · ,ΓNve

dev , Fvp, ξvp, η
)
− θη

}
= ψ

(
F, Γ1

vol, · · · ,ΓNve

vol , Γ
1
dev, · · · ,ΓNve

dev , Fvp, ξvp, θ
)

= ψve
vol

(
J, Γ1

vol, · · · ,ΓNve

vol , θ
)
+ ψve

dev

(
C̄, Γ1

dev, · · · ,ΓNve

dev , Fvp
)
+ ψ

vp
iso (ξvp) + ψvp

kin (Fvp, θ) + ψht (θ)

(2.24)

ここで，e, η, θはそれぞれ内部エネルギー密度，エントロピー密度と温度であり，

ψve
vol, ψ

ve
dev, ψ

vp
iso, ψ

vp
kin, ψ

htはそれぞれ粘弾性自由エネルギー密度の体積成分と偏差成分，

粘塑性等方硬化自由エネルギー密度，粘塑性移動硬化自由エネルギー密度，比熱に関

する自由エネルギー密度である．なお，物質客観性を考慮して ψve
devの全変形を表す状

態変数を等容右 Cauchy-Greenテンソル C̄ = F̄TF̄で記述している．また，粘塑性変形

の非圧縮性により ψve
volには粘塑性変形勾配が考慮されていない．このとき，全自由エ
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ネルギー密度の物質時間微分は次式のようになる．

ψ̇ = ∇Fψ : Ḟ +
Nve∑
α=1

(
∇Γαvol

ψΓ̇αvol + ∇Γαdev
ψ : Γ̇αdev

)
+ ∇Fvpψ : Ḟvp + ∇ξvpψξ̇vp + ∇θψθ̇ (2.25)

2.3.2 散逸エネルギーの導出

配置 B0を参照とする Clausius-Duhemの散逸不等式は次式で与えられる．

D = P : Ḟ − ρ0

(
ψ̇ + θ̇η

)
+ G · Q ≥ 0 (2.26)

ここで，P, ρ0, G = − (∇Xθ) /θ, Qはそれぞれ第一 Piola-Kirchhoff応力，初期質量密度，

正規化温度勾配，熱流束である．このとき，式 (2.25)を式 (2.26)に代入し，次式で定義

される超弾性構成則とエントロピー密度式

P ≡ ∇F (ρ0ψ) (2.27)

η ≡ −∇θψ (2.28)

を考慮することによって次式が得られる．

D = −
Nve∑
α=1

(
∇Γαvol

(ρ0ψ) Γ̇αvol + ∇Γαdev
(ρ0ψ) : Γ̇αdev

)
− ∇Fvp (ρ0ψ) : Ḟvp − ∇ξvp (ρ0ψ) ξ̇vp + G · Q ≥ 0

= Dve + Dvp + Dht ≥ 0 (2.29)

ここで，

Dve = −
Nve∑
α=1

(
∇Γαvol

(ρ0ψ) Γ̇αvol + ∇Γαdev
(ρ0ψ) : Γ̇αdev

)
(2.30)

Dvp = −∇Fvp (ρ0ψ) : Ḟvp − ∇ξvp (ρ0ψ) ξ̇vp (2.31)

Dht = G · Q (2.32)



36 第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則

はそれぞれ粘弾性散逸エネルギー，粘塑性散逸エネルギー，熱散逸エネルギーである．

最後に，これまで導入した熱力学的示量変数にエネルギー共役な熱力学的示強変数

を定義する．まず，粘弾性非平衡応力を意味する Γαvol, Γ
α
dev にエネルギー共役な熱力学

的示強変数を次式で定義する．

Rα
vol ≡ −∇Γαvol

(ρ0ψ) (2.33)

Rα
dev ≡ −∇Γαdev

(ρ0ψ) (2.34)

このとき，粘弾性散逸エネルギーは次式のようになる．

Dve =

Nve∑
α=1

(
Rα

volΓ̇
α
vol + Rα

dev : Γ̇αdev

)
(2.35)

同様に，Fvp, ξvpにエネルギー共役な熱力学的示強変数を次式で定義する．

Pvp ≡ −∇Fvp (ρ0ψ) (2.36)

qvp ≡ −∇ξvp (ρ0ψ) (2.37)

このとき，式 (2.22)を考慮すると粘塑性散逸エネルギーは次式のようになる．

Dvp = Pvp : Ḟvp + qvpξ̇vp

= Pvp (Fvp)T : Ḟvp (Fvp)-1
+ qvpξ̇vp

= Meff : d̄vp + qvpξ̇vp (2.38)

ここで，Meff =
(
Meff

)T
は粘塑性流れの熱力学的駆動力となる偏差対称有効Mandel応

力である．

2.4 粘弾性モデル

2.4.1 超弾性構成則の具体化

図–2.1に示すレオロジーモデルでは，一般化Maxwell要素と粘塑性要素を直列に連
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結しているため，弾性応力はすべて一般化Maxwell要素から発現する．これは，弾性

によるエネルギーが粘弾性自由エネルギー ψve
vol, ψ

ve
dev に集約されていることを意味して

おり，式 (2.27)に示す B0を参照とする超弾性構成則は次式で書き換えられる．

P = ∇F

(
ρ0ψ

ve
vol

)
+ ∇F

(
ρ0ψ

ve
dev

)
= Pve

vol + Pve
dev (2.39)

ここで，Pve
vol, Pve

devはそれぞれ体積粘弾性第一Piola-Kirchhoff応力，偏差粘弾性第一Piola-

Kirchhoff応力である．さらに，式 (2.9)より，C̄ve =
(
F̄vp

)−T
C̄

(
F̄vp

)−1
= C̄ve

(
C̄, Fvp

)
で

あり，粘弾性自由エネルギーの偏差成分の状態変数はψve
dev = ψ

ve
dev

(
C̄ve, Γαdev

)
と記述可能

であるため，超弾性構成則は次式のように書き換えられる．

P = ∇F

(
ρ0ψ

ve
vol

)
+ ∇F

(
ρ0ψ

ve
dev

)
= ∇J

(
ρ0ψ

ve
vol

)
∇FJ + ∇Cve

(
ρ0ψ

ve
dev

)
: ∇FCve

= ∇lnJ

(
ρ0ψ

ve
vol

)
F−T + (Fve)−T

[
Cve

{
2∇Cve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}]
(Fvp)−T

= τve
volF

−T + (Fve)−T Mve
dev (Fvp)−T (2.40)

ここで，τve
vol = ∇lnJ

(
ρ0ψ

ve
vol

)
= 1

3 tr
(
Pve

volF
T
)
, Mve

dev = Cve
{
2∇Cve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
=

(
Mve

dev

)T
はそれ

ぞれ体積粘弾性Kirchhoff応力，偏差対称粘弾性Mandel応力である．

ところで，弾性の等方性より偏差対称粘弾性Mandel応力が粘弾性右ストレッチと

共軸であることから，偏差粘弾性 Kirchhoff応力 τve
dev は次式のように偏差粘弾性第一

Piola-Kirchhoff応力を Btへ push-forwardすることによって得られる．

τve
dev = Pve

devFT

= (Fve)−T Mve
dev (Fve)T

= Rve (Uve)−T Mve
devUve (Rve)T

= Rve Mve
dev (Rve)T (2.41)
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したがって，Btを参照とする超弾性構成則は次式で得られる．

τ = ∇lnJ

(
ρ0ψ

ve
vol

)
1 + Rve Mve

dev (Rve)T (2.42)

次に，偏差対称粘弾性Mandel応力 Mve
devに関して次式のような式展開を行う．

Mve
dev = Cve

{
2∇Cve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
= Cve

{
2∇C̄ve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
: ∇CveC̄ve

= C̄ve
{
2∇C̄ve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
− 1

3
tr

[
C̄ve

{
2∇C̄ve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}]
1

= Idev : C̄ve
{
2∇C̄ve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
(2.43)

ここで，I, Idev ≡ I − 1
31⊗ 1はそれぞれ 4階の恒等テンソル，偏差単位テンソルである．

さらに，超弾性の等方性から等容粘弾性右Cauchy-Greenテンソルとエネルギー共役な

応力との間に共軸性が成立するため次式が得られる．

C̄ve
{
2∇C̄ve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
= A∗

 3∑
i=1

2λ2(i)
Ūve

{
∇λ2(i)

Ūve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
N∗(i) ⊗ N∗(i)

 (A∗)T

= A∗
 3∑

i=1

{
∇ln

(
λ(i)

Ūve

) (ρ0ψ
ve
dev

)}
N∗(i) ⊗ N∗(i)

 (A∗)T

= ∇ε̄ve
H

(
ρ0ψ

ve
dev

)
(2.44)

ここで，N∗(i), λ
(i)
Ūve はそれぞれ Ūveの主軸と Ūveの固有値である．また，A∗は主軸空間

からデカルト座標系O∗ −X∗Y∗Z∗への変換行列であり，基底 EIを用いて次式のように

与えられる．

(A∗)J(i) = EJ · N∗(i) (2.45)

さらに，ε̄ve
H = A∗

[∑3
i=1 ln

(
λ(i)

Ūve

)
N∗(i) ⊗ N∗(i)

]
(A∗)Tは等容粘弾性右 Henckyひずみである．

このとき最終的に偏差対称粘弾性Mandel応力は次式で与えられる．

Mve
dev = Idev : ∇ε̄ve

H

(
ρ0ψ

ve
dev

)
(2.46)
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2.4.2 粘弾性モデルの導出

本項では，Holzapfelと Simo100)の線形粘弾性の定式化に従って，粘弾性非平衡応力

の発展式と粘弾性自由エネルギーを定式化する．まず，次式のように粘弾性自由エネ

ルギーの各成分ψve
vol, ψ

ve
devがそれぞれ粘性変形 Γ

α
vol, Γ

α
devに対して厳密に 2次の凸関数で

あると仮定する．

∇Γαvol

 Nve∑
β=1

∇
Γ
β
vol

(
ρ0ψ

ve
vol

) = Kαδαβ (2.47)

∇Γαdev

 Nve∑
β=1

∇
Γ
β
dev

(
ρ0ψ

ve
dev

) = 2Gαδαβ (1 ⊗ 1) (2.48)

ここで，δαβはKroneckerのデルタであり，Kα > 0, Gα > 0はそれぞれα番目のMaxwell

要素に対応する体積弾性係数とせん断弾性係数である．これらの式を粘性変形Γβvol, Γ
β

dev

ついて積分すると粘性変形と粘弾性非平衡応力の関係がそれぞれ次式のように得られる．

Rα
vol = −KαΓαvol − A(1)

vol (J, θ) (2.49)

Rα
dev = −2GαΓαdev − A(1)

dev

(
C̄ve

)
(2.50)

ここで，A(1)
vol (J, θ) , A(1)

dev

(
C̄ve

)
は積分定数である．さらに，粘性変形 Γαvol, Γ

α
devについて

両辺を積分すると粘弾性自由エネルギーがそれぞれ次式のように得られる．

ρ0ψ
ve
vol =

Nve∑
α=1

{
Kα

2

(
Γαvol

)2
+ A(1)

vol (J, θ)Γαvol

}
+ A(2)

vol (J, θ) (2.51)

ρ0ψ
ve
dev =

Nve∑
α=1

{
Gα

(
Γαdev : Γαdev

)
+ A(1)

dev

(
C̄ve

)
: Γαdev

}
+ A(2)

dev

(
C̄ve

)
(2.52)
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このとき，各粘弾性非平衡応力の物質時間微分 Ṙα
vol, Ṙα

devは粘弾性自由エネルギーの各

成分を用いて次式で得られる．

Ṙα
vol =

D
Dt

{
−∇Γαvol

(
ρ0ψ

ve
vol

)}
= −∇JA(1)

vol (J, θ) J̇ − KαΓ̇αvol − ∇θA
(1)
vol (J, θ) θ̇

= − D
Dt

{
A(1)

vol (J, θ)
}
− KαΓ̇αvol, (2.53)

Ṙα
dev =

D
Dt

{
−∇Γαdev

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
= −∇C̄ve A(1)

dev

(
C̄ve

)
: ˙̄Cve − 2GαΓ̇αdev

= − D
Dt

{
A(1)

dev

(
C̄ve

)}
− 2GαΓ̇αdev (2.54)

ここで，各粘弾性非平衡応力Rα
vol, Rα

devの発展則が微小変形理論からの純粋な拡張として

陽的な形で導かれることを意図して，式 (2.49)と式 (2.50)における積分定数A(1)
vol (J, θ) , A(1)

dev

(
C̄ve

)
を次式のように仮定する．

A(1)
vol (J, θ) = −γαM∞vol = −γα∇lnJ

(
ρ0ψ

∞
vol

)
(2.55)

A(1)
dev

(
C̄ve

)
= −γαM∞

dev = −γα∇ε̄ve
H

(
ρ0ψ

∞
dev

)
(2.56)

ここで，γα, ψ∞vol, ψ
∞
dev, M∞vol, M∞

devはそれぞれ純弾性要素と各Maxwell要素に対する相

対弾性係数，体積純弾性エネルギー，偏差純弾性エネルギー，体積純弾性Mandel応

力，偏差純弾性Mandel応力であり，ψ∞volと M∞volや ψ∞dev と M∞
devとの間には次式の関係

がある．

M∞vol = ∇lnJ
(
ρ0ψ

∞
vol

)
(2.57)

M∞
dev = ∇ε̄ve

H

(
ρ0ψ

∞
dev

)
(2.58)
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さらに，非平衡応力と粘性変形に Newton粘性則を仮定し，各粘性係数を次式で定義

する．

ηαvol (θ) ≡ Kατ̂αvol (θ) (2.59)

ηαdev (θ) ≡ 2Gατ̂αdev (θ) Idev (2.60)

ここで，τ̂αvol (θ) , τ̂αdev (θ)はそれぞれ体積，偏差成分に関する緩和時間である．なお，本

研究では τ̂αvol (θ) = τ̂αdev (θ) = τ̂α (θ)とする．したがって，式 (2.55)と式 (2.54)は次式のよ

うな粘弾性非平衡応力の発展式となる．

Ṙα
vol +

Rα
vol

τ̂α
= γα

DM∞vol

Dt
(2.61)

Ṙα
dev +

Rα
dev

τ̂α
= γα

DM∞
dev

Dt
(2.62)

そして，これらの式に対して時間に関する畳み込み積分を行うことで，時刻 tにおける

非平衡応力は次式のように得られる．

Rα
vol =

∫ t

0
γα

DM∞vol

Ds
exp

( s − t
τ̂α

)
ds (2.63)

Rα
dev =

∫ t

0
γα

DM∞
dev

Ds
exp

( s − t
τ̂α

)
ds (2.64)

また，式 (2.49)と式 (2.50)に積分定数を代入することで，時刻 tにおける非平衡応力は

次式によっても得られる．

Rα
vol = −KαΓαvol + γ

αM∞vol, Rα
dev = −2GαΓαdev + γ

αM∞dev (2.65)

一方，式 (2.51)と式 (2.51)における積分定数 A(2)
vol (J, θ) , A(2)

dev

(
C̄ve

)
を

A(2)
vol (J, θ) =

1 + Nve∑
α=1

γα

 ρ0ψ
∞
vol (J, θ) (2.66)

A(2)
dev

(
C̄ve

)
=

1 + Nve∑
α=1

γα

 ρ0ψ
∞
dev

(
C̄ve

)
(2.67)



42 第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則

のように仮定すると，粘弾性自由エネルギーは次式のようになる．

ρ0ψ
ve
vol =

1 + Nve∑
α=1

γα

 ρ0ψ
∞
vol +

Nve∑
α=1

{
Kα

2

(
ΓαvolΓ

α
vol

)
− Mα

volΓ
α
vol

}
(2.68)

ρ0ψ
ve
dev =

1 + Nve∑
α=1

γα

 ρ0ψ
∞
dev +

Nve∑
α=1

{
Gα

(
Γαdev : Γαdev

)
− Mα

dev : Γαdev

}
(2.69)

これらの関数形から，本粘弾性モデルは弾性変形が粘弾性変形と粘性変形の差によっ

て得られ，線形の弾性構成則を大変形理論に直接応用されたものであるといえる．最

後に，τve
vol = ∇lnJ

(
ρ0ψ

ve
vol

)
と式 (2.46)に式 (2.68)と式 (2.69)をそれぞれ代入すると，全弾

性応力の各成分は次式のように得られる．

τve
vol = ∇lnJ

(
ρ0ψ

ve
vol

)
=

1 + Nve∑
α=1

γα

∇lnJ
(
ρ0ψ

∞
vol

)
+ ∇lnJ

 Nve∑
α=1

{
Kα

2

(
ΓαvolΓ

α
vol

)
− Mα

volΓ
α
vol

}
= M∞vol +

Nve∑
α=1

γα
(
M∞vol − K∞Γαvol

)
= M∞vol +

Nve∑
α=1

Rα
vol (2.70)

Mve
dev = Idev : ∇ε̄ve

H

(
ρ0ψ

ve
dev

)
=

1 + Nve∑
α=1

γα

 Idev : ∇ε̄ve
H

(
ρ0ψ

∞
dev

)
+ Idev : ∇ε̄ve

H

 Nve∑
α=1

{
Gα

(
Γαdev : Γαdev

)
− Mα

dev : Γαdev

}
= M∞

dev +

Nve∑
α=1

γα
(
M∞

dev − 2GαΓαdev

)
= M∞

dev +

Nve∑
α=1

Rα
dev (2.71)

したがって，これらを式 (2.42)に代入することで，Btを参照とする超弾性構成則は次

式で得られる．

τ =

M∞vol +

Nve∑
α=1

Rα
vol

 1 + Rve

M∞
dev +

Nve∑
α=1

Rα
dev

 (Rve)T

=
{
M∞vol1 + Rve M∞

dev (Rve)T
}
+

Nve∑
α=1

{
Rα

vol1 + RveRα
dev (Rve)T

}
(2.72)
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2.4.3 純弾性モデルの定義

本項では，ゴム状態における純粋な弾性特性を表現するために導入した純弾性モデ

ルについて述べる．まず，純弾性モデルの体積成分を表す体積純弾性自由エネルギー

を次式で定義する．

ρ0ψ
∞
vol (J, θ) =

K∞

2
(lnJ)2 − 3K∞αth (θ) lnJ (2.73)

ここで，αthは熱膨張変形であり，ガラス転移点を境に樹脂の自由体積が増加する 4)こ

とを考慮してガラス転移温度 θgで熱膨張変形量が増大するような次式の線形関数を定

義する．

αth (θ) = αR
th

⟨
θ − θg

⟩
− αG

th

⟨
θg − θ

⟩
+ αG

th

⟨
θg − θ0

⟩
(2.74)

ここで，θ0, α
G
th, α

R
thはそれぞれ基準温度，ガラス状態の熱膨張係数，ゴム状態の熱膨張

係数であり，αG
th ≤ αR

thである．また，⟨·⟩はMacaulayの括弧である．このとき，体積純

弾性Mandel応力 M∞volは，式 (2.57)より次式のようになる．

M∞vol = ∇lnJ
(
ρ0ψ

∞
vol

)
= K∞lnJ − 3K∞αth (θ) (2.75)

一方，純弾性モデルの偏差成分を表す偏差純弾性自由エネルギーを次式で定義する．

ρ0ψ
∞
dev

(
C̄ve

)
= G∞

(
ε̄ve

H : ε̄ve
H
)

(2.76)

このとき，偏差純弾性Mandel応力 M∞
devは，式 (2.58)より次式のようになる．

M∞
dev = ∇ε̄ve

H

(
ρ0ψ

∞
dev

)
= 2G∞ε̄ve

H (2.77)
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2.5 粘塑性モデル

2.5.1 粘塑性流れ駆動力の具体化と粘塑性流れの発展則

本項では，非晶性熱可塑性樹脂のネッキング変形域以降で支配的となる粘塑性流れ

について流れ則や硬化則を定義する．まず，塑性変形勾配への依存性を有する自由エ

ネルギーは，ψve
dev, ψ

vp
kinであるため，式 (2.37)は次式のように書き換えられる．

Pvp = −∇Fvp

(
ρ0ψ

ve
dev

)
− ∇Fvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
(2.78)

このとき，まず第１項に関して式 (2.38)を参照しながら次式のように展開する．

−∇Fvp

(
ρ0ψ

ve
dev

)
= −∇Fvp

(
ρ0ψ

ve
dev

)
: Ḟvp

= −∇Cve

(
ρ0ψ

ve
dev

)
: ∇FvpCve : Ḟvp

→ −∇Cve
kl

(
ρ0ψ

ve
dev

)
· ∇Fvp

i j
Cve

kl · Ḟ
vp
i j

= −∇Cve
kl

(
ρ0ψ

ve
dev

)
·
{
−Cve

il (Fvp)−1
jk −Cve

ki (Fvp)−1
jl

}
· Ḟvp

i j

= ∇Cve
kl

(
ρ0ψ

ve
dev

)
·
(
Cve

il lvp
ik +Cve

ki lvp
il

)
= Cve

ik ·
{
2∇Cve

kl

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
· lvp

il

→ Cve
{
2∇Cve

(
ρ0ψ

ve
dev

)}
: lvp

= Mve
dev : d̄vp (2.79)

同様に，第２項に関しても次式のように展開する．

−∇Fvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
= −∇Fvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
: Ḟvp

= −∇bvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
: ∇Fvp bvp : Ḟvp

= −2∇bvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
bvp : lvp

= −Mback : d̄vp (2.80)
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ここで，Mback = 2∇bvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
bvpは粘塑性背応力である．以上より，式 (2.38)を参照

すると，最終的に次式が得られる．

Meff : d̄vp =
(
Mve

dev − Mback
)

: d̄vp (2.81)

したがって，粘塑性流れ d̄vpは弾性応力である偏差対称粘弾性Mandel応力Mve
devと粘塑

性移動硬化自由エネルギーによって得られる背応力 Mbackの差に対してエネルギー共

役な関係にあることがわかる．そこで本研究では，粘塑性散逸ポテンシャル φ̂vpを導入

することで最終的に粘塑性流れ則が次式で得られるものとする．

d̄vp = γ̇vpN
(
Meff

)
= γ̇vp 1

√
2

Meff

||Meff|| (2.82)

ここで，γ̇vp, Nはそれぞれ粘塑性乗数と流れベクトルである．なお，粘塑性散逸ポテ

ンシャルに関する詳細な導出は第三章で行うことにする．また，塑性変形勾配の発展

則は式 (2.22)によって次式で与えられる．

˙̄Fvp = d̄vpF̄vp (2.83)

一方，von-Misesの降伏関数を

f
(
Meff, qvp, θ

)
≡ τeff + qvp + τvol − σ0

Y (2.84)

と定義すると，弾性域 Eσは Eσ =
{(

Meff, qvp
)
| f

(
Meff, qvp, θ

)
< 0

}
となる．ここで，等

価応力 τeff, τvolはそれぞれ次式で定義するMises相当応力，静水圧である．

τeff ≡
√

1
2

(
Meff : Meff), τvol ≡ ατve

vol (2.85)

なお，静水圧は Boyceら 25)が提示した降伏強さの圧力依存性を転用したものであり，

式 (2.84)で示される降伏関数の独立変数にも含めない．つまり，式 (2.82)はあくまでも

関連Mises流れ則であり，Drucker-Pragerモデルとは異なることに留意する．また，σ0
Y



46 第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則

は初期降伏応力であり，次式で定義する．

σ0
Y =

Nve∑
α=1

[
σ̂0

Yγ
α exp

(
− t
τ̂α

)]
+ ζcG∞ (2.86)

σ̂0
Y = α

0
Y

(θg − θ
)
+

√(
θg − θ

)2
+

(
β0

Y

)2
 (2.87)

ここで，ζc, α
0
Y, β

0
Yは材料パラメータである．θgはガラス転移温度である．Richeton48)

や Bouvard56)によれば，ガラス域の初期降伏応力は線形変化するとされているが，ガ

ラス転移点近傍の温度にまで達すると，降伏応力は粘弾性応力と同様に温度増加に対

して急激に低下すると考えられる．したがって本研究では，これを考慮するために粘弾

性モデルの導入によって得られる緩和弾性率を反映した式 (2.87)を提案することによっ

てガラス－ゴム状態における粘塑性硬化挙動の再現を試みる．一方で，硬化に関する

熱力学的示量変数 ξvpに対する依存性を有する自由エネルギー ψ
vp
isoを次式で定義する．

ψ
vp
iso =

h
2

(ξvp)2 (2.88)

このとき，式 (2.37)は次式で書き換えられる．

qvp = −∇ξvp

(
ρ0ψ

ve
iso

)
= −hξvp = −rvp (2.89)

ここで，

rvp = hξvp (2.90)

はせん断降伏強さであり，その速度形の硬化則にはBoyceら 25)の提案した次式を採用

する．

ṙvp = h
(
1 − rvp

sss

)
γ̇vp, rvp|t=0→tYield = 0 (2.91)

ここで，hはせん断降伏強さの時間変化率の大きさを規定するパラメータであり，•|t=0→tYield =

0は初期状態 t = 0から初期降伏を迎える時間 t = tYieldまでにおいて • = 0であることを
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意味する．また，sssは配向状態におけるせん断降伏強さであり．次の発展則 56)に従う．

ṡss =
(
s∞ss − gsss

)
γ̇vp, sss|t=0→tYield = s0

ss (2.92)

ここで，s0
ss, s∞ssは，それぞれ sssの初期値と終局値であり，gは，材料パラメータであ

る．なお，s0
ssについては次式を設定する．

s0
ss =

Nve∑
α=1

[
ŝ0

ssγ
α exp

(
− t
τ̂α

)]
+

s∞ss

g
(2.93)

また，ŝ0
ssは次式のように定義した．

ŝ0
ss = α

0
ss

(θg − θ
)
+

√(
θg − θ

)2
+

(
β0

ss
)2

 (2.94)

ここで，α0
ss, β

0
ssは材料パラメータである．

一方，粘塑性乗数の発展則にはRichetonら 46)のガラス・ゴム領域に渡る粘塑性流動

を表現可能な次式を採用する．

γ̇vp = γ̇
vp
0 exp

(
−∆H

Rθ

)
sinh

1
m

(
A f
kθ

)
(2.95)

ここで，γ̇vp
0 , ∆H, Aは，それぞれ初期粘塑性乗数，活性化エネルギー，活性化体積で

あり，R, kはそれぞれ気体定数と Boltzmann定数である．

最後に，配向硬化現象を表現するために導入した粘塑性移動硬化モデルにおける背

応力を定義する．配向硬化現象は，外力作用に対する分子鎖の伸び切り抵抗に起因して

いる．そこで本研究では，Ames53)らの考え方に則り，Arruda-Boyceモデルを現象論的

に簡略化したGent104)の超弾性モデルに倣って次式のような自由エネルギーを用いる．

ρ0ψ
vp
kin (Fvp, θ) = −µ (θ) Jm ln

(
1 −

Īvp
1 − 3

Jm

)
(2.96)

ここで，Īvp
1 = tr

(
b̄vp

)
, Jm > 3.0はそれぞれ粘塑性左Cauchy-Greenテンソルの第一不変

量と分子鎖の伸び切り長さを表すパラメータである．また，µは背応力の剛性値であ
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り，ガラス転移点を境として劇的に減少し，ゴム域での温度上昇に対して再び増加す

ること 48)を考慮した次式のような温度の関数として定義する．

µ (θ) =
1
2

(
µg + µr

)
− 1

2

(
µg − µr

) [
tanh

(
θ − θg

Wback

)
− βback

∣∣∣θ − θg

∣∣∣] (2.97)

ここで，µg, µr, Wback, βbackはそれぞれガラス域とゴム域における剛性値と温度上昇に

伴う剛性値の変化を規定するパラメータである．このとき，式 (2.80)より背応力は次

式のように得られる．

Mback = 2∇bvp

(
ρ0ψ

vp
kin

)
bvp

= 2∇Īvp
1

(
ρ0ψ

vp
kin

)
: ∇bvp Īvp

1 bvp

= 2∇Īvp
1

(
ρ0ψ

vp
kin

) (
b̄vp −

Īvp
1

3
1
)

= µ (θ)
(
1 −

Īvp
1 − 3

Jm

)−1

Idev : b̄vp (2.98)

以上が本研究で示す粘弾性・粘塑性複合構成則であり，これらをまとめた一覧を図–2.2

に示す．

2.6 粘弾性・粘塑性複合構成則の基本的な性能の検証

本節では，第 2.7節と第 2.8節で同定するパラメータを用いて，６面体一次の低減積

分要素１つで構築された解析モデルに対する一様変形解析を実施し，得られた真応力－

真ひずみ関係から前節までに示した粘弾性・粘塑性複合構成則の基本的な性能を示す．

ここで粘弾性・粘塑性複合構成則は，マルチメカニズム理論 54)に倣って個々の物理現

象を表現しうる力学モデルの重ね合わせによって，ガラス－ゴム状態における非晶性

熱可塑性樹脂が示す複雑なクリープ特性の再現を実現している．したがって本節では，

粘弾性のみを考慮した力学挙動から粘塑性等方硬化および移動硬化を考慮した力学挙
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動を段階的に示すことで，提案する材料構成則の各構成要素が非晶性熱可塑性樹脂の

力学挙動を表すために果たす役割を例示することにする．

まず，図–2.3に粘弾性モデルのみを考慮した真応力－真ひずみ関係を示す．ここで，

図 (a)で示す解析条件には，雰囲気温度 30[deg]において４水準の負荷速度を設定し，

図 (b)で示す解析条件には，負荷速度 0.1[mm/s]において４水準の雰囲気温度を設定し

た．これらの結果を観察すると，粘弾性特有の温度と負荷速度の依存性が明確に現れ

ている．また，次節で示すようにガラス領域からゴム領域に渡る広範な粘弾性特性の

取得に成功しているため，図 (b)で示すように低温のガラス状態（図中では赤色）から

高温のゴム状態（図中では橙色）までの挙動を再現することに成功している．しかし，

粘弾性のみを考慮した場合では一様なクリープ特性が再現されるだけであり，非晶性

熱可塑性樹脂が呈する複雑なクリープ挙動の再現できない．

次に，図–2.4に粘弾性に粘塑性等方硬化を考慮した場合における真応力－真ひずみ

関係を示す．ここで，図 (a)で示す解析条件には，雰囲気温度 30[deg]において４水準

の負荷速度を設定し，除荷速度も負荷速度と同じに設定した．また，無負荷保持の時

間は 4水準とも統一して 500[s]を設定している．一方で，図 (b)で示す解析条件には，

負荷速度 0.1[mm/s]において４水準の雰囲気温度を設定し，(a)と同様の除荷および無

負荷保持の条件を設定した．これらの結果を観察するとまず，粘塑性等方硬化モデル

の導入によって非晶性熱可塑性樹脂に特有のひずみ軟化挙動が再現されていることが

わかる．また図 (a)を観察すると，所与の負荷速度に対して応力の速度依存性が明確に

表れている．加えて図 (b)を観察すると，温度依存性も明確に現れており，特にガラス

転移温度 θg = 150[deg]よりも高温の結果（図中では橙色）では，ゴム状態に突入して

急激に応力が低下しており，ひずみ軟化現象も消滅している．これは，粘塑性変形が

速度依存性を有するだけでなく，初期降伏応力やせん断降伏応力のモデル化に緩和弾

性率を反映させた結果である．ひずみ軟化後の大変形域においては，応力が低減し続
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ける様子が確認できる．これは粘塑性移動硬化による配向硬化現象を考慮していない

ためであり，変形を持続的に進展させるとやがて一定応力に落ち着き，完全塑性的な

挙動が現れることになる．最後に，図 (a)や図 (b)の赤．青，緑色で示した除荷曲線の

結果を観察すると，粘塑性変形が支配的となっていることに起因して，ひずみはほと

んど回復しない．したがって，無負荷保持を施してもひずみ回復が観察されることは

ない．これは，配向硬化現象を考慮していないために全応力が直接，粘塑性変形の進

展に寄与するためである．だたし，図 (b)の橙においてはガラス転移点を跨いで粘弾性

の割合が大きくなるため，除荷における大きな応力勾配やひずみ回復が明確に観察さ

れる．これは，図–2.1に示すレオロジーモデルに基づいて，全変形勾配を粘弾性成分

と粘塑性成分に乗算分解した結果であり，ガラス転移点を跨いで粘弾性特性が強く現

れることを示している．

さらに，図–2.5には本材料構成則のすべての力学モデルを考慮した場合における真

応力－真ひずみ関係を示す．なお，本解析条件は先述の粘弾性に粘塑性等方硬化を考慮

した場合と同じであり，図 (a)と図 (b)でそれぞれ負荷速度と雰囲気温度を複数水準設

定している．これらの結果を観察すると，粘塑性移動硬化モデルの導入によって配向

硬化現象が再現されていることがわかる．したがって，図–1.4で示したような非晶性

熱可塑性樹脂の力学挙動が再現され，これが本研究で提案する粘弾性・粘塑性複合構成

則が示す非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動である．また，図 (a)や図 (b)の赤，青，緑で

示した除荷曲線の結果を観察すると，粘塑性等方硬化のみを考慮した場合と比較して

大きな応力勾配を観察することができる．これは粘塑性移動硬化による背応力が，粘

塑性変形の進展を抑制したことで粘弾性変形の割合が増加して生じたものであると考

えられる．だたし，図 (b)の橙色の曲線では粘塑性等方硬化のみを考慮した場合と同じ

く，ガラス転移点を跨いで粘弾性特性の割合が多くなるため，除荷や無負荷保持によ

るひずみの回復量は劇的に増大する．
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最後に，図–2.6に本材料構成則のすべての力学モデルを考慮した場合における雰囲

気温度 160[deg]下で複数の負荷速度を設定した解析によって得られた真応力－真ひず

み関係を示す．これらの結果を観察すると，雰囲気温度をガラス転移温度よりも高く

設定しているため，赤，青，緑色で示される真応力－真ひずみ関係はゴム域における

力学挙動を示している．ところが，橙色で示される真応力－真ひずみ関係は明確なひ

ずみ軟化挙動が観察され，ガラス状態の力学挙動を呈していることがわかる．これは，

粘塑性硬化モデルに緩和弾性率を反映している結果であり，ガラス転移温度に変形速

度依存性を考慮していなくても，負荷速度に依存してガラス状態もしくはゴム状態と

なることが再現可能であるとわかる．

2.7 動的粘弾性試験による粘弾性材料パラメータ同定

本研究では，ガラス転移点を跨ぐガラス－ゴム領域の包括的な粘弾性特性を取得す

るために，30～200[deg]を対象として行ったポリカーボネート（PC）の動的粘弾性試

験結果 14)を用いる．ここで，計測された PCのせん断貯蔵弾性率，せん断損失弾性率，

損失正接を図–2.7に示す．これらの結果を観察すると，どの計測結果も約 120[deg]ま

では変化が小さく緩やかであり，これがガラス領域に対応することが分かる．この領

域における計測結果をより詳しく観察するために，図–2.8にガラス域に注目して各弾

性率の拡大図を示す．図–2.7では，ガラス域において貯蔵弾性率は小さいように観察

されたが，30[deg]から 120[deg]までの間で約 150[MPa]の剛性低下が確認される．こ

のように，実際には貯蔵弾性率は温度増加に対して線形的に低下しており，これがガ

ラス域における力学挙動に大きな影響を与えると考えられる．したがって，この領域

での粘弾性特性にも配慮する必要がある．

再度，図–2.7を観察すると，温度の増加に伴って約 150[deg]まで損失弾性率と損失

正接が指数関数的に上昇する．そして，約 150～160[deg]にかけて損失弾性率と損失正
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接が極大値に達し，貯蔵弾性率が劇的に減少する．すなわち，この領域がガラス転移

領域に対応し，ガラス転移点で損失正接が極大値をとるα-relaxationの理論に即した結

果が得られている．それ以降の，約 190[deg]までは貯蔵弾性率と損失弾性率の変化が

緩やかになり，この領域がゴム領域に対応することが分かる．最後に，約 190[deg]以

降は準溶融域に突入し，損失正接の上昇とともに貯蔵弾性率と損失弾性率がさらに低

下していく．この領域における PCの内部構造は，分子鎖の重心運動（レプテーション

運動）が支配的となっており，もはや固体としての形を留めることの限界に近い状態

である．なお，このような分子鎖緩和プロセスはRolie-Polyモデル 44)を用いて再現す

ることが一般的とされる．しかし，これはマイクロメカニクス的に導出された客観応

力速度による非線形粘弾性モデルであり，本研究で提案した材料構成則では熱力学的

な整合性を重視しているため，この温度域における力学挙動の再現は対象外とする．

ここで，PCの粘弾性特性が熱レオロジー的に単純であると仮定した上で，これらの

計測結果から貯蔵弾性率と損失弾性率および損失正接のマスターカーブを描画する．こ

の過程で周波数ごとに計測された結果を一本の線にまとめる際に，温度時間換算則に

おけるシフトファクターを求める必要があるが，高分子材料で一般的なWLF式を用

いた場合では，図–2.9に示すように，特定の温度点において値が発散してしまい，ガ

ラス－ゴム域におけるマスターカーブを描画することはできない．その回避策として，

ある温度点から低温状態ではシフトファクターの値を一定にする方法も考えられるが，

低温域における温度・変形速度の弾性特性を再現することが不可能となる．これらの

問題点に対して，FanとKazmer59)はWLF式やArrhenius式などの温度時間換算則を整

理して一般化WLF式を提案し，PCのガラス域から準溶融域までの粘弾性特性を取得

することに成功している．そこで本研究では，次式に示す一般化WLF式を用いてシフ

トファクター αstを求める．

Log10 (αst) =
a
[
1 − exp {− (b|θR − θ|)c}]

d + exp {− (b|θR − θ|)c} (2.99)
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ここで，a, b, c, dはそれぞれ動的粘弾性試験から同定される材料パラメータであり，

θRはマスターカーブを描画する上での基準温度である．図–2.10には，式 (2.99)を用い

て描画したシフトファクターを示す．このシフトファクターは 30～200[deg]の間で連

続的な推移をしており，このような広範な温度域における粘弾性特性を取得すること

が可能である．式 (2.99)で求めたシフトファクターを先述の計測結果に適用することに

より描画した貯蔵弾性率（左），損失弾性率（中），損失正接（右）の計測値の各マス

ターカーブを図–2.11左に示す．この結果から，換算周波数が最大もしくは最小となる

領域で多少の誤差が観察される．まず，換算周波数が最大付近のガラス領域における

シフトファクターの値を手動で計算した場合には約 30[deg]付近で log10αst = 30程の値

となるため，このような誤差が現れたと考えられる．また，換算周波数が最小付近の

準溶融域においては，先述のように PCが固体を維持する限界に近い状態であり，熱レ

オロジー的単純性が失われたことが原因であると考えられる．しかし，どのマスター

カーブも全体的にはほぼ一本の曲線として観察され，ガラス転移領域における貯蔵弾

性率の劇的な減少や損失弾性率と損失正接の極大点を描画することに成功しているた

め，本研究ではこれらを良質なマスターカーブであると判断し，これを元データとし

て材料パラメータを同定することにする．

最後に，描画したマスターカーブから各Maxwell要素のせん断弾性係数Gαと緩和時

間 ταを同定する．なお，τ̂α (θ) = αst (θ) ταである．ここで，パラメータ同定に必要とな

るせん断貯蔵弾性率G
′
とせん断損失弾性率G

′′
の関数形には次式を採用する．

G
′
= Gg +

Nve∑
α=1


(
ταω

′)2

1 + (ταω′)2

Gα (2.100)

G
′′
=

Nve∑
α=1

[
ταω

′

1 + (ταω′)2

]
Gα (2.101)

ここで，ω
′
= αstωはα番目のMaxwell要素に対する換算周波数である．また，本研究

ではガラス－ゴム域に渡って広範囲の粘弾性特性を同定する必要があるため，Maxwell
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要素数 Nveは一般的なものよりも多い 22個に設定した．なお，分子鎖の熱運動モード

は無限通り考えられるため，Nveを一意に決めることは出来ないが，実用を考える上で

は，本研究で調査した結果を踏まえて，22個程度が良好な同定結果を得るための最小

数であると考えている．単純な繰り返し計算によって得られたカーブフィットの結果を

図–2.11右に示し，得られた材料パラメータを表–2.3に示す．どのマスターカーブにお

いても振動している様子はなく，良好に同定できているといえる．

最後に，同定結果を用いて描画される緩和スペクトルを図–2.12に示す．ガラス域に

おいて緩和スペクトルは緩和時間とともに増加し，ガラス域における剛性の線形変化

に対応している．また，ガラス転移点近傍に対応する緩和時間 τα = 10−4[sec]付近で緩

和スペクトルは極大値となり，ガラス転移現象を伴って急激に減少する．そして，ゴ

ム域から準溶融域への遷移段階で，緩和スペクトルは一時的に増加するものの，それ

以上の緩和時間の増加に対して，最終的にゼロになるまで減少する．このようなガラ

ス－ゴム状態における緩和スペクトルはほとんどの高分子材料に対して一般的に観察

されるものであり 4)，本研究の同定結果が良好なものであると結論付けることが出来

る．また，ここでの同定結果を用いて描画される緩和弾性率を図–2.13に示す．まず，

ガラス域における温度・変形速度依存の弾性特性を表現するために必要な線形的な剛

性低下を表現することに成功していることがわかる．また，ガラス転移領域の付近で

は剛性の劇的な減少が観察され，ゴム域に至る段階では約 1000分の 1にまで低下して

いる．そして，ゴム域では剛性は再度，緩やかに変化するが，最終的には準溶融域に

至り，剛性がほとんど完全に失われる．このように，本研究で示した同定プロセスを

実行することにより，ガラス域から準溶融域に渡る広範な粘弾性特性を取得すること

に成功した．
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2.8 負荷・除荷引張試験による粘塑性材料パラメータ同定

2.8.1 引張試験解析

本研究では，構築した粘弾性・粘塑性複合構成則の粘塑性材料パラメータを同定するた

めに，写真–2.1に示す PCのR-20型切欠き付き試験片を用いて，室温環境下（30[deg]）

で行われた負荷・除荷引張試験の結果 14)を用いる．本試験は，表–2.2に示す複数の負

荷速度・目標変形帯が設定されている．そして，得られた真応力－真ひずみ曲線を図

–2.14に示す．なお，本試験では除荷後に無負荷の状態で 500[sec]の間，試験片のひず

み変化を計測しており，粘弾性特有のひずみ回復現象のデータも取得されている．

得られた試験結果から粘塑性パラメータを同定するために，図–2.15に示す節点数

2178，一次の低減積分要素 1200で構成される R-20型切欠き付き試験片の有限要素モ

デルを用いて試験の再現解析を行う．境界条件には，引張方向（X方向）に垂直な各端

面に対して-X面には完全拘束を，+X面にはYおよび Z方向を拘束してX方向に強制

変位を与える条件とした．さらに，力学応答のY方向および Z方向の対称性を考慮し

て-Y面をY方向に拘束し，-Z面をZ方向に拘束する対称条件を課す．パラメータ同定

の具体的な方法は，粘塑性パラメータの組み合わせを複数水準設定した試験片モデル

の負荷・除荷および引張条件の解析を実行し，図–2.15に赤色で示す試験片中心部分の

要素において積分点平均することで算出した真応力－真ひずみ関係と実験結果との誤

差を最小化するような粘塑性パラメータの組み合わせをメタヒューリスティクスの一

手法である差分進化法 105, 106)を用いて求めた．表–2.3に同定した粘塑性材料パラメー

タを示す．

図–2.16には，引張同定解析で得られた真応力－真ひずみ曲線を示す．どの水準にお

いても降伏前の微小変形域においては非常に高精度な結果が得られている．これは，先

述の動的粘弾性試験を用いて粘弾性特性を同定した結果であると判断される．初期降伏



56 第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則

とその後のひずみ軟化挙動では，配向状態におけるせん断降伏強さの発展則を導入した

ことによって，滑らかな応力推移の再現に成功している．しかし，ケース 30[mm/min]

については，初期降伏点が実験よりも高い位置にあり，これがその後の同定誤差につ

ながっているものと考えられる．また，大変形域における配向硬化挙動に関して，ケー

ス 0.3, 3.0[mm/min]については良好な結果が得られているといえる．しかし，ケース

30[mm/min]については，先の初期降伏とひずみ軟化にて現れた誤差により実験よりも

早い変形域で配向硬化が発現しており，その後の大変形域における大きな誤差となっ

て現れている．ただし，ひずみ軟化挙動が生ずる段階で大きな発熱が発生し，これが

背応力の剛性を下げていると考えられるため，構造内の温度変化を考慮した解析を行

うことによって誤差値は少なくなる可能性がある．それにもかかわらず，本研究で提

案した粘弾性・粘塑性複合構成則は，概ね速度依存の弾性特性，降伏後のひずみ軟化

挙動，配向硬化挙動の再現に成功しており，全体的な真応力－真ひずみ曲線の表現性

能は高いといえる．

図–2.17に引張同定解析で得られた公称応力－変位曲線を示す．また，この図中で指

示のある変形状態に対応する，試験片モデルのX方向の真応力と等価粘塑性ひずみの

分布を図–2.18に示す．まず，どの水準においても降伏前段階における応力勾配が大き

く異なっている．ただし，この領域においては粘弾性が支配的であることを考慮する

と，一概に本研究で提案した材料構成則に問題があるとはいえず，単に実験と解析の

荷重－変位関係の取得方法あるいは真応力の算定方法等に齟齬がある可能性も否定で

きない．得られた結果を観察すると，まず [A]点では粘弾性が支配的であることが確認

できるが，詳細については後述する．次に，[B]から [C]にかけて公称応力が劇的に減

少している．これは，試験片中央部におけるひずみ軟化挙動に起因しており，この変位

域において試験片モデルがネッキングしている様子を確認することができる．同時に，

このネッキングによって試験片中央部で大きな粘塑性ひずみが進展しているだけでな
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く，試験片の標点間では，ほとんど一様であった応力分布が試験片中央に集中しはじ

める様子を確認することができる．このような現象は，非晶性熱可塑性樹脂内部の分

子鎖集団の熱運動が初期降伏を起点に活性化し，コンフォメーション運動が盛んにな

ることによって急激な粘塑性流動を生じることが原因であるといわれている．その後，

[D]から [E]にかけて公称応力が線形的に上昇する様子を観察することができる．この

段階では，試験片中央部で応力や粘塑性ひずみが集中しており，この領域では樹脂内

部の分子鎖集団は変形に対して伸び切ることによる配向硬化を示すようになる．そし

て，この配向硬化現象による応力の上昇が結果として公称応力の線形的な上昇に貢献

する．また，以上のような解析によって得られた [B]から [E]における公称応力－変位

関係を実験と比較すると，まず実験でも初期降伏点からの急激な公称応力の減少は観

察されており，さらにその減少量も実験と解析の間でほとんど一致した値となってい

る．その後の大変形域において，ケース 3.0, 30[mm/min]については非常に良好な結果

が得られている．ただし，ケース 0.3[mm/min]については，実験に対して応力やその

勾配が小さく，両者の差は非常に大きくなっている．これは，配向硬化現象が分子鎖

の変形量に依存することを考慮すると，本来は他の高速の水準に対して応力勾配が変

化しないにもかかわらず，他の高速水準における配向硬化に合うように同定されてし

まった結果であると考えられる．このように，微小変形域における応力勾配の差異は

確認されるが，本研究で提案した材料構成則を用いることによって，公称応力の急激

な減少やその後の線形的な硬化を再現可能であり，実測と計算の齟齬を解消すること

により，より良好な結果が得られるものと考えている．

次に，ひずみ軟化挙動に的を絞って本材料構成則の性能を検証する．まず，図–2.19

に等価粘塑性ひずみ速度を実験と解析で比較した結果を示す．なお，実験から取得し

たひずみ速度は厳密には単なる真ひずみの時間変化であるが，ひずみ軟化域では粘塑

性流動がほぼ完全に支配的であることから，これを等価粘塑性ひずみ速度として扱う
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こととする．

全水準ともひずみ軟化域において等価粘塑性ひずみ速度が急激に増大する様子を確

認することができ，ケース 0.3, 30[mm/min]については良好な結果が得られている．し

かし，ケース 3.0[mm/min]については解析で得られた等価粘塑性ひずみ速度の極大値

が約半分程度にとどまっており，ひずみ軟化挙動の再現性に問題が残る結果となった．

また，図–2.19の結果から，実験と解析の結果はともにひずみ軟化に伴って非常に大き

な等価粘塑性ひずみ速度が現れている．特にケース 30[mm/min]については，瞬間的な

速度が約 100%にも達しており，この急激な速度増加が非晶性熱可塑性樹脂に特有のひ

ずみ軟化や瞬間的なネッキング現象を生み出している．このようなひずみ速度の急激

な増加は等価応力と降伏応力の差にあり，それを裏付ける結果がこれらの推移を示す

図–2.20である．この図から，等価応力は初期降伏点に達するまでほとんど線形的に増

加していくが，降伏後からその勾配が徐々に減少していき，最終的には極大点に達す

る．このとき，降伏応力との差は非常に大きくなっており，この応力差が駆動力となっ

て非常に速い粘塑性流動を発生させる．なお，このような等価応力や降伏応力が極大

値をとるのは，配向状態におけるせん断降伏強さの発展則に起因している．その推移

を示す図–2.21を見ると，初期降伏の段階までは，等価応力と降伏応力の値の差が大き

い領域でせん断降伏強さの発展が加速されており，その値が急速に上昇する様子が確

認できる．そして，両者が一致する段階では逆に，せん断降伏強さの発展速度がゼロ

に近づき，なめらかに極大点に達する．その後，配向状態におけるせん断降伏強さの

軌跡に追随する形で再度，せん断降伏強さは急激に減少し，最終的に一定値に達する．

これがひずみ軟化による応力の減少を表現しており，粘塑性移動硬化がない場合は配

向した分子鎖の伸び切り抵抗を考慮していないため，あたかも完全塑性体であるかの

ように振る舞う．また，このようにせん断降伏強さの発展速度が配向状態におけるせん

断降伏強さの進展に依存するモデル化を行うことによって，せん断降伏応力が初期降
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伏点近傍でなめらかな軌跡を描き，結果として応力のなめらかさに影響するといえる．

最後に，配向硬化現象を表現する背応力の推移を図–2.22に示す．この図から，どの

速度水準においてもほとんど同じ指数関数的な軌跡をたどる結果となった．これは，背

応力が粘塑性変形量に依存することに起因しており，このことは本研究の材料構成則

で表現する配向硬化現象には変形速度への依存性は現れないことを意味する．

2.8.2 負荷・除荷・保持試験解析

本項では，前項の引張試験と同じ条件で 1.0もしくは 3.0[mm]の引張を与え，その後，

除荷と無負荷状態の保持を行う試験の結果を示す．なお，図–2.17に示す公称応力－変

位関係でみられたような降伏前段階における計測値との応力勾配の差異が原因となっ

て，所与の強制変位が負荷された試験片モデルの中心部におけるひずみ量に計測値と

の齟齬が認められる．したがって，本研究では試験片モデルの中心部におけるひずみ

量に一致するように，所与の強制変位量を補正する形で再現解析を実施した．

まず，1.0[mm]負荷・除荷・無負荷保持の試験結果を図–2.23に示す．結果を観察す

ると，動的粘弾性試験によってあらかじめ粘弾性特性を取得していたため，全水準と

も最大の応力値は実験と近い値を示している．また，除荷を通して形成される弾性ヒ

ステリシスや保持段階のひずみ緩和挙動も再現することができている．しかし，実験

では負荷速度が高速になるほど弾性ヒステリシスが大きくなるのに対して，解析では

全く逆の傾向を示している．これは，この変形域において解析の方では未だ粘塑性降

伏をしていないのに対して，高速水準の実験結果では粘塑性降伏をしている様子が観

察され，この差が弾性ヒステリシスの誤差へと繋がったものと考えられる．

次に，3.0[mm]負荷・除荷・無負荷保持の試験結果を図–2.24に示す．結果を観察す

ると，どの水準についても比較的良好な結果が得られているといえる．具体的には，ま

ず応力極大点近傍からひずみ軟化後にかけての応力のなめらかな軌跡とその量が良好
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な結果として現れている．そして，その後の配向硬化による応力の上昇傾向もこのひ

ずみ域まではある程度の一致が見られる．これら一連の軌跡をたどって得られた変位

量 3.0[mm]における試験片の変形状態や真応力，等価粘塑性ひずみ速度分布を図–2.25

に示す．この段階 [F]ではちょうど配向硬化が始まった段階で，試験片中央部に応力や

ひずみが集中している様子を観察することができる．その後の，除荷過程において実

験では変形を増加させるような膨らみを伴って応力が減少していくが，解析ではその

膨らみが除荷の初期段階でわずかに観察される程度であり，ほとんど直線的な応力の

減少となっている．この除荷過程における応力の膨らみは，負荷から除荷に切り替わる

際の粘性による応答の遅れが現れたものであると考えられるが，解析では応力極大点

近くにおけるこの粘弾性特性を正確に表現できていないために，このふくらみも表現

できていない．これは，非線形粘弾性を考慮する必要があることを示唆している．こ

の段階の対応する試験片モデルは図–2.24の [F]から [H]の状態であり，試験片中央部

で応力が減少する様子を観察することができる．さらに，完全に除荷して無負荷状態

[H]を観察すると，試験片中央部で未だ応力が発生していることが確認できる．これは，

粘弾性の非平衡応力の作用であり，その後の無負荷保持段階 [I]にわたって進展するひ

ずみ回復挙動の駆動力となっている．実際に，実験でも応力－ひずみ関係でも無負荷

保持段階におけるひずみ回復挙動が観測されており，本研究で提案した構成則のよう

に，粘弾性モデルを導入することによってはじめて再現できる力学挙動である．ただ

し，実験的にはより多くのひずみ緩和挙動が観測されており，このことも解析では粘

弾性変形の総量が不足していることを裏付ける傍証といえる．

2.9 環境温度依存性に関する表現性能の検証

本節では，これまで室温環境下（30[deg]）で行った 3.0[mm]負荷・除荷・保持試験に

関連して，環境温度を変化させた試験を実施することにより，本研究で提案する粘弾
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性・粘塑性構成則の温度依存性の表現性能やガラス転移現象を跨いだときの力学挙動の

変化を考察する．しかし取得されている実験のデータは，荷重－変位関係のみであるた

め，環境温度依存に関する構成則の表現性能については，定性的な考察に留めること

にする．まず，図–2.26と図–2.27に環境温度 50[deg]，75[deg]，100[deg]，120[deg]に

おける負荷速度別の結果を示す．まず，環境温度 50[deg]のケースについて，実験では

ほとんど速度依存性が観察されないが，解析では明確な速度依存性が現れている．先

述の 30[deg]の場合では，実験と解析の応力水準に良好な関係が認められたことを考慮

すると，実験結果をそのまま信用することは出来ないが，非晶性熱可塑性樹脂の粘性

特性は荷重－変位曲線にほとんど影響を与えないことを示している．これは，動的粘

弾性試験の結果を整理する際に設定したガラス域におけるシフトファクターが実際の

測定結果よりも小さいことに起因しており，ガラス域の緩和時間帯が狭まり，結果と

して負荷速度に対して実際よりも敏感になってしまったことが原因であると考えられ

る．ただし，ひずみ軟化後においては解析でもほとんど負荷速度依存性が観察されず，

実験結果に即した解析結果が得られたと言える．次に，除荷過程については，解析結

果の方が実験よりも回復する変位量が少ない．これは，解析の方で早い段階から粘塑

性降伏をしていることに起因しており，結果として永久変形が蓄積されてしまったか

らであると考えられる．また，解析では除荷の過程で変曲点が観察されるが，これは

粘塑性移動硬化が通常よりも速く進展してしまったため，弾性除荷が途中の段階で終

了し，このような変曲点となって現れたものと考えられる．最後の無負荷保持の過程

では，実験と解析の両者でひずみ緩和挙動を観察することができる．ただし，前項で

説明したように解析の中間変形域における粘弾性挙動を正確に表現できていないため，

ひずみ回復量が実験結果よりも少なくなっている．

次に，75[deg]から 120[deg]までの結果については，まず温度の上昇に伴い剛性の低

下が確認される．そして対応する実験と応力値が近くなっており，良好な結果が得られ
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ているといえる．しかし，ひずみ軟化に伴う応力勾配に関して，実験では温度増加に

対してもそれほど大きな変化がないように観察されるが，解析では徐々に応力勾配が

減少している．この解析の結果は，式 (2.91)に与えたせん断降伏強さの発展則の関数

形を反映しており，温度上昇に伴って徐々にその極大値と終局値の差が少なくなって

いることに起因している．

次に，環境温度 140[deg]，150[deg]における負荷速度別の結果を図–2.28に示す．こ

れら温度状態は既にガラス転移領域に突入しており，負荷速度や温度条件によって敏

感に粘弾性および粘塑性の特性が変化する．実際，実験では負荷速度に依存してガラ

ス域とゴム域の力学挙動が混在した様子を観察することができる．例えば，環境温度

140[deg]のケース 3.0, 30, 300[mm/min]でガラス域が保持されている一方で，ケース

0.3[mm/min]においてはひずみ軟化挙動が消滅し，ゴム域に特徴的な挙動が表れている

様子が確認できる．また，初期変形域における応力水準の差は，前節で示した動的粘弾

性試験の結果が正確に反映されていることを示している．そして，ケース 0.3[mm/min]

におけるひずみ軟化挙動の消滅やその後の応力状態が維持されていることに関しては，

緩和弾性率に依存した粘塑性硬化の発展則の導入によって，温度と負荷速度の依存性

が考慮された結果が現れているものと考えられる．さらに，除荷過程における背応力

に起因する変曲点が確認されるものの，無府 k保持の段階における大きなひずみ回復

挙動も再現されている．これは，温度増加に対して粘弾性変形の比率が上昇している

ことを示しており，ガラス域からゴム域に変化する際に，全体の変形の中で支配的な

非弾性変形が遷移することを表現している．すなわち，本研究で提案した材料構成則

は，粘弾性を考慮することでβ-relaxation挙動からα-relaxation挙動への移り変わりを

表現可能である材料モデルといえる．一方，環境温度 150[deg]のケースでも同様の考

察が可能である．先述の温度帯よりも 10[deg]も高温状態であるにもかかわらず，ケー

ス 30, 300[mm/min]についてはガラス域を維持したままとなっている．しかし，ケー
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ス 3.0[mm/min]については，実験結果では未だガラス域を維持した結果が現れている

のに対して，解析結果ではもはやゴム状態に達している．ただし，この温度域における

力学挙動はこれまで述べたように環境温度や負荷速度に対して非常に敏感であり，動

的粘弾性試験の同定精度をより高めることによってこの齟齬を解消することができる

と期待している．

最後に，環境温度 155[deg]，160[deg]における負荷速度別の結果を図–2.29に示す．

これらの温度帯はガラス転移点よりも高温側に位置し，既にガラス転移領域もしくは

ゴム領域に移行している．したがって，実験結果を観察するとケース 300[mm/min]に

ついては未だにガラス域の力学挙動を示すものの，その他速度水準の結果は全てゴム

域に達していることがわかる．一方で，解析結果でもこのような傾向が観察でき，ガ

ラス域からゴム域への遷移過程における力学挙動をある程度良好に再現できていると

いえる．また，無負荷保持の段階におけるひずみ回復現象も再現できており，特に環境

温度 160[deg]のケース 300[mm/min]で観察される無負荷保持の段階では，ほとんどす

べての変形が回復する様子を再現できている．しかしながら，この環境温度 160[deg]

のケース 300[mm/min]では，実験結果の方で除荷過程における変曲点が現れているこ

とに加え，このケースの引張における応力の軌跡が実験と解析で大きく異なっている．

これは，ゴム域において発現するレプテーションによる粘塑性流れ挙動を考慮してい

ないことが原因であると考えられ，今後はこれを考慮することによって実験で得られ

ているような引張段階での応力の軌跡や除荷段階での変曲点の出現を予測することが

可能になるものと考えている．

2.10 まとめ

本章では，非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動が粘弾性と粘塑性の複合現象であるとの

考え方から，図–2.1に示すレオロジーモデルを参照して広域の温度・負荷速度帯にお
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けるガラス－ゴム状態を対象とした非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動を再現可能な粘弾

性・粘塑性複合構成則を提案した．提案した材料構成則は以下の特徴を有している．

• 熱力学的定式化を通して構築されているため，固体熱力学的に整合している．

• 粘弾性モデルを陽に考慮しているため，弾性特性の速度依存性および，ひずみ回

復挙動が自然な形で再現可能である．

• 全変形勾配の粘弾性成分と粘塑性成分への乗算分解を基点としているため，ガラ

ス域では粘塑性変形が支配的であり，逆にミクロブラウン運動の発現によってゴ

ム域では粘弾性変形が支配的となることを再現可能である．

• 粘塑性硬化モデルに緩和弾性率を反映させているため，温度や負荷速度に依存し

た粘塑性硬化挙動を再現できるだけでなく，ゴム域においてひずみ軟化が消滅す

る現象なども再現可能である．

このような特徴を有する材料構成則によれば，微小変形域から大変形域までの広域の

変形帯を網羅したガラス－ゴム状態における非晶性熱可塑性樹脂の負荷・除荷挙動を

再現することが可能である．さらに，無負荷保持状態におけるひずみ回復挙動の再現

も可能であるため，構造物の最終的な形状の予測精度を高めることにもなると期待さ

れる．

ただし，実際のガラス状態における非晶性熱可塑性樹脂は，ひずみ軟化に突入する

寸前まで粘弾性挙動が支配的であり，事実，上降伏点において除荷を施すと，ほぼ永

久変形が残らないことが観察されている 14)．これを再現するためには，充填ゴムの材

料モデリングで一般的に用いられているような振幅依存性を考慮した非線形粘弾性モ

デルが必要である．しかし，固体熱力学的な整合性を担保しながら粘弾性・粘塑性複

合構成則に導入するためには，本章で示した熱力学的定式化を再検討しなければなら

ず，これについては今後の課題としたい．．また準溶融域における力学挙動に関しては，
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第 2.7節で示したように，Rolie-Polyモデル 44)などの客観応力速度による非線形粘弾

性モデルを導入する必要があり，先述のようにこれを導入するためには，熱力学的定

式化を再検討しなければならない．
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図– 2.11 ポリカーボネートの動的粘弾性試験から得られた貯蔵弾性率と損失弾性率お

よび損失正接のマスターカーブとそのカーブフィット結果
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表– 2.1 PCのせん断弾性率と緩和時間の同定結果

No. Gα[MPa] τα[s] No. Gα[MPa] τα[s]

1 27.557 3.938 × 10−13 12 3.5628 2.041 × 10−4

2 29.761 10.00 × 10−12 13 1.4268 1.049 × 10−3

3 30.302 8.804 × 10−11 14 1.0167 4.179 × 10−3

4 37.979 6.520 × 10−10 15 0.6876 2.209 × 10−2

5 50.404 4.690 × 10−9 16 0.5843 9.676 × 10−2

6 77.752 3.712 × 10−8 17 0.4850 3.451 × 10−1

7 149.04 3.086 × 10−7 18 0.5680 1, 056 × 100

8 265.07 2.106 × 10−6 19 0.7060 3.235 × 100

9 178.65 1.001 × 10−5 20 0.6993 1.235 × 101

10 30.000 3.452 × 10−5 21 0.4727 4.471 × 101

11 7.9185 1.010 × 10−5 22 0.1013 1.012 × 102
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10
−10

10
0

10
−2

10
0

10
2

10
−5

10
−15

Reduced Time  [sec]

R
el

ax
at

io
n

 m
o

d
u

lu
s 

[M
P

a]

Melting phaseRubber phaseTransition phaseGlass phase

10
−16

10
−12

800

850

900

Decrease glassy elastic stiffness 

図– 2.13 同定結果から算定した緩和弾性率



75

L=60 [mm]

W
=

1
0
 [m

m
]

写真–2.1 ポリカーボネートの R-20型切欠き付き試験片

表– 2.2 負荷・除荷引張試験の制御条件

変位量／変位速度 [mm/min] 0.3 3.0 30.0 300.0

引張 ○ ○ ○ ○

1[mm]負荷・除荷・保持 ○ ○ ○ ○

3[mm]負荷・除荷・保持 ○ ○ ○ 実験不能
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表– 2.3 PCの粘塑性材料パラメータの同定結果

Parameter αG
th [/K] αR

th [/K] γ̇
vp
0 [/s] ∆H [J/mol] A [mm3]

Identified result 6.5 × 10−5 1.2 × 10−4 1.29 × 1018 5.77 × 104 4.98 × 10−20

Parameter m α ζc α0
Y [MPa/K] β0

Y [K]

Identified result 0.146 0.01 0.02 1.065 × 10−6 75.0

Parameter h [MPa] g α0
ss [MPa/K] β0

ss [K] s∞ss [MPa]

Identified result 1350 6.6 1.4497 × 10−6 75.0 1.75

Parameter µg [MPa] µr [MPa] βback Wback Jm

Identified result 18.0 0.4 1.5 × 10−3 5.8 5.8



78 第 2章 非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則

True strain

T
ru

e 
st

re
ss

 [
M

P
a]

True strain

T
ru

e 
st

re
ss

 [
M

P
a]

True strain

T
ru

e 
st

re
ss

 [
M

P
a]

(a) 0.3 [mm/min]

0 0.5
0

40

80

120

160

0 0.2 0.4 0.6
0

40

80

120

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

40

80

120

160

Experiment

Identified curve

Experiment

Identified curve

Experiment

Identified curve

(b) 3.0 [mm/min]

(c) 30 [mm/min]

図– 2.16 同定したパラメータによる引張試験の再現解析の結果と実験結果の比較（真

応力－真ひずみ関係）
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図– 2.18 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られた試験片モデルの変

形形状および X方向真応力と等価粘塑性ひずみ分布の推移（[A]～[E]は図

2.13(b)中の各記号に対応）
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図– 2.19 同定したパラメータによる引張試験の再現解析の結果と実験結果の比較（等

価粘塑性ひずみ－真ひずみ関係）
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図– 2.20 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られた等価応力と降伏応

力の推移
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図– 2.21 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られたせん断降伏応力の

推移
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図– 2.22 同定したパラメータによる引張試験の再現解析で得られた背応力の推移
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図– 2.23 同定したパラメータによる 1[mm]除荷試験の再現解析の結果と実験結果の比

較（真応力－真ひずみ関係）
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図– 2.24 同定したパラメータによる 3[mm]除荷試験の再現解析の結果と実験結果の比

較（真応力－真ひずみ関係）
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図– 2.26 同定したパラメータによる環境温度 50，75[deg]における負荷速度別の 3[mm]

除荷試験の再現解析の結果
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図– 2.27 同定したパラメータによる環境温度 100，120[deg] における負荷速度別の

3[mm]除荷試験の再現解析の結果
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図– 2.28 同定したパラメータによる環境温度 140，150[deg] における負荷速度別の

3[mm]除荷試験の再現解析の結果
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図– 2.29 同定したパラメータによる環境温度 155，160[deg] における負荷速度別の

3[mm]除荷試験の再現解析の結果
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第3章 非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析

3.1 はじめに

第 1.5.2項で示したように，ほとんどの先行研究では，熱力学的定式化を通して非弾

性散逸エネルギーを導出しているのにも関わらず，それに熱変換効率の係数を掛けた

もので簡易的に非弾性変形による発熱量をモデル化しているため，自己発熱による温

度上昇の定量的な評価をするには至っていない．

このような背景から，本章では，材料構成則が有する本来の発熱性能を厳密に評価

するために，第 2章で示した粘弾性・粘塑性複合構成則を，Yangら 83)が提案した熱・

機械連成増分ポテンシャル法（Thermo-mechanical Incremental Vriational Formulations）

の枠組みに適用し，非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の自己発熱現象を考慮した温

度と変形の強連成解析手法を提案する．具体的には，熱・機械連成増分ポテンシャル

法において必要となる粘弾性と粘塑性の散逸ポテンシャルを非弾性散逸エネルギーの

Legendre-Fenchel変換を起点としたポテンシャル論の枠組みで定式化を行い，最終的に

は各熱力学的示量変数の積分形として導出する．特に，粘塑性散逸エネルギーから散

逸ポテンシャルを導く際には，せん断降伏強さの時間発展則が導かれるような，粘塑

性ポテンシャルを定義し，粘塑性正規化の手順にしたがって散逸ポテンシャルの具体

形を導く．なお，先行研究における熱・機械連成増分ポテンシャル法の適用例題はそ

のすべてが物質点断熱を仮定しており，本研究で初めて空間的な熱伝導の再現性能を

考察する．
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第 3.2節では，Yangら 83)が提案した熱・機械連成増分ポテンシャル法の概要を述べ

る．第 3.3節では，第 2章で示した粘弾性・粘塑性複合構成則に対して，粘弾性と粘塑

性の散逸ポテンシャルを非弾性散逸エネルギーの Legendre-Fenchel変換を起点とした

ポテンシャル論の枠組みで定式化を行い，各熱力学的示量変数の積分形として導出す

る．第 3.4節では，本研究で提案する粘弾性・粘塑性複合構成則に対応した熱・機械連

成増分ポテンシャルモデルに対して，解くべき未知量に対する停留条件からそれぞれ

の支配方程式を導き，本研究で提案する熱・機械連成解析手法の特徴を考察する．な

お，熱・機械連成解析において必要となる，比熱に関する自由エネルギーやエントロ

ピーも示す．最後に第 3.5節ではまず，本研究で独自に実装した熱・機械連成増分ポテ

ンシャル法の検証例題として，Stainierと Ortiz84)が行った物質点断熱状態におけるα

チタニウム合金の引張解析を実施する．そして，ポリカーボネート（PC）の引張試験

を模擬した熱・機械連成解析を実施し，引張試験中に試験片表面でDIC計測された温

度の時刻歴変化と比較することで，本研究で提案する熱・機械連成解析手法の再現性

能を検証する．加えて，同様の条件で力学応答のみの解析を実施し，発熱による温度

増加が材料挙動に与える影響に関しても考察する．

3.2 熱・機械連成増分ポテンシャル法

3.2.1 熱・機械連成増分ポテンシャル問題の定式化

熱・機械連成増分ポテンシャル法は，図–3.1に示す連続体 Bに対する時刻 t0から t1

の全エネルギーの変化量を次式で定義することから始まる．

Ψt0→t1 = inf
path

∫ t1

t0
ϕ
(
φ̇, T, θ, η̇, Ż

)
dt (3.1)

ここで，•t0→t1 は •の時刻 t0から t1までにおける変化量として定義する．さらに，φ̇ =

Dφ
Dt , T はそれぞれ物質点 Xの運動に関する速度と外部温度（熱力学的非平衡温度）で
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あり，次式で示すDirichlet条件が課される．

φ̇ = φ̇D on ∂MDB0 = ∂B0\∂MNB0 (3.2)

T = TD on ∂HDB0 = ∂B0\ (∂HNB0 ∪ ∂HRB0) (3.3)

また，θ, η̇, Żはそれぞれ熱力学的平衡温度，エントロピー密度速度，内部変数速度で

ある．ここで，熱力学的平衡温度は θ ≡ ∇η̇eによってのみ定義される．なお，２つの温

度場 T, θの関係については，熱・機械連成増分ポテンシャル法の熱力学的意味と関連

付けて後述する．さらに，式 (3.1)中の inf
path
は時刻 t0から t1の時間増分間で，全エネル

ギーの変化量が最小となり，常に安定な経路をたどることを規定している．このとき，

大域的ポテンシャル速度 ϕは次式で定義されるような，この連続体における単位時間

あたりの全エネルギー収支を表す．

ϕ
(
φ̇, T, θ, η̇, Ż

)
=

∫
B0

Υ
(
Ḟ, T, θ, η̇, Ż

)
dV −G (φ̇, T ) (3.4)

ここで，内部ポテンシャル速度Υ
(
Ḟ, T, θ, η̇, Ż

)
はこの連続体内の物質点 Xにおける

単位時間当たりの内部ポテンシャル変化であり，次式で定義した．

Υ
(
Ḟ, T, θ, η̇, Ż

)
≡ ρ0ė

(
Ḟ, η̇, Ż

)
− ρ0T η̇ + φ

{
f (T, θ) Ż, θ

}
− χ (G) (3.5)

ここで，ρ0は質量密度，ėは内部エネルギー密度速度である．また，φと χはClausius-

Duhemの不等式から得られる散逸エネルギーにLegendre-Fenchel変換を施すことによっ

て得られる双対散逸ポテンシャルと Fourierポテンシャル 107)である．特に，塑性変形

に関する双対散逸ポテンシャル φp ≥ 0は Zと共役な熱力学的内部駆動力を Yとしたと

き，次式の最大塑性散逸の原理によって得られる支持関数となる．

φp (Z) = sup
Y

[
Y : Z − φ̂p (Y)

]
(3.6)

ここで，φ̂p (Y) ≥ 0は Yが許容応力の集合に属しているときのみ 0となる標示関数で

ある．
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一方，G (φ̇, T )は次式で示す外部ポテンシャル速度であり，単位時間当たりの外的操

作によって蓄えられる連続体内のエネルギー変化速度である．

G (φ̇, T ) = GMech (φ̇) +GHeat (T )

GMech (φ̇) =
∫

B0

ρ0b · φ̇dV +
∫
∂MNB0

TN · φ̇dA (3.7)

GHeat (T ) =
∫
∂HNB0

QN log
(

T
T0

)
dA +

∫
∂HRB0

β

[
T − TR log

(
T
T0

)]
dA −

∫
B0

ρ0h log
(

T
T0

)
dV

(3.8)

ここで，β, TR, hはそれぞれ熱伝達係数，雰囲気温度，単位時間単位体積あたりの外部

熱供給である．なお，連続体に課されるNeumann条件は，図–3.1に示すように設定し

ている．

ところで，式 (3.5)中に導入した f (T, θ)は積分因子（Integration factor）と呼ばれ，

大域的ポテンシャル速度 ϕの変分構造を保証する第二変分の対称条件から得られる微

分方程式を解くことで次式のように唯一に決定される変数である．

f (T, θ) =
T
θ

(3.9)

この変数の導入によって，この増分間での非弾性変形による散逸エネルギーから熱エネ

ルギーへの変換効率が算定でき，弾塑性問題については金属材料を対象とした Taylor-

Quinney因子 108)などの実験的に求められた熱変換効率を高精度に予測できることが示

されている 84)．また，非定常熱伝導と非弾性変形に起因する２つの熱力学的非平衡過

程に対して，現象の進展時間を整合させるために導入された時間積分因子として解釈

することができる．

増分ポテンシャル法において求めるべき状態変数は，次式で示すような Ψt0→t1 の停

留点問題の解
(
φ̇eff, T eff, η̇eff, Żeff

)
t0→t1
である．

(
φ̇eff, T eff, η̇eff, Żeff

)
t0→t1
= arg

[
inf
φ̇, η̇, Ż

sup
T

(
Ψt0→t1

)]
(3.10)
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本停留点問題は，図–3.2に示すように
(
φ̇, η̇, Ż

)
軸に対して凸，T に対して凹な増分ポ

テンシャルに対する鞍点問題である．また，(φ̇, T )と
(
η̇, Ż

)
は，それぞれ大域的変数

と局所的変数であり，後者はΥにのみ依存する．したがって，この停留点問題は次式

のように大域形と局所形に分離可能である．

(
φ̇eff, T eff

)
t0→t1
= arg

[
inf
φ̇

sup
T

{
Ψt0→t1

(
φ̇, T, η̇eff, Żeff

)}]
(3.11)

(
η̇eff, Żeff

)
t0→t1
= arg

[
inf
η̇, Ż

{
Ψt0→t1

(
φ̇fix, T fix, η̇, Ż

)}]
∀X ∈ B0 (3.12)

3.2.2 増分ポテンシャル問題のEuler-Lagrange方程式

Ψt0→t1 の第一変分から得られる物質点 Xにおける局所的な支配方程式を示す．まず，

Ψt0→t1 に式 (3.5)を代入し，内部エネルギー速度 ėの時間加積性を意味する熱力学第一

法則を考慮すると，次式が得られる．

Ψt0→t1 = inf
path

∫ t1

t0

[∫
B0

(ρ0ė − ρ0T η̇ + φ − χ) dV −G (φ̇, T )
]

dt

=

∫
B0

ρ0 (e1 − e0) dV + inf
path

∫ t1

t0

[∫
B0

(−ρ0T η̇ + φ − χ) dV −G (φ̇, T )
]

dt (3.13)

ここで，e0 = e (t0) , e1 = e (t1)である．また，この第 2式の第一項の外部温度 T に対す

る依存性が無いことを考慮すると，外部温度Tに関するΨt0→t1の第一変分は，時刻 t0か

ら t1を定義域とする時間 t ∈ [t0, t1]に対して次の局所形の支配方程式（Euler-Lagrange

方程式）が得られる．

ρ0η̇ =
1
θ
∇Żφ : Ż − 1

T
∇X · Q +

1
T
ρ0h in B0 (3.14)

Q · N = QN on ∂HNB0 (3.15)

Q · N = β (T − TR) on ∂HRB0 (3.16)

このことは，連続体内の非定常熱伝導は常に熱力学的非平衡状態であり，時間連続的

に進展する現象であると解釈できる．
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次に，状態変数
(
φ̇, η̇, Ż

)
に関する第一変分から時間間隔 t = [t0, t1]における時間離

散的な方程式と時間 t ∈ [t0, t1]における時間連続的な方程式の両方が次式のように得ら

れる．

• 時間間隔 t = [t0, t1]における時間離散的な方程式（熱力学的平衡状態）

∇X · P1 + ρ0b1 = 0 in B0 (3.17)

P1 · N − TN1 = 0 on ∂MNB0 (3.18)

θ1 − T1 = 0 in B0 (3.19)

T1

θ1
∇Żφ1 − Y1 = 0 in B0 (3.20)

（式中の添字”1”は，時刻 t1での値を意味する）

• 時刻 t ∈ [t0, t1]における時間連続的な方程式（熱力学的非平衡状態）

ρ0Ṫ + ∇ηφ = 0 in B0 (3.21)

− D
Dt

(T
θ
∇Żφ

)
+ ∇Zφ = 0 in B0 (3.22)

以上より，熱・機械連成増分ポテンシャル法の熱力学的意味は，図–3.3に示す形で説

明することが可能である．すなわち，まず連続体の時刻 t0と t1における２つの熱力学

的平衡状態を考えると，その熱平衡性を表すように外部温度と熱力学的平衡温度が一

致しており，その際にこれらの力学的な現象を支配する方程式が式 (3.20)である．そ

して，本式はHu-Washizu式との類似性が認められるように，内部変数に関する構成関

係を伴っているものの，連続体力学で標準的な支配方程式として構成されている．つ

まり，これまでの固体熱力学理論で示されてきた支配方程式は時間離散的な熱平衡過

程を結んだ力学現象を説明するものであると解釈できる．逆に，これら２つの熱力学

的平衡状態を時間連続に結ぶ熱力学的非平衡状態では，式 (3.14)に示す非定常熱伝導

方程式に従いながら，常に物体内の外部温度やエントロピー（熱力学的平衡温度）分
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布が変化している．同時に，この過程において生ずる力学現象は，双対散逸ポテンシャ

ルによる外部温度の変化や熱力学的内部駆動力 Yの時間発展であり，その支配方程式

が式 (3.20)である．

3.3 非晶性熱可塑性樹脂の双対散逸ポテンシャル

本節では，第 2章で示した非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則に対し

て，熱・機械連成増分ポテンシャル法を適用する際に必要となる双対散逸ポテンシャ

ルを導出する．そのために，式 (2.29)で得られた全散逸エネルギー Dを以下に再掲し

ておく．

D = Dve + Dvp + Dht ≥ 0 (3.23)

Dve =

Nve∑
α=1

(
Rα

vol · Γ̇αvol + Rα
dev : Γ̇αdev

)
(3.24)

Dvp = Meff : d̄vp + qvp · ξ̇vp (3.25)

Dht = G · Q (3.26)

本研究では，Dve ≥ 0, Dvp ≥ 0, Dht ≥ 0と仮定し，それぞれ独立なポテンシャル関数を

定義する．

まず，熱散逸エネルギー Dht の熱流束 Q に対する負の Legendre-Fenchel 変換から

Fourierポテンシャル χ (G) ≥ 0が次式のように得られる．

χ (G) = inf
Q

[
χ̂ (Q) − Dht

]
(3.27)

ここで，χ̂ (Q) ≥ 0は，Fourierポテンシャルと双対関係にある独立変数を熱流束とした

ポテンシャルである．また当然，G = ∇Qχ̂, Q = ∇Gχである．このとき，本研究では熱

流束と負の温度勾配が一定の熱伝導係数によって関係づけられる標準的な Fourier則を
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採用することを意図して，FourierポテンシャルがGに対する狭義の凸関数となるよう

次式で定義する．

χ (G) ≡ κH

2
G · G (3.28)

ここで，G ≡ − 1
θ
∇XT と定義した．また，κHは熱生成係数であり，熱伝導係数 κとの関

係は κ = κH/θによって得られる．

次に，粘弾性散逸エネルギー Dveの粘弾性非平衡応力 Rα
vol, Rα

dev に対する Legendre-

Fenchel変換から，α番目のMaxwell要素に対応する粘弾性双対散逸ポテンシャルφα ≥ 0

が次式のように得られる．

φα
(
Γ̇αvol, Γ̇

α
dev, θ

)
= sup

Rαvol, Rα
dev

[
Dve − φ̂α

(
Rα

vol, Rα
dev, θ

)]
= φαvol

(
Γ̇αvol, θ

)
+ φαdev

(
Γ̇αdev, θ

)
(3.29)

ここで，φ̂α
(
Rα

vol, Rα
dev, θ

)
≥ 0 は粘弾性散逸ポテンシャルであり，φαvol

(
Γ̇αvol, θ

)
≥ 0と

φαdev

(
Γ̇αdev, θ

)
≥ 0は，それぞれφαの体積成分と偏差成分である．また，Legendre-Fenchel

変換の性質より，φαは熱力学的平衡温度 θに対して凹である．このとき，φαvol, φ
α
devの

粘弾性変形 Γ̇αvol, Γ̇
α
dev に対する勾配は，それぞれ粘弾性非平衡応力 Rα

vol, Rα
dev に一致す

るため，粘弾性双対散逸ポテンシャル φve ≥ 0は次式のように得られる．

φve
(
Γ̇αvol, Γ̇

α
dev, θ

)
=

Nve∑
α=1

∫ Γ̇αvol

0
Rα∗

vol · dΓ̇α∗vol +

∫ Γ̇αdev

0
Rα∗

dev : dΓ̇α∗dev


=

Nve∑
α=1

τ̂α (θ)
2

[
Kα

(
Γ̇αvol

)2
+ 2Gα||Γ̇αdev||2

]
(3.30)

最後に，粘塑性散逸エネルギーDvpの偏差対称有効Mandel応力Meffと粘塑性等方硬

化駆動力 qvp に対する Legendre-Fenchel変換から粘塑性双対散逸ポテンシャル φvp ≥ 0

が次式のように得られる．

φvp
(
d̄vp, ξ̇vp, θ

)
= sup

Meff, qvp

[
Dvp − φ̂vp

(
Meff, qvp, θ

)]
(3.31)
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ここで，φ̂vp
(
Meff, qvp, θ

)
≥ 0は，粘塑性散逸ポテンシャルである．そして，φvpも同じ

く θに対して凹である．このとき，同時に次式が成立する．

Meff = ∇d̄vpφvp

qvp = ∇ξ̇vpφvp (3.32)

d̄vp = ∇Meffφ̂vp

ξ̇vp = ∇qvpφ̂vp (3.33)

いま，粘塑性散逸ポテンシャルを次式で仮定する．

φ̂vp =
1

2ηvp (θ)

[
hvp
+ ( f ) + Ω̂ ( f + ϕvp)

]
(3.34)

ここで，

ηvp = ηvp (θ) = exp
(
∆H
Rθ

)
∈ (+0, +∞) (3.35)

はArrhenius型の粘塑性粘性係数であり，hvp
+ ( f )は次式の条件を満たすような，Perzyna

タイプの粘塑性正規化において仮定されるC1以上の連続性を有するポテンシャル 109)

である．

hvp
+ =


≥ 0 if f ≥ 0

= 0 otherwise
(3.36)

また，Ω̂ ( f + ϕvp)は，後述するせん断降伏強さ rvpの発展則を導くための付加的なポテ

ンシャルであり，ϕvpは次式で定義されるような粘塑性ポテンシャルである．

ϕvp (qvp, θ) =
1

sss (θ)
(qvp)2 (3.37)

このとき，式 (3.33)より，偏差粘塑性変形速度 d̄vpと等方硬化内部変数速度 ξ̇vpは次式

のように展開される．

d̄vp =
1

2ηvp

[
∇ f h

vp
+ · ∇Meff f + ∇( f+ϕ)Ω̂ · ∇Meff ( f + ϕ)

]
(3.38)

ξ̇vp =
1

2ηvp

[
∇ f h

vp
+ · ∇qvp f + ∇( f+ϕ)Ω̂ · ∇qvp ( f + ϕ)

]
(3.39)
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ここで，粘塑性乗数を

γ̇vp = ∇ f h
vp
+ /η

vp = ∇( f+ϕ)Ω̂/η
vp (3.40)

と仮定すると，これらは最終的に次式のようになる．

d̄vp =
γ̇vp

2
(N + N) = γ̇vpN (3.41)

ξ̇vp =
γ̇vp

2

(
1 + 1 +

2
sss

qvp
)
= γ̇vp

(
1 +

qvp

sss

)
= γ̇vp

(
1 − rvp

sss

)
(3.42)

前者は粘塑性流れ則を表す．また，後者の式 (3.42)を式 (2.90)の両辺を時間微分するこ

とによって得られる ṙvp = hξ̇vpに代入すると，次式のように等方硬化発展則が導かれる．

ṙvp = hγ̇vp
(
1 − rvp

sss

)
(3.43)

ところで，抗応力（drag stress）110)を K ≡ kθ/A = K (θ)と定義して，式 (3.35)の粘塑性

粘性係数とともに Richetonら 46)の発展則 (2.95)に代入すると次式が得られる．

γ̇vp =
γ̇

vp
0

ηvp

[
sinh

(
f
K

)] 1
m

(3.44)

また，この式は降伏関数 f について書き換えると次式が得られる．

f = Ksinh−1
[{
ηvp

(
γ̇vp

γ̇
vp
0

)}m]
≡ Λ (γ̇vp, θ) (3.45)

さらに，式 (3.33)より，

∇γ̇vpφ = ∇d̄vpφvp : ∇γ̇vp d̄vp + ∇ξ̇vpφvp : ∇γ̇vp ξ̇vp

= Meff : N + qvp ·
(
1 +

qvp

sss

)
= τeff + qvp +

(qvp)2

sss

⇔ τeff + qvp = ∇γ̇vpφ − (qvp)2

sss
(3.46)
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が成立するため，式 (3.45)は次式のように式展開される．

τeff + τvol + qvp − σ0
Y = Λ (γ̇vp, θ)

⇔ ∇γ̇vpφ − (qvp)2

sss
+ τvol − σ0

Y = Λ (γ̇vp, θ)

⇔ ∇γ̇vpφ =
(
σ0

Y − τvol
)
+

(qvp)2

sss
+ Λ (γ̇vp, θ) (3.47)

したがって，最終的に式 (3.31)の粘塑性双対散逸ポテンシャルは次式のようになる．

φvp = γ̇vp
(
σ0

Y − τvol
)
+

∫ γ̇vp

0

(q̂vp)2

sss
d ˙̂γvp +

∫ γ̇vp

0
Λ

(
˙̂γvp, θ

)
d ˙̂γvp (3.48)

ここで，本研究では簡単のために，

∫ γ̇vp

0

(q̂vp)2

sss
d ˙̂γvp = γ̇vp · (qvp)2

sss
(3.49)

と仮定した．この粘塑性双対散逸ポテンシャルの第一項は初期降伏に関する完全塑性

的な応答に対するエネルギー散逸を表し，第二項は非晶性熱可塑性樹脂に特有の粘塑

性等方硬化に対するエネルギー散逸を表す．そして，第三項 φ
vp
3rd =

∫ γ̇vp

0
Λ

(
˙̂γvp, θ

)
d ˙̂γvp

は降伏曲面より外の過応力状態において発生する粘性に起因したエネルギー散逸を表

す．なお，Ree-Eyringの発展則 (m = 1)40)を用いる場合は，次式のように第三項 φ
vp
3rdを

理論的に積分することが可能である．

φ
vp
3rd =

∫ γ̇vp

0
Ksinh−1

(
Ξ ˙̂γvp

)
d ˙̂γvp

=
K
Ξ

{[
xsinh−1 (x)

]Ξγ̇vp

0
−

∫ Ξγ̇vp

0

x
√

x2 + 1
dx

}
=

K
Ξ

{
Ξγ̇vpsinh−1 (Ξγ̇vp) −

√
(Ξγ̇vp)2 + 1

}
(3.50)

ここで，Ξ = ηvp/γ̇
vp
0 である．
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3.4 熱・機械連成増分ポテンシャルの停留条件と支配方程式

本節では，本研究で独自に構築した非晶性熱可塑性樹脂の増分ポテンシャルに対し

て，3.2.1節で定義した増分ポテンシャル停留条件を用いて，熱・機械連成支配方程式

を導出し，得られた方程式から本研究で提案するモデルの特徴を説明する．

まず，物質点 Xで定義される非晶性熱可塑性樹脂の内部ポテンシャル速度は次式の

ように与えられる．

Υ
(
Ḟ, T, θ, η̇, Ż

)
= ρ0ė

(
Ḟ, η̇, Ż

)
− ρ0T η̇ + φve

(T
θ
Γ̇αvol,

T
θ
Γ̇αdev, θ

)
+ φvp

(T
θ
γ̇vp, θ

)
− χ (G)

(3.51)

ここで，内部変数の集合とその速度は Z =
(
Γαvol, Γ

α
dev, Fvp, ξvp

)
, Ż =

(
Γ̇αvol, Γ̇

α
dev, γ̇

vp
)

である．さらに，内部エネルギー密度の自由エネルギー密度に対する負の Legendre-

Fenchel変換 e = sup
T

(ψ + T · η)を用いることで，内部ポテンシャル速度は次式のように

書き換えられる．

Υ
(
Ḟ, T, θ, Ż

)
= ρ0ψ̇

(
Ḟ, Ṫ , Ż

)
+ ρ0Ṫη + φve

(T
θ
Γ̇αvol,

T
θ
Γ̇αdev, θ

)
+ φvp

(T
θ
γ̇vp, θ

)
− χ (G)

(3.52)

このとき，内部ポテンシャル速度のエントロピー速度に対する依存性が消滅すること

に留意する．また，式 (3.52)中の双対散逸ポテンシャル式 (3.30)と式 (3.48)は，積分因

子（Integration factor）(3.9)を代入することで次式のようになる．

φve
(T
θ
Γ̇αvol,

T
θ
Γ̇αdev, θ

)
=

(T
θ

)2 Nve∑
α=1

τ̂α (θ)
2

[
Kα

(
Γ̇αvol

)2
+ 2Gα||Γ̇αdev||2

]
(3.53)

φvp
(T
θ
γ̇vp, θ

)
=

(T
θ

)
γ̇vp

[
σ0

Y − τvol +
(qvp)2

sss

]
+

∫ γ̇vp

0
Λ

(T
θ

˙̂γvp, θ
)
·
(T
θ

)
d ˙̂γvp

(3.54)

以下では，以上の式に対して，各状態変数に対する停留点を導出する．

まず，式 (3.51)における内部ポテンシャル速度に対するエントロピー密度速度の停
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留点は次式のように得られる．

∇η̇Υ = ∇η̇ (ρ0ė) − ρ0T = 0⇒ θ = T (3.55)

この関係式は，物質点 X近傍の局所的な領域において，内部ポテンシャル速度がエン

トロピー密度速度に関して停留するとき，常に熱力学的平衡状態であることを示して

いる．

次に，式 (3.51)で記述された内部ポテンシャル速度に対する内部変数速度の停留点

は，それぞれ次式のようになる．

∇Γ̇αvol
Υ = KαΓαvol − Mα

vol +

(T
θ

)2

Kατ̂αΓ̇αvol = 0

⇔ Mα
vol − KαΓαvol =

(T
θ

)2

Kατ̂αΓ̇αvol (3.56)

∇Γ̇αdev
Υ = 2GαΓαdev − Mα

dev +

(T
θ

)2

2Gατ̂αΓ̇αdev = 0

⇔ Mα
dev − 2GαΓαdev =

(T
θ

)2

2Gατ̂αΓ̇αdev (3.57)

∇γ̇vpΥ = −
[
τeff + qvp ·

(
1 +

qvp

sss

)]
+

(T
θ

) [
σ0

Y − τvol +
(qvp)2

sss

]
+ Λ

(T
θ
γ̇vp, θ

)
·
(T
θ

)
= 0

⇔ τeff + τvol + qvp −
(T
θ

)
σ0

Y =
(qvp)2

sss

(
1 − T

θ

)
+ Λ

(T
θ
γ̇vp, θ

)
·
(T
θ

)
(3.58)

ここで，式 (3.55)と次式が成立することを考慮すると，

Rα
vol = Mα

vol − KαΓαvol (3.59)

Rα
dev = Mα

dev − 2GαΓαdev (3.60)

f = τeff + τvol + qvp − σ0
Y (3.61)

最終的にNewton粘性則と粘塑性流れの発展則が次式のように再生される．

Rα
vol = (Kατ̂α) Γ̇αvol (3.62)

Rα
dev = (2Gατ̂α) Γ̇αdev (3.63)

f = Λ (γ̇vp, θ) (3.64)
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このことは，エントロピー密度速度と内部変数速度に関する内部ポテンシャル速度の最

小化問題の最適解は非弾性流れの発展則を満足しなければならないことを示している．

最後に，大域的ポテンシャル速度 ϕの大域的変数 (φ̇, T )に対する停留条件を考える．

まず，φ̇に対する停留条件から次式が得られる．

Dϕ
[
δφ̇

]
=

∫
B0

DΥ
[
δḞ

]
dV − DG

[
δφ̇

]
=

∫
B0

∇ḞΥ : δḞdV − DGMech [
δφ̇

]
=

∫
B0

∇Ḟ

(
ρ0ψ̇

)
: δḞdV −

∫
B0

D (ρ0b · φ̇)
[
δφ̇

]
dV −

∫
∂MNB0

D (TN · φ̇)
[
δφ̇

]
dA

=

∫
B0

P : δḞdV −
∫

B0

ρ0b · δφ̇dV −
∫
∂MNB0

TN · δφ̇dA = 0 (3.65)

すなわち，大域的ポテンシャル速度 ϕの φ̇に関する最小化問題の最適解は運動に関す

る仮想仕事式を満足しなければならないことを示している．また，外部温度 T に対す

る停留条件から次式が得られる．

Dϕ [δT ] =
∫

B0

DΥ [δT ] dV − DG [δT ]

=

∫
B0

∇TΥ · δTdV − DGHeat [δT ]

=

∫
B0

[
−ρ0η̇ + ∇Tφ

ve + ∇Tφ
vp − Q · ∇X

(
1
T

)]
· δTdV −

∫
∂HNB0

QN
δT
T

dA

−
∫
∂HRB0

β
[
1 − TR

T

]
δTdA +

∫
B0

ρ0h
δT
T

dV = 0 (3.66)

さらに整理すると最終的に，次式が得られる．∫
B0

ρ0η̇ · δTdV =
∫

B0

(∇Tφ
ve + ∇Tφ

vp) · δTdV −
∫

B0

Q · ∇X

(
1
T

)
· δTdV

−
∫
∂HNB0

QN
δT
T

dA −
∫
∂HRB0

β
[
1 − TR

T

]
δtdA +

∫
B0

ρ0h
δT
T

dV (3.67)

すなわち，ポテンシャルϕのTに関する最小化問題の最適解は非定常熱伝導方程式を満

足する．ただし，右辺第一項で示される非弾性発熱は，単にClausius-Duhem式から導

出された非弾性散逸エネルギーからもたらされるものではなく，積分因子（Integration
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factor）式 (3.9)が考慮された双対散逸ポテンシャルポテンシャルの温度勾配によって得

られることに留意されたい．これが，従来の熱力学第一と第二法則から導出される標

準的な非定常熱伝導方程式と異なる部分であり，その差がTaylor-Quinney因子 108)など

実験的に求められた熱変換効率の高精度な予測結果となって現れる．最後に，本研究

で示す非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析に必要なエントロピーを以下に示して

おく．

ρ0η = ρ0η
ve
vol + ρ0η

vp + ρ0η
h (3.68)

ρ0η
ve
vol = 3K∞ {∇Tαth (T )}

ln (J) +
Nve∑
α=1

γα
{
ln (J) − Γαvol

} (3.69)

ρ0η
ht = c ln

(
T
T0

)
(3.70)

ρ0η
vp =


µr−µg

2

{
1

Wback
cosh−2

(T−Tg

Wback

)
− βback

T−Tg

|T−Tg|
}

Jm ln
(
1 − Īvp

1 −3
Jm

)
if T , Tg

µr−µg

2Wback
Jm ln

(
1 − Īvp

1 −3
Jm

)
if T = Tg

(3.71)

なお，比熱に関する自由エネルギー ψhtには次式を用いる．

ρ0ψ
ht (T ) = ρ0c

[
T − T0 − T ln

(
T
T0

)]
(3.72)

ここで，cは比熱である．

以上が，本研究で示す非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成増分ポテンシャルモデル

であり，これらをまとめたものを図–3.4と図–3.5に示す．

3.5 数値解析例

3.5.1 熱・機械連成増分問題の検証例

本項ではまず，本研究で独自に実装した熱・機械連成増分ポテンシャル法に基づく解

析手法の検証例として StainierとOrtiz84)が行った物質点断熱状態 χ (G) = 0におけるα
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チタニウム合金の引張解析を行う．ここで，用いた粘塑性材料モデルを図–3.6に示し，

対応するαチタニウム合金の材料パラメータを表–3.1に示す．参照とする実験 111)は，

Split-Hopkinson圧力棒法によって応力－ひずみ関係や温度増加を測定しているが，解

析上では局所断熱状態であることを考慮して，本研究では雰囲気温度 20℃における 6

面体一次要素 3個で構成される解析モデルに対する一様変形解析に簡略化した．なお，

詳細は省略するが，熱・機械連成増分ポテンシャル法の数値計算アルゴリズムにおけ

る勾配や接線の計算には Tanakaら 112, 113)が提案した数値的でありながら完全精度の高

階微分値を算出可能である超双対数微分近似手法 114)を用いている．

得られた解析結果と実験値 111)の真応力－真ひずみ関係を図–3.7に，温度上昇量－真

ひずみ関係を図–3.8に示す．これらの結果を観察すると，本研究では，実際の実験条

件を簡略化して物質点断熱状態 χ (G) = 0が仮定された単純な解析モデルに対する一様

変形解析を実施しており，その影響が多少の誤差となって結果に現れている．しかし，

傾向はおおむね一致しており，，本研究で実装した熱・機械連成増分ポテンシャル法に

基づく強連成解析によって，αチタニウム合金の熱・機械連成挙動を正確に予測する

ことが可能であるといえる．また，熱・機械連成増分ポテンシャル法に特徴的な双対

散逸ポテンシャルや積分因子（Integration factor）によって，Taylor-Quinney因子など

の係数を考慮しなくても非弾性散逸エネルギーの熱変換効率が算出されており，発熱

による温度上昇量が高精度に予測されている．

このように，熱・機械増分ポテンシャル法に基づく強連成解析手法は有効であると

判断して，次項以降で示す非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則による熱・

機械連成解析を実行する．
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3.5.2 PCに対する引張試験の再現解析

本項では，前節で構築した非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成－粘弾性・粘塑性複

合増分ポテンシャルモデルの性能を検証するために，PCの引張試験を模擬した熱・機

械連成解析を行い，得られた結果と引張試験中の試験片表面でDIC計測された温度の

時刻歴変化を比較する．

まず，本解析にて用いたPCのR-20型切り欠き付き試験片モデルや境界条件を図–3.9

に示す．本有限要素モデルは 6面体一次要素を用いて節点数 7029，要素数 5600で構成

されており，非定常熱伝導による温度の空間的な広がりがひずみ軟化域を中心として

非一様になることを考慮して，試験片形状をそのまま模擬している．なお，使用した有

限要素は標準的な一次要素であるため，体積ロッキングを避けることができない．し

たがって，前章で示した同様の解析結果と比較して体積応力が硬めに現れ，変形が抑

制されることによって自己発熱量が小さく見積もられることに留意されたい．．また，

引張方向に平行となる試験片表面には断熱条件を課し，直交する試験片端面では環境

温度 30℃に固定するDirichlet条件を課す．そして，制御条件には実験と同様に負荷速

度 0.3[mm/min]から 300[mm/min]までの 4水準を設定する．最後に，本解析を実行す

るために必要な追加の材料パラメータを表–3.2に示す．

まず，図–3.10に得られた４水準の負荷速度に対する真応力－真ひずみ関係を示す．

全体的には非晶性熱可塑性樹脂で一般的な初期降伏や配向硬化現象が観察され，負荷

速度が速いほど真応力は大きくなる結果が得られている．また，図–3.11には試験片モ

デルの最終的な変形形状とX方向真応力の分布を示す．試験片の最終的な力学状態は，

どの水準でも中央部でネッキングが生じており，そこで応力集中が発生していること

が再現されている．一方で，図–3.12で示す最終的な変形時における温度の分布を観察

すると，負荷速度が遅い水準ほど中央部における最終的な温度が低く，試験片全体で

一様な温度分布となって観察される．逆に，負荷速度が速い水準ほど最終的な温度は
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中央部に集中して高いことが観察される．これは，負荷速度が遅い水準では空間的な

熱伝導が進展するのに十分な時間があるため，発熱に伴う温度増加量が試験片全体に

伝導し，あたかも定常状態であるかのような温度分布が観察されることとなる．逆に，

負荷速度が速い水準では空間的な熱伝導が進展するのに十分な時間が無く，温度が停

留するため，発熱に伴う温度増加が中央部に集中し，そこで高い温度となって観察さ

れる．このような温度分布の違いは少なからず非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動に影響

を与え，大きな温度上昇が観察されるひずみ軟化域以降の応力－ひずみ関係にそれが

反映されることになる．

ところで，図–3.10における真ひずみ 0.1付近の挙動をみると，実験で現れるひずみ軟

化挙動が再現されていない．これは，標準的な 6面体一次要素を用いたことが原因で体

積応力が大きく見積もられて，ひずみ軟化挙動を打ち消してしまったとも考えられるが，

この原因を詳しく調べるために，本研究では同様の解析条件で力学応答のみを考慮し

た解析を実施した．解析結果として，図–3.13に負荷速度 3.0[mm/min]と 300[mm/min]

に対する真応力－真ひずみ関係を示して比較する．力学応答解析のみの場合ではひず

み軟化が観察され，両者の力学挙動の差はこのひずみ軟化を起点に大きくなる．この

要因として，この差は粘塑性等方硬化や移動硬化によって生み出されるものであると

考えられる．そこでまず，粘塑性等方硬化の影響を調べるために図–3.14に降伏応力(
rvp + σ0

Y

)
－真ひずみ関係の比較結果を示す．負荷速度 3.0[mm/min]の結果では両者に

それほどの差が観測されないが，負荷速度 300[mm/min]の結果では真ひずみ 0.2付近

を起点として大小が逆転しており，真ひずみが大きくなるにしたがって両者の値は再

度，近づいていくことが観察される．このような傾向は真応力－真ひずみ関係にも現

れており，真ひずみの増加に対してやがて真応力の差が逆転することが考えられる．つ

まり，負荷速度の速い水準に関しては降伏応力の差が真応力に少なからず影響を与え

ていることが分かる．これは，負荷速度の速い水準ではひずみ軟化以降，試験片中央
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部で高い温度が観測されるが，降伏応力がその温度状態に影響を受けて，力学応答の

みの解析結果よりも早く安定状態に至ることが原因であると考えられる．ただし，力

学応答のみの解析結果の方も引張に対してやがては安定状態に至るため，真ひずみの

増加によって両者の値が近づいていくように観察されると考えられる．

しかし，負荷速度 3.0[mm/min]の結果においてはそれほど目立った温度上昇が無い

にも関わらず，両者のひずみ軟化以降の力学応答は非常に異なっている．この原因と特

定するために，図–3.15に負荷速度 3.0[mm/min]と 300[mm/min]に対する粘塑性乗数－

真ひずみ関係の比較結果を示す．ひずみ軟化域において観察される両者の粘塑性乗数

の最大値は約 3倍近くの差を生じている．つまり，熱・機械連成解析の結果の方が全

体の変形に対して粘塑性変形の割合が非常に多いといえる．そして，この差は配向硬

化現象を再現するための背応力の量に影響を与え，熱・機械連成解析の結果の方では，

ひずみ軟化域で既に背応力が大きく発現するほどの粘塑性変形を蓄えており，比較的

大きな背応力がひずみ軟化に伴う応力勾配の減少を抑制したため，図–3.10の結果が得

られたものと考えられる．なお，負荷速度 300[mm/min]の結果においても熱・機械連

成解析の方が背応力の進展が進んでおり，背応力は指数関数的に増大するため両者の

値が大きくなると考えられるにも関わらず，大変形域において両者の真応力の差は縮

小傾向にある．これは，先述のような等方硬化の影響も含まれるが，発熱によって生

じた温度増加が背応力の剛性に影響を与え，配向硬化に伴う応力の増加をある程度抑

制しているからであると考えられる．事実，配向硬化現象による応力勾配は熱・機械

連成解析の方が緩やかであり，特に真ひずみ 0.7付近でそれが明確に観察される．この

ように，自己発熱によって生じた構造内の温度場の時刻歴変化が特に，ひずみ軟化域

において強く自身の力学挙動に影響を及ぼすことが分かる．また，本解析で用いた材

料パラメータは第 2章で行った自己発熱を考慮しない解析によって同定されたもので

あるため，ひずみ軟化の消滅など実験との大きな差が目立つ結果となった．つまり，実
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験結果のより高精度な再現結果を得るためには，自己発熱を考慮した熱・機械連成解

析によって同定された材料パラメータを利用しなければならないと考えられる．

最後に，本解析で得られた試験片中央部における温度増加と実験的に計測した温度

増加の比較を図–3.16に示す．本結果を観察すると，負荷速度が遅い水準については，

温度の増加から空間的な熱伝導による低下までのプロセスをある程度再現できている

ことが分かる．しかし，負荷速度が速い水準については，大変形域入ると非常に大き

な温度増加を再現できず，最大でも約 3分の 1程度の発熱量に収まっている．これは，

解析では粘塑性変形の進展速度がひずみ軟化域で激増し，その後はすぐに減少してい

るが，本来はよりなだらかに速度が減少していくと考えられる．これを改善するには，

散逸エネルギーの蓄積をより増やすようなモデル化が必要であると考えられる．

3.6 まとめ

本章では，第 2章で示した粘弾性・粘塑性複合構成則が有する本来の発熱性能を厳密

に評価するために，Yangら 83)が提案した熱・機械連成増分ポテンシャル法を採用し，

非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の自己発熱現象を考慮した温度と変形の強連成解

析手法を提案した．本提案手法は以下の特徴を有している．

• Yangら 83)が提案した熱・機械連成増分ポテンシャル法の枠組みに則っており，材

料構成則が有する本来の発熱性能を厳密に評価することが可能である．

• 非弾性双対散逸ポテンシャルから，第 2章で示したNewton粘性則や粘塑性流れ

則および降伏関数が再生されることを示しており，固体熱力学の理論的に首尾一

貫したモデルである．

本研究で提案した非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成－粘弾性・粘塑性複合増分ポテ

ンシャルモデルは，固体熱力学的に整合しており，発熱による温度増加を厳密に定量
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的な評価が可能であるため，熱・機械連成－粘弾性・粘塑性複合増分ポテンシャルモ

デルの性能を正確に示すことが可能であり，既存の熱・機械連成解析モデルよりも信

頼性が高いものであると期待される．さらに，熱伝導方程式と力学の平衡方程式の連

立方程式が作り出す変分構造が保持されているため，剛性マトリクスが必ず対称とな

り数値計算に対する安定性に関して，既存モデルに対する優位性を主張することがで

きる．．

ただし，自己発熱による温度増加量は，第 2章で示した粘弾性・粘塑性複合構成則

の性能に強く依存するため，図–3.16で示したように，実験に対する表現性能に関して

課題が残る結果となった．特にひずみ軟化域においては，Richetonら 48)やBouvardら

56)も示しているように，粘塑性乗数の発展則に原因があるとされ，今後は発熱量にも

焦点を当てた流れ則に関する検討を行わなければならない．また，熱・機械連成増分

ポテンシャル法自体もその論理の複雑性から，ほとんど先行研究が存在せず，未だ発

展途上である．特に，Ψt0→t1に対する時間離散化の方法や空間的な熱伝導特性に関して

は検討されておらず，これらに関しては今後の課題とする．
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図– 3.6 αチタニウム合金の熱・機械連成増分ポテンシャルモデルのまとめ 84)
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表– 3.1 αチタニウム合金の材料パラメータ 84)

Parameter θ0 [K] K0 [MPa] K1 [MPa/K] G0 [MPa] G1 [MPa/K]

293.0 128900 0.0 43000 0.0

Parameter αth [/K] n b d σ̄0 [MPa]

8.9 × 10−6 1.0 -4.0 10.0 75.0

Parameter ω0 [/K] ¯̂σ0 [MPa] ω̂0 [/K] m n
′

0.0 120.0 0.0 5.0 1.5

Parameter b
′

d
′

σ̄1 [MPa] ω1 [/K] ¯̂σ1 [MPa]

5.0 7.0 300.0 0.0008 200.0

Parameter ω̂1 [/K] σv [MPa] ωv [/K] ε̇0 [/s] c [N ·mm/t · K]

0.0 50.0 0.0006 1.0 5.18 × 108

Parameter ρ0 [t/mm3]

4.5 × 10−9
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図– 3.7 検証例題 84)における解析結果と実験結果 111)の真応力－真ひずみ関係の比較
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図– 3.8 検証例題 84)における解析結果と実験結果 111)の温度上昇－真ひずみ関係の比較
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Tracing element [A]

L=60[mm]

R=20[mm]

W=10[mm]

Thickness :: 2.0[mm]

Perfect constraint at the surface : “-x”

Enforced displacement at the surface : “+x”

Temperature constraint (30[deg]) at the surface : “-x”

Temperature constraint (30[deg]) at the surface : “+x”

Adiabatic condition at the surface

Z

X

Y

図– 3.9 ポリカーボネートの R-20型切欠き付き試験片の有限要素モデルと境界条件

表– 3.2 PCの熱に関する材料パラメータ

c0[N ·mm/ (t · K)] κ[t ·mm/
(
s−3 · K

)
]

1.26 × 109 0.19
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図– 3.10 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた真応力－真ひずみ関係
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図– 3.11 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた試験片モデルの最終的な

変形形状とX方向真応力分布
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図– 3.12 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた試験片モデルの最終的な

変形形状と温度分布
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図– 3.13 引張試験の再現解析で得られた真応力－真ひずみ関係の比較



124 第 3章 非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析

True strain

Y
ie

ld
 s

tr
en

g
th

 [
M

P
a]

True strain

Y
ie

ld
 s

tr
en

g
th

 [
M

P
a]

0 0.2 0.4 0.6

20

30

0 0.2 0.4 0.6 0.8

20

30

40

Mechanics only

Thermo-coupling

Mechanics only

Thermo-coupling

(a) 3.0 [mm/min] (b) 300 [mm/min]
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True strain

V
is

co
p
la

st
ic

 e
q

u
iv

al
en

t 
st

ra
in

 r
at

e 
[/

s]

True strain

V
is

co
p
la

st
ic

 e
q

u
iv

al
en

t 
st

ra
in

 r
at

e 
[/

s]

Mechanics only Mechanics only

0 0.2 0.4 0.6
0

0.1

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

10

20
Thermo-coupling Thermo-coupling

(a) 3.0 [mm/min] (b) 300 [mm/min]

図– 3.15 引張試験の再現解析で得られた粘塑性乗数－真ひずみ関係の比較
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図– 3.16 引張試験に対する負荷速度別の再現解析で得られた温度上昇量のDIC計測結

果との比較
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第4章 FRTPに対するミクロ構造の非定常性を

考慮した数値材料試験

4.1 はじめに

第 1.4節で示したように，FRTPは熱可塑性樹脂を母材としており，そのクリープ特

性を反映して強く環境温度や負荷速度に依存する．さらに，母材は，ひずみ軟化現象

を呈することで大きく発熱するため，特に変形が卓越すると考えられる材料界面近傍

では大きな温度上昇が観測され，逆に自身の材料特性にも影響を与える．つまり，多

種の環境温度，負荷速度条件を想定した FRTPからなる構造物のマクロな熱・機械連成

特性を正確に評価するためには，ミクロ構造内の自己発熱に起因する温度場と変形場

の非定常な相互作用を考慮したマルチスケール強度評価手法を構築しなければならな

い．ところが，これまでの数学的均質化法では，複合材料の空間スケールに対する分

離のみを考えており，ミクロスケールとマクロスケール間で生ずる現象の進展時間に

関しては一切，考慮していないため，マクロ的には非定常問題として扱われるケース

においても必然的にミクロ構造内の物理量は常に定常状態であると仮定されてしまう．

これは，材料界面近傍で発生した自己発熱による温度上昇がミクロ構造全体に伝導す

る際のミクロ材料物性の非定常な変化をマクロな物理量に反映できないことを意味し

ている．さらに，このようなミクロな非定常性がマクロな物理量に与える影響につい

て検討した先行研究すら見当たらない．
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そこで本章では，FRTP母材の発熱に起因する変形と温度場の非定常性を考慮したマ

ルチスケール解析手法の構築を意図して，前章で構築した増分ポテンシャル法に基づ

く熱・機械連成解析手法を適用してユニットセルの熱・機械連成解析による数値材料

試験を実施し，得られた結果からミクロな非定常性を考慮したマクロな熱・機械連成

特性に関する考察を行う．特に，ミクロ構造内の変形と温度場の時刻変化の兼ね合い

がマクロな熱・機械連成特性にどのような応答差を与えるかにというところに興味が

あり，負荷速度やユニットセル寸法を複数水準設定した解析を実施して，得られた結

果を比較する．

第 4.2節では，数値材料試験を実施するにあたっての解析条件やマクロな熱・機械連

成特性の取得方法を示す．第 4.3節では，熱・機械連成解析による数値材料試験の結果

をミクロ物質点断熱の条件下で簡易的に発熱量を算出した数値材料試験の結果と比較

することで，ミクロ構造内の非定常な変形と温度場がマクロ熱・機械連成特性に及ぼ

す影響を考察する．本節の最後には，分離型マルチスケール解析手法に応用する際に

必要となるマクロな熱・機械連成特性のモデル化に関する検討を示す．第 4.4節では，

複数の異なるマクロ負荷速度水準に対する数値材料試験を実行し，負荷速度がマクロ

な熱・機械連成特性に与える影響について考察する．最後に第 4.5節では，寸法差の異

なる 2つのユニットセルに対して数値材料試験を実施し，得られた解を比較すること

によってユニットセル寸法の依存性について考察する．

4.2 熱・機械連成解析による数値材料試験

機械変形に関する数値材料試験 93)とは，図–4.1に示すようにユニットセルに対して

各軸方向の基本的変形モードを与えて平衡方程式を解き，得られたミクロ応力に対し

て次式で示すミクロ構造における空間的平均化を施すことによってマクロ応力を算定
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するための仮想的な実験の手法である．

PM (x) =
1
|Y0|

∫
Y0

Pm (x; y) dy (4.1)

ここで，PM, Pm, Y0 はそれぞれマクロ第一 Piola-Kirchhoff応力，ミクロ第一 Piola-

Kirchhoff応力，ユニットセル領域であり，x, yはそれぞれマクロスケール，ミクロ

スケールと呼ばれ，マクロとミクロの測度となる座標系である．また，本研究では次

式で定義するマクロ温度を導入することによって，熱に関する数値材料試験を実施し，

ミクロ構造内の発熱やその後の非定常熱伝導に起因したマクロな温度変化を考察する．

T M (x) ≡ 1
|Y0|

∫
Y0

T m (x; y) dy (4.2)

ここで，T M, T mはそれぞれマクロ温度とミクロ温度である．

また，本章にて用いるユニットセルは図–4.2に示すような 6面体一次要素を用いて

節点数 4165，要素数 3072で構成された一方向強化材とし，実在の繊維材を想定するた

めに，その材料モデルには次式で示すようなBonetとBurton115)が提案した横等方性を

有する異方性超弾性モデルを用いる．

ρ0ψ
fiber (F, T ) =

λ

2
(J − 1)2 − µ ln J +

µ

2
(I1 − 3)

+
[
α + β ln J + γ (I4 − 1)

]
(I4 − 1) − α

2
(I5 − 1)

− 3αthK ln J (T − θ0) + ρ0c
[
T − θ0 − T ln

(
T
θ0

)]
(4.3)

ここで，I1, I4, I5は次式で定義される右 Cauchy-Greenテンソルに関する第一，第四，

第五不変量である．

I1 =
1
2

tr (C) , I4 = A · CA, I5 = A · C2 A (4.4)

なお，Aは繊維材の配向方向を表す単位ベクトルである．また，K, λ, µ, α, β, γは次
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式で定義される異方性弾性係数である．

K =
3λ + 2µ

3
, λ =

Etνt + Efν
2
t

a (1 + νt)
, a = 1 − νt −

2Efν
2
t

Et
, µ =

Et

2 (1 + νt)

α = µ − Ef

2 (1 + νf)
, β =

ν2
t (Et − Ef)
4a (1 + νt)

, γ =
Ef (1 − νt)

8a
− λ + 2µ

8
+
α

2
− β (4.5)

ここで，Et, νt, Ef, νfはそれぞれ繊維配向の直交方向におけるヤング率，ポアソン比と

繊維配向方向におけるヤング率，ポアソン比である．また，αth, θ0, cはそれぞれ熱膨

張係数，基準温度，比熱である．なお，実際の繊維材として東レの T300-3000116)を想

定し，文献 118)から得られる材料パラメータを表–4.1に示す．最後に，雰囲気温度は 30

℃とし，境界条件は変位と温度に周期境界条件と，剛体変位を防ぐ目的でのユニット

セル中心部の一点の節点の変位を固定する．

4.3 ミクロ構造内の非定常性が巨視的力学応答に及ぼす影

響

本節では，熱・機械連成解析による数値材料試験（Thermo-coupling）の結果をミク

ロ物質点断熱の条件下で簡易的に発熱量を算出した数値材料試験（Self-heat）の結果と

比較することで，ミクロ構造内の非定常温度場がマクロ熱・機械連成特性に及ぼす影響

を考察する．解析の制御条件は，マクロ公称ひずみ 40%を 10[%/s]で与えることにす

る．また，ユニットセルの対称性により，本節以降も統一して”XX-tensile, ZZ-tensile,

XY-shear, YZ-shear”の 4水準に対する数値材料試験を実施する．さらに，物質点断熱

のみの数値材料試験における時間増分 ∆tに対する温度増加量 ∆T は，後退差分近似を

用いて次式で見積ることにする．

∆T =
∆t
ρ0c

(Dve + Dvp) (4.6)
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得られたマクロ真応力－マクロ真ひずみ関係とマクロ温度－マクロ真ひずみ関係を，

それぞれ図–4.3と図–4.4に示す．まず，Thermo-couplingとSelf-heatの両者ともに，各方

向に対して得られるマクロ応力やマクロ温度が異なる値となっている．これは，ミクロ構

造の非均質性に起因したマクロ応答の異方性であり，母材の材料特性を反映した極めて

複雑なクリープ挙動が現れている．関連して，”XX-tensile”と”YZ-shear”の関係，ならび

に”ZZ-tensile”と”YZ-shear”のマクロ応力に相似性が観察される．これは，”XX-tensile”

と”YZ-shear”については母材の変形が卓越する一方で，”ZZ-tensile”と”YZ-shear”につ

いては繊維材の変形が卓越するためと考えられる．このことはマクロ温度にも反映され

ており，繊維材が単なる超弾性体でモデル化されているため，”ZZ-tensile”と”YZ-shear”

では繊維材の変形が卓越することで，熱膨張変形に関連する熱・機械連成項が相対的

に大きくなることが現れた結果である．すなわち，これは繊維材の断熱膨張の効果が

相対的に大きくなっていることを示しており，Thermo-couplingでは変形の増加に伴っ

てマクロ温度が低下し続ける現象となって観察される．ただし，Self-heatの方では，熱

膨張変形に伴うエントロピー変化を考慮していないため，単に母材の発熱の効果のみ

が反映されて温度増加が観察されている．しかし，Thermo-couplingにおけるこのよう

な大きな温度低下が実現象で認められるとは考えにくい．本来は，繊維材の熱膨張変

形によって生じる温度低下を打ち消すような外的な温度供給を考慮しなければならな

いが，本解析では所与のマクロ温度勾配をゼロに仮定しており，ユニットセルに外的

な温度供給が無いため，このような大きな温度低下が結果として顕著に現れたと考え

られる．

一方で，”XX-tensile”と”YZ-shear”については母材の変形が卓越しているため，得られ

るマクロ応力やマクロ温度に母材特有の力学挙動や非弾性変形による発熱が卓越してい

る．ここで，各マクロ変形域に対するこれらの力学応答を詳しく考察するために，”XX-

tensile”の各変形域におけるのミクロX軸方向垂直応力場とミクロ温度場の分布を図–4.5
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と図–4.6，”XY-shear”の各変形域におけるミクロXY面せん断応力場とミクロ温度場の

分布を図–4.7と図–4.8に示す．まず”XX-tensile”に関して，[A]までの変形域において

はマクロ応力にThermo-couplingと Self-heatの間にほとんど差はなく，対応するミクロ

構造内の応力分布もほとんど変わらない．マクロ温度場に関してもThermo-couplingの

方で断熱膨張による温度低下が確認されるものの，この変形域までは両者に明確な差

は現れない．これは，母材の粘弾性発熱が極めて微量であり，その剛性も低いために断

熱膨張の効果がほとんど現れないことが起因していると考えられる．その後，ひずみ軟

化を伴って [B]に到達すると両者のマクロ応力とマクロ温度に明確な差が現れ始める．

Thermo-couplingの方では，繊維材の界面近傍において圧縮応力が発生しており，これ

が繊維材の変形を抑制するため，ユニットセル境界面近傍で観察されるべき母材の応

力集中が，対応する Self-heatの結果よりも弱くなっている．また，Thermo-couplingの

方では，理論的に散逸エネルギーの熱変換効率が自然に考慮されているため，Self-heat

で観察される発熱量より低く見積もられる．結果として母材の温度は低めに算出され

ることは必然的であるといえる．その後，[C]に到達すると，Thermo-couplingの方で

は，マクロ応力が停滞し続けているのに対して，Self-heatのマクロ応力はその変形に対

する勾配が増加し続けていることがわかる．一方，マクロ温度量に関しては Self-heat

の方は線形的な増加傾向が観察されるのに対して，Thermo-couplingの方では，温度が

極大点に達している．これは恐らくThermo-couplingの方では，母材に働く圧縮応力が

この変形域を起点として母材全体の応力を低下させることで弾性状態の割合を増やし，

粘塑性変形が抑制されることで，非定常熱伝導による温度の低下として現れたものと

考えられる．事実，[D]においてミクロ構造内の応力は非常に小さく，温度が高い領域

も確実に減っている．このように，”XX-tensile”については Thermo-couplingのひずみ

軟化に伴う圧縮応力分布の発現が両者のマクロ的な熱・機械連成特性に大きな影響を

与えると結論付けられる．
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一方，”XY-shear”に関しても，[A]までの変形域においては両者の間で明確な結果の

差は観察されない．ひずみ軟化を伴って [B]に到達すると，微量ながら Self-heatの方

がマクロ温度が高くなっている．しかし，”XX-tensile”とは異なり，ひずみ軟化が生じ

たとしてもすぐに結果に差が現れるわけではなく，[C]付近に到達した段階で，明確な

差が現れ始める．これは，”XX-tensile”で観察された断熱膨張が”XY-shear”ではほとん

ど生じておらず，Thermo-couplingと Self-heatの間で環境条件にほとんど差が出ていな

いことに起因すると考えられる．ところで，[C]におけるマクロ応力やマクロ温度に関

して，”XX-tensile”のときとは，両者の間で全く逆の傾向が観察されている．これはミ

クロ構造内の応力分布が Self-heatの場合は，母材と繊維材の応力差が小さいのに対し

て，Thermo-couplingの場合は，繊維材部分の応力集中が生じていることに起因してい

る．つまり，両者の間でのマクロ応力の差は繊維材の応力によるものであり，これが

樹脂の応力差によって異なる結果が得られたに”XX-tensile”とは逆の傾向が現れる原因

になっている．また，[D]において Thermo-couplingのミクロ温度分布は比較的全体に

渡っていることが特徴として挙げられる．また，対応する応力分布は繊維材部分の応

力集中が顕著となっている．つまり，”XY-shear”におけるミクロ構造内の非定常熱伝導

は他のモードにおけるそれよりも早く進展しており，ミクロ構造内で全体的に温度が

高くなっていることが，Thermo-couplingの解析では高いマクロ温度が算定される原因

として考えられる．

以上のように，ミクロ構造内におけるの発熱に起因した非定常性熱伝導を考慮する

と，すべての変形モードに対して明確な差が現れ，特に非晶性熱可塑性樹脂の場合で

は大きな発熱が見込まれるひずみ軟化域以降でそれが卓越することが数値的に評価可

能となることが例証された．

ところで，標準的な分離型マルチスケール解析手法のアプローチは，上述の例題で

観察されたような，異方性マクロ力学応答を十分に再現しうる異方性材料構成則をあ
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らかじめ設定しておき，数値材料試験によって得られた仮想的な実験データによって，

関連する材料パラメータを同定することでマクロ力学挙動をモデル化することである．

このとき，これまでの分離型マルチスケール解析手法を拡張する形で，ミクロな非定

常性を考慮したマクロな熱・機械連成特性をモデル化するためには，増分ポテンシャル

法の考え方を活かしてマクロエネルギー関数をあらかじめ設定し，上述の例題で示し

た数値材料試験の結果から，関連するパラメータを同定することが有効であると考え

られる．具体的には，自由エネルギーのひずみや温度に関する勾配はそれぞれ応力と

エントロピーであるため，数値材料試験によってマクロ自由エネルギーのマクロひず

みやマクロ温度との関係性を算出することで，マクロ力学応答やマクロな非定常性の

度合いを見積もることができると期待される．また同様の考え方で，双対散逸ポテン

シャルの内部変数速度や温度に関する勾配はそれぞれ熱力学的駆動力や発熱量である

ため，数値材料試験によってマクロ双対散逸ポテンシャルのマクロ内部変数速度やマ

クロ温度との関係性を導出することで，マクロな非弾性応答やマクロ発熱量を見積も

ることができると期待される．したがって，数値材料試験によってマクロエネルギー

関数のマクロ状態変数との関係性を算出することで，マクロな熱・機械連成特性をモ

デル化可能であることが期待される．

4.4 負荷速度に対する依存性

前章でも示したように，負荷速度が異なると所要の変形域における温度の空間的な

分布が異なるため，最終的な熱・機械連成特性がこれに依存して変化することになる．

そこで本節では，複数の異なるマクロ負荷速度水準に対する数値材料試験を実行し，

負荷速度がマクロな熱・機械連成特性に与える影響について考察する．解析の制御条

件には，4.0[s]間でマクロ公称ひずみが 40%(10[%/s])となるような拘束を与えるもの

(middle)を基本とし，400[s]間でマクロ公称ひずみが 40%(0.1[%/s])を与えるもの (fast)
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と 0.4[s]間でマクロ公称ひずみが 40%(100[%/s])を与えるもの (slow)を加えた 3水準

を用意した．

得られたマクロ真応力－マクロ真ひずみ関係とマクロ温度－マクロ真ひずみ関係を

それぞれ図–4.9と図–4.10に示す．まず，繊維配向方向の変形モードである”ZZ-tensile”

と”YZ-shear”については，マクロ温度にわずかな差が表れるが，マクロ応力に関しては

全く差が現れていない．これは，繊維材の変形が卓越することで母材の発熱による応答

差が消されてしまったためである．したがって，以下では明確に応答差が現れた”XX-

tensile”に絞って考察を進めることとする．”XX-tensile”に対する力学応答を詳しく考察

するために，この各変形過程におけるのミクロX軸方向垂直応力場とミクロ温度場の

分布を図–4.11と図–4.12に示す．まず”XX-tensile”に関して，[A]までの変形過程にお

いては母材の粘弾性が卓越して，マクロ応力の速度依存性が表れている．また，母材

の熱膨張変形に伴う断熱膨張にも粘弾性の影響が現れており，剛性が高くなる fastの

温度低下量が最も大きくなっている．その後，ひずみ軟化域に対応する [B]において

全水準のマクロ温度が一致している様子が確認される．しかし，ミクロ構造の温度分

布を観察するとその様相は全く非常に異なっている．恐らく，母材の発熱に伴う高温

部分と断熱膨張による繊維材の低温部分が平均化操作によって相殺された結果であり，

その後の傾向としてはひずみ軟化に伴う発熱量が大きい fastの水準が最も高いマクロ

温度となる．また，ミクロ温度場について負荷速度が速いほど繊維材部分の温度が低

くなっていることが特徴として挙げられる．これは負荷速度と非定常熱伝導の速度の

兼ね合いによってもたらされる現象であり，負荷速度が遅いほど繊維材に熱が伝導し，

より一様な温度分布となろうとする傾向が観察されることになる．さらに負荷を続け，

[C]に到達すると，マクロ温度に明確な差が現れている．同時に，この変形域からミク

ロ構造内で圧縮応力が生じ始めている．これも，繊維材の断熱膨張がもたらす効果で

あり，負荷速度水準が小さいほどミクロ構造内の温度分布が一様となるため，圧縮応
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力もほとんど発生しない．最後に，[D]に到達すると，母材の配向硬化によって全水準

のマクロ応力が上昇し始め，マクロ温度は極大点を境に減少していく．これも配向硬

化現象の発現によって母材の弾性変形の割合が増加し，非弾性変形による新たな発熱

が抑制されながら，非定常熱伝導が進展するため，マクロ温度の低下となって現れる

ものと考えられる．

このように，母材の変形が卓越するモードに限っては負荷速度と非定常熱伝導の速

度の兼ね合いによってマクロな熱・機械連成特性に影響を及ぼすことを例証すること

ができた．

4.5 ユニットセルの寸法依存性

これまでの均質化理論では，ミクロ構造の寸法依存性は対応するマクロ挙動に影響

を与えないとされてきた．しかし，温度の空間的な伝導形態はミクロ構造の寸法に依存

するはずであり，自ずとマクロな熱・機械連成特性に影響を与えると考えられる．した

がって，本研究では図–4.2に示すように，各方向の寸法差が 10倍異なる 2つのユニット

セル（Standardと Small）に対して数値材料試験を実施し，得られた解を比較すること

によってユニットセル寸法の依存性について考察する．なお解析の制御条件は，4.0[s]

間でマクロ公称ひずみ 40% (10[%/s])の変形を与えることにする．

得られたマクロ真応力－マクロ真ひずみ関係とマクロ温度－マクロ真ひずみ関係を

それぞれ図–4.13と図–4.14に示す．本結果を観察すると，全モードに対するマクロ応

力及び，マクロ温度に関してほとんど差が現れなかった．つまり，ユニットセル寸法

の差は負荷速度や非定常熱伝導の速度の差に相似ではなく，発熱によって生じた温度

増加が即座にユニットセル全体に伝導するほど寸法を小さく設定しない限り，ミクロ

な物理量の非定常性がマクロな物理量にほとんど反映されないことが判明した．
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4.6 まとめ

本章では，FRTP母材の発熱に起因する変形と温度場の非定常性を考慮したマルチス

ケール解析手法の構築を意図して，前章で構築した増分ポテンシャル法に基づく熱・機

械連成解析手法を適用してユニットセルの熱・機械連成解析による数値材料試験を実

施し，得られた結果からミクロな非定常性を考慮したマクロな熱・機械連成特性に関

する考察を行った．まず，ミクロ物質点断熱の条件下で簡易的に発熱量を算出した数

値材料試験の結果と比較すると，両者のユニットセル内における変形と温度場は明確

に異なっており，それが両者のマクロな熱・機械連成特性の差となって現れているこ

とを確認した．特に，繊維材の配向方向に対応するモードに関しては，断熱膨張の効

果が支配的となり，マクロ的には大きな温度低下として観測された．さらに，複数の

負荷速度水準を設定した解析結果からは，ユニットセル内の変形と温度場の時刻変化

の兼ね合いを明確に観察することができた．特に，最も負荷速度が遅い水準 0.1[%/s]

においては発熱によって上昇した温度がユニットセル全体に伝導するのに十分な時間

を有しており，疑似的な定常状態として観察された．最後に，各方向の寸法差が 10倍

異なる２つのユニットセルを設定して，これらのマクロな熱・機械連成特性の差を比

較した．しかし，両者の応答差はどのモードに対してもほとんど観測されず，ミクロ

な非定常性を反映したマクロな熱・機械連成特性のユニットセル寸法に対する依存性

は非常に小さいことがわかった．
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図– 4.1 数値材料試験における各マクロ変形モード

表– 4.1 繊維材の材料パラメータ

Parameter Et [MPa] νt Ef [MPa] νf ρ0 [t/mm3]

1.40 × 104 0.125 2.24 × 105 0.2 1.76 × 10−9

Parameter αth [/K] c0 [N ·mm/ (t · K)] κ [t ·mm/
(
s−3 · K

)
] A

1.0 × 10−4 0.75 × 109 10.0 (0, 0, 1)T
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図– 4.5 XX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状とミク

ロ真応力のX垂直方向成分の分布（[A]～[D]は図 4.3(a)中の各記号に対応）
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(b) Self-heat(a) Thermo-coupling
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図– 4.6 XX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状と温度

分布（[A]～[D]は図 4.4(a)中の各記号に対応）
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(b) Self-heat(a) Thermo-coupling
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図– 4.7 XY-shearを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状とミク

ロ真応力のXY面のせん断方向成分の分布（[A]～[D]は図 4.3(c)中の各記号に

対応）
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(b) Self-heat(a) Thermo-coupling
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図– 4.8 XY-shearを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの変形形状と温度分

布（[A]～[D]は図 4.4(c)中の各記号に対応）
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図– 4.9 負荷速度別の数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひずみ関係
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図– 4.10 負荷速度別の数値材料試験結果：マクロ温度－マクロ真ひずみ関係
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図– 4.11 負荷速度別のXX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの

変形形状とミクロ真応力のX垂直方向成分の分布（[A]～[D]は図 4.9(a)中の

各記号に対応）
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図– 4.12 負荷速度別のXX-tensileを負荷した数値材料試験で得られたユニットセルの

変形形状と温度分布（[A]～[D]は図 4.10(a)中の各記号に対応）
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図– 4.13 ユニットセル寸法別の数値材料試験結果：マクロ真応力－マクロ真ひずみ関係
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図– 4.14 ユニットセル寸法別の数値材料試験結果：マクロ温度－マクロ真ひずみ関係
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第5章 結論

本研究では，非晶性熱可塑性樹脂からなる構造物の熱・機械連成強度評価とそのFRTP

の変形強度特性評価への応用を実現するために，粘弾性・粘塑性複合構成則を構築し，

これを用いて増分ポテンシャル法に基づく熱・機械強連成解析手法を開発するととも

に，最終的に数値材料試験に適用して FRTPの変形・強度特性評価への基本的検討を

行った．以下では，本研究で得られた結論及び克服すべき課題や今後の展望について

総括する．

第二章では，ガラス－ゴム状態を対象とした非晶性熱可塑性樹脂の力学挙動をモデ

ル化するために，熱力学的に整合した定式化によって粘弾性・粘塑性複合構成則を構

築した．本材料構成則の特徴は，非晶性熱可塑性樹脂の材料モデリングにて一般的に

用いられてこなかった粘弾性モデルをそのまま考慮するばかりでなく，緩和弾性率が

表現可能なガラス転移現象による劇的な剛性低下挙動を粘塑性硬化のガラス転移現象

による変化の論理に反映したところにある．また，微小変形域における弾性ヒステリ

シスやひずみ緩和などの挙動をガラス－ゴムを包括した領域で再現することに本材料

構成則の新規性がある．

　この章の最後の数値解析に際しては，ポリカーボネート（PC）を対象とした動的

粘弾性試験と引張負荷・除荷・無負荷保持試験の結果 14)から本材料構成則の材料パラ

メータを同定し，その基本性能を検証した．まず，初期降伏前の弾性域において除荷と

無負荷保持を行った引張試験の再現解析によって，負荷速度に依存した弾性特性や除荷
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後の保持段階におけるひずみ回復の再現することに成功した．これは，FanとKazmer59)

の一般化WLF式を用いてガラス－ゴムの粘弾性特性を取得した結果である．しかし，

弾性ヒステリシスについては実測値と逆の傾向が現れており，解析結果でこれを再現

するには至らなかった．次に，破断強度までの引張試験の再現解析では，試験片端面

から算出した荷重－変位関係の初期変形域における誤差が目立つ結果となったが，真

応力やひずみ速度に関しては実測値との良好な一致が見られた．

　最後に，環境温度や負荷速度を複数設定した一軸引張負荷・除荷・無負荷保持試験

の結果 14)を荷重－変位関係から比較することで，本材料構成則の温度依存性に関する

表現性能に関して考察した．そこでは，温度増加に対して応力が減少していく様子や

無負荷保持試験時の大きなひずみ回復，さらにはガラス転移点以降にゴム状態に移っ

た際の力学挙動を再現することに成功した．

　以上より，本研究で開発した非晶性熱可塑性樹脂の粘弾性・粘塑性複合構成則に

よって，負荷・除荷・無負荷保持条件下におけるガラス－ゴム状態の包括的な力学挙

動の再現に成功した．しかし，ひずみ軟化や除荷における再現性能に課題が残る結果

となってしまったため，今後は，等方硬化則のさらなる改良や非線形粘弾性の導入を

意図した材料構成則の改良を行う必要がある．第三章では，熱・機械連成増分ポテン

シャル法 83)を導入して第二章で構築した粘弾性・粘塑性複合構成則を用いた熱・機械

連成解析手法を提案した．具体的にはまず，熱・機械連成増分ポテンシャル法に特徴

的な外部温度と熱力学的平衡温度を用いて非平衡熱力学の観点から，定式化の概要を

説明した．そして，粘弾性・粘塑性複合構成則を増分ポテンシャル法に適用する際に

必要な，自由エネルギーや散逸エネルギーを内部変数の駆動力で最適化した双対散逸

ポテンシャルに対して，これらをポテンシャル理論に基づいて導出した．特に，粘塑

性双対散逸ポテンシャルの導出の際には，せん断降伏応力の発展則も導かれるように，

粘塑性散逸ポテンシャルが降伏関数と塑性ポテンシャルに依存する粘塑性正規化関数
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として定義した．本手法の新規性は，非晶性熱可塑性樹脂の発熱や構造物の非定常熱

伝導に対して固体熱力学的に整合した熱・機械連成解析手法を構築したところにある．

　本章の最後では，本研究で独自に実装した熱・機械連成増分ポテンシャル法によ

る PCの一軸引張試験の再現解析を行い，その結果と力学応答のみの解析結果とを比較

し，構造物の温度環境の変化に起因する力学挙動の変化について考察した．関連して，

本試験中にDIC計測された温度上昇量の実測値 14)を再現解析の結果と比較することに

よって本手法の熱・機械連成特性の再現性能について検証した．初期降伏に至るまで

の力学挙動は発熱量の少なさもあり，両者に明確な差が現れなかったが，ひずみ軟化

を起点として，その後の降伏挙動に顕著な差が現れることが観察された．これは，ひ

ずみ軟化後の硬化挙動の違いが原因となっていると考察した．また，実測値との温度

上昇量の比較について，低速負荷水準においてはその発熱量から非定常熱伝導による

温度低下を再現することに成功したが，高速負荷水準においては見積もられた発熱量

が少なく，さらに大変形域においても継続的に増加する温度の再現には至らなかった．

これは，高速負荷水準においては大変形域以降でも粘塑性変形が持続的に増加するこ

とで発熱し続け，非定常熱伝導の速度に対して負荷速度が速いために温度が停留する

ことでこのような結果が観測されたのではないかと推察した．

　以上より，本研究で開発した非晶性熱可塑性樹脂の熱・機械連成解析手法によれ

ば，変形の進展と自己発熱による温度増加や非定常熱伝導が相互に依存した熱・機械

連成挙動を再現できることが示された．しかし，高速負荷試験における発熱量の再現

性能に課題が残る結果が得られており，今後は要素開発などを含む手法の多面的な高

精度化や発熱に注視した材料構成則の改良を行う必要がある．第四章では，FRTPから

なる構造物のマルチスケール熱・機械連成特性評価への応用を見据えて，一方向強化

材を模擬したユニットセルに対する数値材料試験 93)に本研究で開発した非晶性熱可塑

性樹脂の熱・機械連成解析手法を適用した．これらの熱・機械連成解析による数値材



154 第 5章 結論

料試験の結果から，物質点断熱の下で簡易的に発熱を計算した力学応答解析の結果と

比較することで，母材の発熱によるユニットセル内のミクロ温度場の時刻歴変化が対

応するマクロ応力やマクロ温度に与える影響について考察した．まず，マクロ応力に

関してはひずみ軟化を起点として両者に大きな挙動差が観測された．特に，繊維配向

に直交する方向の軸方向引張と純せん断に関しては両者の大小が逆転しており，母材

の温度依存性が繊維材の応力場にも大きな影響を与えていることが観測された．一方，

マクロ温度に関しても，全モードについて両者に明確な差が現れた．特に，繊維配向

に直交する方向の軸方向引張と純せん断に関しては，マクロ温度についてもマクロ応

力と同様の傾向が観察された．

　また，ユニットセル内の非定常性に関する追加的な考察として 3水準のマクロ負

荷速度や 2種類のユニットセル寸法を設定した数値材料試験を実施することで，負荷

速度とユニットセル内の温度場の伝導速度の兼ね合いがユニットセル内の応力場や対

応するマクロ応力，ならびにマクロ温度の時間発展に与える影響を考察した．繊維配

向に直交する方向の軸方向引張と純せん断については，母材の負荷速度依存性に起因

してマクロ応力とマクロ温度ともに異なる結果として観察された．特にマクロ温度に

関しては，母材の断熱膨張が粘弾性に依存することに起因して，降伏前段階において

は，負荷速度が速いほど温度が低く観察されたのに対して，ひずみ軟化に伴う温度上

昇が負荷速度が速いほど大きくなることに起因して，途中で大小が逆転する様子を観

察することができた．さらに，低速負荷については，非定常熱伝導の進展時間が十分

であり，どのモードに対してもほとんどミクロ温度分布の定常性が確認された．また，

ユニットセル寸法の依存性を検証するために両者の寸法サイズが 10倍異なる 2水準の

ユニットセルに対して数値材料試験を実施したが，得られたマクロ応答はほとんど変

わらないという結果を得た．これは，ユニットセル寸法が極端に小さいか，与える負

荷速度が遅くなければ，そこまでの応答差は生じないということであり，寸法依存性
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の影響は負荷速度の影響よりも鈍感であることが分かった．

　これらの解析で得られたマクロ応力やマクロ温度の結果を用いてミクロ構造内の

非定常性を考慮したマクロな熱・機械連成特性のモデル化を行うためには，温度や負

荷速度に依存する非晶性熱可塑性樹脂の材料構成則を反映した異方性マクロ材料構成

則を構築するとともに，断熱膨張や発熱に起因したマクロ温度の違いを反映する必要

がある．そのためには，増分ポテンシャル法を用いた各材料挙動を再現しうるエネル

ギーを適切にモデル化する必要があるが，これらについては今後の課題としたい．
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補遺A 数値計算アルゴリズム

A.1 粘弾性・粘塑性複合構成則のreturn-mappingアルゴリ

ズム

本節では，第 2章で示した粘弾性・粘塑性複合構成則の return-mappingアルゴリズム

を示す．本アルゴリズムは，後退差分近似された時間 tn+1 = tn +∆tと温度 θn+1 = θn +∆θ

に対して，応力σn+1と粘塑性乗数 ∆γvp = γ̇vp∆tを求めるものである．

まず，次式の return-maping方程式を解く際に必要なステップ“ n + 1”および試行の

各種変数を図–A.1に示す．

g (∆γvp) = ∆γvp − ∆t
γ̇

vp
0

η
vp
n+1

sinh
1
m

(
fn+1

Kn+1

)
(A.1)

ここで本節では，Newton-Raphson法を用いて ∆γvpを求めるために必要な勾配のみを

示す．まず，g (∆γvp)の ∆γvpに対する勾配は次式で得られる．

∇∆γvpg (∆γvp) = 1 −
γ̇

vp
0 ∆t

mKn+1η
vp
n+1

sinh
1−m

m

(
fn+1

Kn+1

)
cosh

(
fn+1

Kn+1

)
∇∆γvp fn+1 (A.2)

ここで， fn+1の ∆γvpに対する勾配は次式で得られる．

∇∆γvp fn+1 = Nn+1 : ∇∆γvp Meff
n+1 − ∇∆γvprvp

n+1 (A.3)

まず，∇∆γvp Meff
n+1は次式で得られる．

∇∆γvp Meff
n+1 = ∇∆γvp

(
Mvp

dev

∣∣∣
n+1
− Mback

n+1

)
(A.4)
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ここで，離散化された非平衡応力の発展式を参照すると，∇∆γvp Mvp
dev

∣∣∣
n+1
は次式で得ら

れる．

∇∆γvp Mvp
dev

∣∣∣
n+1
= ∇∆γvp M∞

dev

∣∣∣
n+1

+ ∇∆γvp

Nve∑
α=1

[
exp

(
−∆t
τ̂α

)
Rα

dev

∣∣∣
n
+
γατ̂α

∆t

(
M∞

dev

∣∣∣
n+1
− M∞

dev

∣∣∣
n

) {
1 − exp

(
−∆t
τ̂α

)}]

=

1 + Nve∑
α=1

γατ̂α

∆t

{
1 − exp

(
−∆t
τ̂α

)}∇∆γvp M∞
dev

∣∣∣
n+1

= 2G

1 + Nve∑
α=1

γατ̂α

∆t

{
1 − exp

(
−∆t
τ̂α

)} dev
(
∇∆γvp ε̄ve

H

∣∣∣
n+1

)
(A.5)

一方で， ε̄ve
H

∣∣∣
n+1
≈ 1

2 ln
(
C̄ve

n+1

)
とすると，C̄ve

n+1 =
(
∆Fvp

n+1

)−T
C̄ve

trial

(
∆Fvp

n+1

)−1
であるため，次

式が得られる．

ε̄ve
H

∣∣∣
n+1
≈ 1

2
ln

[(
∆Fvp

n+1

)−T
C̄ve

trial

(
∆Fvp

n+1

)−1
]

=
1
2

ln
(
C̄ve

trial

)
− ln

(
∆Fvp

n+1

)
= ε̄ve

trial − ∆γvpNn+1 (A.6)

したがって，∇∆γvp Mvp
dev

∣∣∣
n+1
は次式で得られる．

∇∆γvp Mvp
dev

∣∣∣
n+1
= 2G

1 + Nve∑
α=1

γατ̂α

∆t

{
1 − exp

(
−∆t
τ̂α

)} dev
(
∇∆γvp ε̄ve

H

∣∣∣
n+1

)
= −2G∆γvp

1 + Nve∑
α=1

γατ̂α

∆t

{
1 − exp

(
−∆t
τ̂α

)} Nn+1 (A.7)

次に，∇∆γvp Mback
n+1 は次式で得られる．

∇∆γvp Mback
n+1 = µ (θn+1)

∇∆γvp

1 − Īvp
1

∣∣∣
n+1
− 3

Jm

−1

dev
(
b̄vp

n+1

)
+

1 − Īvp
1

∣∣∣
n+1
− 3

Jm

−1

dev
(
∇∆γvp b̄vp

n+1

)
(A.8)

ところで，∇∆γvp

(
1 − Īvp

1 |n+1−3
Jm

)−1
は次式で得られる．

∇∆γvp

1 − Īvp
1

∣∣∣
n+1
− 3

Jm

−1

=
1
Jm

1 − Īvp
1

∣∣∣
n+1
− 3

Jm

−2

tr
(
∇∆γvp b̄vp

n+1

)
(A.9)
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したがって，∇∆γvp Mback
n+1 は次式で得られる．

∇∆γvp Mback
n+1 = µ (θn+1)

1
Jm

1 − Īvp
1

∣∣∣
n+1
− 3

Jm

−2

tr
(
∇∆γvp b̄vp

n+1

)
dev

(
b̄vp

n+1

)
+ µ (θn+1)

1 − Īvp
1

∣∣∣
n+1
− 3

Jm

−1

dev
(
∇∆γvp b̄vp

n+1

)
(A.10)

また，∆F̄vp = exp (∆γvpNn+1) ≈ 1+∆γvpNn+1と近似すると，∇∆γvp b̄vp
n+1は次式で得られる．

∇∆γvp b̄vp
n+1 =

(
∇∆γvp∆F̄vp

)
b̄vp

n

(
∆F̄vp

)T
+ ∆F̄vp b̄vp

n

(
∇∆γvp∆F̄vp

)T

= Nn+1 b̄vp
n

(
∆F̄vp

)T
+ ∆F̄vp b̄vp

n Nn+1 (A.11)

以上より，∇∆γvp Meff
n+1を算出することが可能となった．

一方で，∇∆γvprvp
n+1の算出手続きを示す．まず，式 (2.91)で示される rvpの発展則を後

退差分近似すると次式が得られる．

rvp
n+1 = rvp

n + h
(
1 −

rvp
n+1

sss|n+1

)
∆γvp

⇔
(
1 +

h∆γvp

sss|n+1

)
rvp

n+1 = rvp
n + h∆γvp

⇔ rvp
n+1 =

(
rvp

n + h∆γvp
) (

1 +
h∆γvp

sss|n+1

)−1

(A.12)

また，式 (2.92)で示される sssの発展則を後退差分近似すると次式が得られる．

sss|n+1 = sss|n
(
s∞ss − g sss|n+1

)
∆γvp

⇔ (1 + g∆γvp) sss|n+1 = sss|n + s∞ss∆γ
vp

⇔ sss|n+1 =
(
sss|n + s∞ss∆γ

vp) (1 + g∆γvp)−1 (A.13)

したがって，rvp
n+1は次式で算出される．

rvp
n+1 =

(
rvp

n + h∆γvp
) {

1 + h∆γvp (
sss|n + s∞ss∆γ

vp)−1 (1 + g∆γvp)
}−1

= F1F−1
2 (A.14)
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ここで，F1 ≡ rvp
n + h∆γvp, F2 ≡ 1 + h∆γvp (

sss|n + s∞ss∆γ
vp)−1 (1 + g∆γvp)とした．このと

き，∇∆γvprvp
n+1は次式で得られる．

∇∆γvprvp
n+1 =

(
∇∆γvp F1

)
F−1

2 − F1F−2
2

(
∇∆γvp F2

)
(A.15)

ここで，∇∆γvp F1 = hであり，∇∆γvp F2はG1 ≡ h∆γvp (1 + g∆γvp) , G2 ≡
(
sss|n + s∞ss∆γ

vp)−1

とすると，次式で得られる．

∇∆γvp F2 = ∇∆γvp

(
1 +G1G−1

2

)
=

(
∇∆γvpG1

)
G−1

2 −G1G−2
2

(
∇∆γvpG2

)
(A.16)

ここで，∇∆γvpG1 = h (1 + 2g∆γvp) , ∇∆γvpG2 = s∞ss である．以上をまとめると，∇∆γvprvp
n+1

は最終的に次式で算出される．

∇∆γvprvp
n+1 = hF−1

2 − F1F−2
2

{
h (1 + 2g∆γvp) G−1

2 − s∞ssG1G−2
2

}
(A.17)

以上より，∆γvp fn+1を算出することが可能となった．最後に，return-mapping方程式の

アルゴリズムを図–A.2に示す．
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図– A.1 Return-mapping方程式の求解に必要な各種試行変数
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