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第 1章

序論

1.1 光照射による高速スピンダイナミクスと磁性制御

物質への光照射による物性の変化および制御に関する研究は，光伝導効果をその起こりとするならば

一世紀近くの歴史を持ち [1, 2]，その対象は実験技術の発展に伴って拡大と深化を続けてきた．固体中の
物性現象の中でも磁性は普遍的かつ基本的な性質であり，同時に産業的・工業的にも多岐に渡って応用

されるため，その光制御は重要な課題として広く認識されている．光による磁気的性質の変化は光磁気

効果または逆磁気光学効果と呼ばれ，光誘起磁気効果，光誘起磁化，光誘起スピン再配列等が古くから

知られている [3, 4]．これらの磁性変化の時間スケールは短いものでナノ秒程度である．1990年代以降，
レーザー光源の発達を背景としてピコ秒やフェムト秒のオーダーの極めて高速な磁性変化が報告される

ようになり，現在まで大きな進展を遂げている．ここではそのような極めて高速なスピンダイナミクス

に関する研究の一部を概観する．

1.1.1 超高速消磁

磁性の高速光制御に関する先駆的な研究の一つは，Beaurepaireらにより 1996年に報告された超高速
消磁 (ultrafast demagnetization)である [5–7]．彼らは強磁性ニッケル薄膜に対して 60 fsのレーザーパル
スを照射し，磁気光学 Kerr効果を利用してスピンダイナミクスのポンプ・プローブ測定を行った．図 1.1
はポンプ光とプローブ光の時間間隔の関数として磁化をプロットしたものであり，2 ps以内の高速な磁
化の減少ならびに長時間持続するプラトー (∼ 0.65)へ向かう時定数 260 fs程度の緩和が見られる．平衡
状態における磁化の温度依存性との比較から過渡ダイナミクスにおけるスピン系の温度 (Ts)を見積もっ
た結果が図 1.2(a)の丸点であり，透過率から見積もられた電子系の温度 (Te)が四角点として併せて示さ
れている．ポンプ光照射直後，1 ps程度で電子系の温度は Te = 675 Kまで上昇し，その後 1 ps程度の
時定数で指数関数的に減少して Te = 550 Kで一定値となる．一方，スピン系の温度は 1 psまで上昇し，
2 ps付近で最大値 Ts = 580 Kを取る．その後，Te と同様の緩やかな変化を示す．現象論的に電子系，ス

ピン系，および格子系をそれぞれ熱浴と見なした三温度モデル [6]の解析の結果が図 1.2(b)であり，Te

および Ts は実験結果 [図 1.2(a)]をよく再現する．このことから，上記の高速な減磁はパルス光によって
電子系の温度が急速に上昇した後，電子系とスピン系の間の結合を介したスピン系の温度上昇によって

磁化が減少したものと理解される．

この研究を端緒として金属磁性体や磁性半導体において多くの実験が行われ，超高速消磁 [8–19]のほ
か，コヒーレントな磁気歳差運動 [20–26] や光誘起磁気転移 [27–31]，磁化反転 [32–34] 等が報告され
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図 1.1 レーザーパルス照射後の磁化の

時間変化．右上の内挿図は定常状態およ

び過渡状態において測定された磁気光学

Kerr 効果の信号のヒステリシスループ
であり，外部磁場 H = 0 での値（残留
磁化）が normalized remanence である．
文献 [6] より許諾を得て転載．© 2010
American Physical Society.

図 1.2 (a)実験的に見積もられたスピン (Ts)および電子 (Te)
の温度．四角が Te，丸が Ts を表す．実験条件は図 1.1と同一
である．(b) 三温度モデルに基づいて計算されたスピン，電
子，および格子 (Tl) の温度．文献 [5] より許諾を得て転載．
© 1996 American Physical Society.

てきた．これらのスピンダイナミクスの多くは現象論的な三温度モデルや古典論的な Landau–Lifshitz–
Gilbert (LLG)方程式等により良く記述され，光照射による温度上昇効果が本質的な役割を果たしている
ことが明らかにされている．また，上記の超高速消磁に代表される熱的な光照射効果とは異なる非熱的

な光磁気効果等を介した磁性制御も考えられ，光誘起磁気歳差運動，磁気異方性の変調，磁化の増強・反

転等が報告されている [6, 7]．

1.1.2 磁性変化を伴う光誘起相転移

物質に入射した光子が多数の原子や分子と相互作用し結晶構造や電子状態が巨視的に変化する現象は

光誘起相転移と呼ばれ，1990 年代から精力的に研究がなされてきた [35–48]．これは電子の持つ電荷，
スピン，軌道の各自由度や格子の自由度の間の結合が重要な役割を果たす協力現象であり，構造相転移

や絶縁体金属転移等の劇的な変化が光により誘起される．特に磁気的な相転移を伴う場合には，これを

光照射による磁性制御という観点から捉えなおすことができる．

電子間および電子格子間の相互作用が大きい強相関電子系と呼ばれる物質群は，超伝導相や磁気・電荷

秩序相等の多彩な相を持つ．これらが競合する相境界近傍では外場に対して劇的な応答を示すことから，

そこでの光照射効果もこれまで盛んに調べられてきた．ペロフスカイト型マンガン酸化物 R1−x AxMnO3

（R：希土類元素，A：アルカリ土類金属）は典型的な強相関電子系の一つであり，電荷自由度（電気伝導

性）とスピン自由度（磁性）とが強く結合した物質である．この物質の平衡状態相図を図 1.3に示す [49]．
ここでは各相図の詳細には立ち入らないが，例えば La1−xSrxMnO3 の場合，低温では x = 0付近で絶縁
体，x ≳ 0.16で強磁性金属となる．後者は eg 軌道にドープされた正孔によって媒介される二重交換相互

作用によって理解される [50–52]．t2g 軌道の局在的な電子と eg 軌道の伝導電子との間の Hund結合が無
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図 1.3 ペロフスカイト型マンガン酸化物 R1−x AxMnO3 の電子相図．x はドープ率を表す．略語の対
応は次の通り．PI：常磁性絶縁体，PM：常磁性金属，CI：スピンキャント絶縁体，COI：電荷秩序絶
縁体，AFI：反強磁性電荷秩序絶縁体，CAFI：キャント反強磁性電荷秩序絶縁体．文献 [49]より許諾
を得て転載．© 1998 American Physical Society.

限大の極限では同一原子上の伝導電子と局在スピンは常に平行となり，最近接サイト間の電子遷移積分

の大きさはその局在スピン間の角度を θ として cos(θ/2)倍になる [51]．したがって，局在スピンが反強
磁性配置を取る場合には cos(π/2) = 0，強磁性配置を取る場合には cos(0) = 1となることから，伝導電
子の運動エネルギー利得のために強磁性状態が安定化する．二重交換相互作用はペロフスカイト型マン

ガン酸化物に限らず多くの物質に見られる相互作用である．そのような二重交換系の例としては他に磁

性半導体 [53–55]や f電子系 [56]，分子磁性体 [57]が挙げられる．また，二重交換相互作用は超巨大磁
気抵抗効果 [58, 59]や異常 Hall効果・トポロジカル Hall効果 [60–65]とも密接な関係を持つことが知ら
れている．

ペロフスカイト型マンガン酸化物における光照射効果は，これまで反強磁性絶縁体相を中心に実験と

理論の両面から精力的に研究されてきた [66–84]. 松原らは R0.55Sr0.45MnO3 に対してポンプ・プローブ

分光測定を行い，光照射による絶縁体―強磁性金属転移を報告した [75]．この物質は希土類元素 Rの置

換によって平均イオン半径を制御することができ，相図は図 1.4(a) のようになることが知られている．
特に低温 (10 K)では R = Euは強磁性金属であり，R = Gdは絶縁体である．図 1.4(b)はこれらの定常
反射率スペクトルを示す．R = Gdに対して，10 Kで光励起した際の光照射直後の過渡反射率スペクト
ルが図 1.4(c)の青色丸点であり，実線で示された R = Euに対する差分反射率との良い一致が見られる．
図 1.5は同じく低温における過渡反射率 ∆R/R ならびに磁気光学 Kerr回転角変化 ∆θKerr の時間依存性

を示したものである．光照射直後 (≲ 0.2 ps) に見られる低エネルギー (0.12 eV) の反射率の増大は金属
化，∆θKerr の増加は強磁性成分の出現をそれぞれ示唆する．0.12 eVにおける過渡反射率を二つの指数関
数でフィットした結果が図 1.5(a)の水色の線で示されている．最初の成分は時間分解能 200 fs以内に立
ち上がっており，時定数 0.25 psで減衰する．二番目に現れる成分の時定数は 4.3 psである．以上の結果
は光照射直後 200 fsの間に二重交換相互作用によって微視的な強磁性状態が生成し，その後 0.5 ps程度
の間に巨視的な強磁性状態が発達したものと解釈されている．

1.1.3 コヒーレント制御と Floquetエンジニアリング

近年，従来の光伝導効果・光磁気効果や光誘起相転移等とは異なる，新たな原理に基づく物性の光制

御の可能性が議論されている [85–92]．光を用いた電子・格子波動関数の振幅や位相の制御はコヒーレン
ト制御と呼ばれ，最近ではスピン分極・電気分極の制御 [6, 7, 85–87, 93]や電荷運動の抑制 [92, 94, 95]，
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図 1.4 (a) ペロフスカイト型マンガン酸化物
R0.55Sr0.45MnO3 の相図．略語の対応は次の通り．

CO-OOI：電荷・軌道秩序絶縁体，SGI：スピング
ラス絶縁体，FM：強磁性金属．(b) R = Gdおよび
R = Eu に対する定常反射率スペクトル．(c) 光照
射直後の過渡反射率スペクトル．実線は R = Euと
R = Gd の差分である．文献 [75] より許諾を得て
転載．© 2007 American Physical Society.

図 1.5 0.12 eVおよび 3.1 eVにおける過渡反射率
∆R/R と Kerr 回転角変化 ∆θKerr の時間プロファ

イル．左列と右列は同じ励起密度であり，時間ス

ケールのみ異なる．文献 [75]より許諾を得て転載．
© 2007 American Physical Society.

電子波束の制御 [96–99]等の様々な例が報告されている．これらの中でも連続波の光を用いた電子状態
制御に関する研究が理論を中心に活発に進められており，そこでは Floquet理論 [48, 89, 100–103]が重
要な役割を果たしている．

時間周期的な外場により駆動された系は Floquet 理論により良く記述される*1．外場の時間周期を

T ≡ 2π/Ωとすると，時間 t に陽に依存するハミルトニアンH(t)は

H(t + T) = H(t) (1.1)

の周期性を持つ．Floquetの定理によると，このとき Schrödinger方程式

i
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = H(t)|Ψ(t)⟩ (1.2)

の解は，|ϕ(t + T)⟩ = |ϕ(t)⟩ を満たす状態（Floquet状態）|ϕ(t)⟩ を用いて

|Ψα(t)⟩ = e−iεα t |ϕα(t)⟩ (1.3)

と表される．ここで εα は擬エネルギーと呼ばれ，Bloch の定理における結晶運動量に対応する量であ
る．結晶運動量と同様に擬エネルギーには冗長性があり，“Brillouinゾーン”は (−Ω/2,Ω/2]に取ること
ができる．時間周期性のために，ハミルトニアンH(t)および Floquet状態 |ϕ(t)⟩ に関してそれぞれ次の
離散 Fourier級数展開が可能である．

H(t) =
∑
n

e−inΩtHn, Hn =

∫ T

0

dt
T

einΩtH(t), (1.4)

|ϕα(t)⟩ =
∑
n

e−inΩt |ϕnα⟩, |ϕnα⟩ =
∫ T

0

dt
T

einΩt |ϕα(t)⟩. (1.5)

*1 本来の Floquet理論 [104]は d f (t)/dt = A(t) f (t) (A(t +T ) = A(t))の形の線型微分方程式を対象とする．空間的な周期ポテ
ンシャルが存在する Schrödinger方程式を議論する場合には Blochの定理 [105]と呼ばれる．
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これらを式 (1.1)に代入すると ∑
n

(Hm−n − nΩδmn)|ϕnα⟩ = εα |ϕmα ⟩ (1.6)

という時間に依存しない固有値方程式を得る．ここで整数 m, nを新たな行列次元と考えれば，上式は

. . .
...

H0 − 2Ω H+1 H+2 H+3 H+4
H−1 H0 − Ω H+1 H+2 H+3

· · · H−2 H−1 H0 H+1 H+2 · · ·
H−3 H−2 H−1 H0 +Ω H+1
H−4 H−3 H−2 H−1 H0 + 2Ω

...
. . .





...
|ϕ+2
α ⟩

|ϕ+1
α ⟩

|ϕ0
α⟩

|ϕ−1
α ⟩

|ϕ−2
α ⟩
...


= εα



...
|ϕ+2
α ⟩

|ϕ+1
α ⟩

|ϕ0
α⟩

|ϕ−1
α ⟩

|ϕ−2
α ⟩
...


(1.7)

のような無限次元の “Floquet空間”上のブロック行列に関する固有値方程式と見なすことができる．こ
こでHmn ≡ Hm−n はH†

mn = Hnm を満たすため，Floquet空間における行列 (Hmn − nΩδmn)はユニタリ
変換によって対角化可能であり，ゆえに摂動展開や元の Hilbert空間に作用する有効ハミルトニアンの構
成が可能である [89, 106–117]．Floquet有効ハミルトニアンとは，ストロボスコピックな時間発展

e−iHeffT = T exp
[
−i

∫ T

0
dt H(t)

]
(1.8)

を与えるエルミート演算子Heff である．ただし T は時間順序積を表す．有効ハミルトニアンを求める方
法としては，外場振動数の逆数 Ω−1 に関する Floquet–Magnus展開，van Vleck展開，Brillouin–Wigner
展開の各方法 [107]のほか，Schrieffer–Wolff変換を用いる方法 [88, 108–114]等が知られている．一例
として van Vleck展開を Ω−1 の一次まで行うと，有効ハミルトニアンとして

Heff ≈ H0 +
[H−1,H+1]

Ω
(1.9)

を得る．時間周期的な外場が印加された状況で十分に時間が経過した後の状態は温度無限大の状態に漸

近するが，パルス光のように比較的短時間の光照射を行った場合や環境と相互作用している場合には有

効ハミルトニアンで記述される熱平衡状態（Floquet前期熱平衡化状態）が実現するものと考えられてい
る [103, 118–123]．古典的な振動外場としての光を適切に調節することで系の有効ハミルトニアン Heff

を制御するという試みは近年では Floquetエンジニアリングとも呼ばれるようになり，現在まで無数の理
論提案が行われている [86, 88–91]．
このような Floquetエンジニアリングの先駆的な研究の一つとして 2009年の岡・青木による光誘起ト
ポロジカル相転移の予言 [124] が挙げられる．彼らは Floquet 理論と Keldysh Green 関数法を用いてグ
ラフェンへの円偏光照射効果の解析を行った．円偏光により電子系は幾何学的位相（Aharonov–Anandan
位相）を獲得し，Dirac 点にギャップが開く．Hall 伝導度は光照射効果を含めた Thouless–Kohmoto–
Nightingale–Nijs公式 [125]の形で表され，円偏光照射時には有限の値を取ることが分かる．これを受け
て実験による光誘起異常 Hall効果の測定が 2018年に報告された [126]．この他に冷却原子系でも関連す
る実験が行われている [89, 127–129]．

Floquet理論に基づいた磁性制御，特に磁気的な交換相互作用の制御に関してもこれまでに多くの研究
がなされている [86, 108, 110–112, 130–142]．高振動数極限における有効ハミルトニアンは式 (1.9)より
Heff = H0 で与えられるが，これは時間依存するハミルトニアンH(t)の時間平均に他ならない．結晶中
の電子系の場合には H0 は動的局在，すなわち電子遷移積分の大きさ h が有効的に小さくなる効果を記
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図 1.6 (a) 2サイト Hubbard模型における Floquet
擬エネルギーのベクトルポテンシャル振幅 E 依存
性．細い破線は外場がない場合の値を示す．(b)ス
ピン一重項状態とスピン三重項状態のエネルギー

差から見積もられた交換相互作用の大きさ Jex の

E 依存性．U = 10である．(c) Floquet描像に基づ
く Jex の変調の模式図．任意の数の “フォトン”を
吸収または放出することでエネルギーU ± nωの中
間状態が現れる．文献 [130] より CC BY 4.0 ライ
センスのもとに転載．

図 1.7 (a)(b) 非平衡動的平均場理論による数値計
算から見積もられた交換相互作用の変化量 ∆Jex の

時間変化．薄い線は電場波形を表す．光振動数は

(a) ω = 3 および (b) ω = 12 であり，相互作用は
U = 10，温度は T = 0.025 である．(c) 相互作用
変化の感受率 ∆Jex/(JexE2)．U = 10であり，ωと
U の大小関係によって感受率の符号が異なる．文
献 [130]より CC BY 4.0ライセンスのもとに転載．

述する [116, 143–152]．したがって，オンサイトの Coulomb斥力をU としたとき交換相互作用の大きさ

Jex ∼ h2/U が光照射によって変調されることが素朴には期待される．Mentinkらは Hubbard模型に対し
て詳細な検討を行い，Floquet理論を用いて交換相互作用の大きさを

Jex =
2h2

U
+
E2h2

4

(
1

U + ω
+

1
U − ω − 2

U

)
(1.10)

と評価した [130]．ここで hは最近接サイト間の電子遷移積分，U はオンサイト Coulomb斥力，E は無
次元化された電場振幅（ベクトルポテンシャル振幅），ωは光振動数である．これは図 1.6に示されるよ
うに ωと U の大小関係によって有効的な Jex は増加または減少することを意味する．彼らは非平衡動的

平均場理論を用いた数値計算によって上式を検証したほか [図 1.7]，光パルスの形状を制御することで磁
化の時間発展を巻き戻せることも数値的に示した．

以上のような磁性体のコヒーレント制御や Floquet エンジニアリングに関する理論研究はこれまで反
強磁性Mott絶縁体のような局在磁性体（磁性絶縁体）を主に対象として行われてきたが，その一方で遍
歴磁性体に対する研究は限られている．

1.2 遍歴磁性体への光照射効果に関する理論研究

磁性は，その起源に注目すると局在磁性と遍歴磁性の二つに分類することができる [153–155]．前者は
多くの絶縁体が示す磁性であり，電子が原子に強く束縛されているためにスピンの自由度にのみ注目し

て議論することができる．後者はエネルギーバンド内の電子の運動，すなわち電子の遍歴性に由来する

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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磁性である．

前節の最後で述べたように，磁性体の高強度光誘起ダイナミクスやそのコヒーレント制御に関する理

論研究はこれまで局在磁性体を主に対象として行われてきたが，遍歴磁性体に対してはそのような研究

は限られている．未だ議論されていない問題を明確にするために，ここでは遍歴磁性体における光照射

効果に関するこれまでの理論研究を概観する．

1.2.1 二重交換系の光誘起ダイナミクス

二重交換系は遍歴磁性を示す系の一つであり，そこでは局在スピンと強く結合した伝導電子の運動

によって局在スピン間の強磁性的相互作用が媒介される．第 1.1.2 節で述べたペロフスカイト型マン
ガン酸化物における光誘起強磁性金属転移に関しては，実験と連携して多くの理論研究が行われてき

た [157–164]．二重交換系は次のハミルトニアンで定義される二重交換模型*2ならびにその拡張模型によ

り記述される．

HDE =
∑
i j

hi jc
†
iscjs − J

∑
iss′

Si · σss′c
†
iscjs′ . (1.11)

図 1.8 二重交換模型 [式 (1.11)]の平衡状態相図．局在スピン Si は古典的に取り扱われている．JH
は Hund結合の大きさ，⟨n⟩は電子密度，T は温度，W ∝ t はバンド幅を表す．略語の対応は次の通り．
FM：強磁性，PM：常磁性，PS：相分離，IC：不整合相関．文献 [156]より許諾を得て転載．© 1998
American Physical Society.

*2 これは形式的には強磁性近藤格子模型や s-d模型等と呼ばれる模型と等価である．特に局在スピンを古典的に取り扱う場合
には J の符号の正負は物理的な意味を持たない．
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図 1.9 初期状態（実線）および過渡状態における

光学吸収スペクトル．τ は時刻，t は最近接サイト
間の電子遷移積分を表す．文献 [159] より許諾を
得て転載．© 2007 The Physical Society of Japan.

図 1.10 最近接サイト間のスピン相関 E(τ) =
⟨∑i Si · Si+1⟩ の時間依存性．文献 [159]より許諾
を得て転載．© 2007 The Physical Society of Japan.

ここで c†is はスピン s (= ↑, ↓)の電子をサイト i に生成する生成演算子であり，Si は大きさ S の局在スピ

ン演算子，σ = (σx, σy, σz)は Pauli行列である．第一項は伝導電子の運動項であり，hi j は電子遷移積

分を表す．第二項は伝導電子スピンと局在スピンの間の強磁性的 Hund結合項 (J > 0)である．式 (1.11)
のハミルトニアンで表される系の平衡状態は精力的に調べられている [156, 165–175]．柚木らにより数
値的に得られた相図を図 1.8に示す [156]．Hund結合が十分に大きく，かつ一定のキャリアが存在する
領域において，基底状態は二重交換相互作用により強磁性状態となる．

松枝・石原は，次式のハミルトニアン

H = HDE +U
∑
i

ni↑ni↓ + V
∑
⟨i j ⟩

ninj + Js
∑
⟨i j ⟩

Si · Sj (1.12)

を考え，密度行列繰り込み群 (DMRG)法を用いて一次元系の実時間ダイナミクスの解析を行った [159]．
ここで nis = c†iscis, ni =

∑
s nis である．初期状態は反強磁性相関を持つ電荷秩序絶縁体相の基底状態で

あり，光パルスの振動数 ω0 は光学エネルギーギャップに合わせて選ばれる．初期状態および過渡状態に

おける光学吸収スペクトルを図 1.9に示す．初期状態において ω = 2t に存在したエネルギーギャップは

過渡状態において低エネルギー側へシフトしており，これは光照射による金属化を示唆する*3．図 1.10
は過渡状態における最近接スピン相関 E(τ)を示す．時間経過とともに E(τ)は正の方向へ向かって絶対
値が減少しており，光キャリアの運動エネルギー利得のために反強磁性相関が弱められることを意味す

る．これらはペロフスカイト型マンガン酸化物における光誘起相転移の実験と整合する結果である．

大原・金森・石原は，式 (1.12)のハミルトニアンについて局在スピンを古典的に取扱い，DMRG法を
用いて光誘起ダイナミクスの解析を行った [162]．初期状態はキャント反強磁性絶縁体であり，パルス
の振動数はエネルギーギャップに合わせて設定される．図 1.11(b) は電子のバンド幅および運動エネル
ギー，図 1.12は最近接局在スピン相関の時間変化を表す．弱励起 Aph ≲ 0.08の場合には反強磁性相関の
減少とバンド幅の増加が見られる一方で，Aph ≳ 0.2の強励起の場合には反強磁性相関が強められ，バン
ド幅が減少する振舞いが確認された．前者は文献 [159]等と同様に光キャリアにより媒介される二重交

*3 有限サイズ効果のために Drudeピークが有限のエネルギーを持つものと解釈される．
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図 1.11 (a)光照射による状態密度と磁気構造の変
化の模式図．実線矢印が局在スピン，破線矢印が

電子励起を表す．(b) バンド幅 ∆σ2 および運動エ

ネルギー Ekin の時間変化．Aph はパルス光の振幅

を表す．文献 [162]より許諾を得て転載．© 2013
American Physical Society.

図 1.12 最近接サイト間の局在スピン相関 KS ∝∑
⟨i j ⟩ Si · Sj の時間変化．Aph はパルス光の振幅

を表す．上段はサイト数 N = 15，下段は N = 25．
文献 [162]より許諾を得て転載．© 2013 American
Physical Society.

図 1.13 (a)電荷不均一の大きさ ∆nと (b)磁化 M の実時間ダイナミクス．内挿図は実空間電荷密度
を色の濃淡で示す．文献 [158]より許諾を得て転載．© 2007 Elsevier.
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図 1.14 (a)下段：一粒子エネルギー準位，上段：伝導バンド全体（実線），伝導バンドの最高エネル
ギー準位二つ（破線），伝導バンドの最低エネルギー準位（点線）の電子占有数．(b)–(e)局在スピン配置
の実空間スナップショットと (f)–(i)実空間のエネルギー密度．時刻は上から順に T = 28, 80, 224, 228
である．Hund結合の大きさは J = 2，Gilbert緩和定数の大きさは α = 1である．文献 [163]より許
諾を得て転載．© 2009 American Physical Society.

換機構の枠組みの中で理解されるが，後者の振舞いはこれと対照的であり，高強度の光照射下では二重

交換相互作用が必ずしも強磁性的ではない可能性が指摘された．

佐藤・石原は，古典的な格子と結合した式 (1.12)の拡張二重交換模型に対して，局在スピンを古典的に
取扱い，電子間相互作用項に対して Hartree–Fock近似を適用することで大きなクラスターにおける実時
間ダイナミクスの解析を行った [158]．初期状態として電荷秩序を伴った反強磁性状態を考え，光照射の
効果は最高被占軌道（一粒子準位）から最低空軌道への一電子励起として取り入れられた．電荷不均一

の大きさを表す ∆n = N−1 ∑
i(−1)ini，および一様磁化 M = (3N/2)−1 ∑

i ⟨Si⟩ の時間発展の様子を図 1.13
に示す．時刻 t = 0において電子が励起された後，t = 60000程度まで磁化が徐々に発達し，t = 80000に
おいて ∆n ≈ 0の電荷が均一に存在する状態が実現する．これは二重交換機構によって電荷秩序状態から
強磁性的ドメインが成長する過程を示しており，上の DMRG法を用いた計算とも整合する結果である．
電子間相互作用を含まないハミルトニアン [式 (1.11)]は二重交換機構を記述する最小模型であり，そ
の実時間ダイナミクスの詳細を明らかにすることは重要である．小椎八重・古川・永長は二重交換模型

[式 (1.11)]の反強磁性絶縁体相において価電子バンドから伝導バンドへ電子を励起した際の緩和ダイナ
ミクスを解析した [163]．局在スピン系を古典的なベクトルとして取扱うことで，大きいサイズのクラス
ターに対して電子系の時間発展を精密に計算することができる．局在スピンの時間発展は LLG方程式

∂Si

∂t
= heff

i × Si + αSi ×
∂Si

∂t
(1.13)

に従う．ここで heff
i はスピン Si が感じる有効的な磁場であり，

heff
i = −⟨∂H/∂Si⟩ =

∑
ss′

J⟨σss′c
†
iscis′⟩ (1.14)

により定義される．α は Gilbert 緩和定数であり，局在スピン系のエネルギーおよび角運動量の緩和を
現象論的に与える．初期状態を反強磁性絶縁体とし，価電子バンドの最低エネルギー準位から伝導バン
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図 1.15 光誘起実時間ダイナミクス．時刻 T =
0–80において光が照射されている．(a)伝導バンド
に励起された全電子数（黒線）および反強磁性のス

ピン構造因子（赤線）．枠外の矢印は左から順に時

刻 T = 80, 152, 430, 1000を示す．(b)–(e)一粒子状
態密度．時刻は左から順に T = 80, 152, 430, 1000
である．(f)–(h) 実空間の励起エネルギー密度およ
び (i)–(k) 波数空間のスピン構造因子．時刻は左か
ら順に T = 80, 152, 430である．文献 [164]より許
諾を得て転載．

図 1.16 振動数 ω = 2SJ の光を時刻 T = 0–5にお
いて印加した際の実時間ダイナミクス．(a)全エネ
ルギー密度（黒線）および反強磁性スピン構造因子

（赤線）．(b)(c) 一粒子状態密度．時刻は (b) T = 6
および (c) T = 2000である．(d)時刻 T = 2000に
おける局在スピン配置．反強磁性的領域を青色，強

磁性的領域を黄色で示している．(e)時刻 T = 2000
における励起エネルギー密度．文献 [164] より許
諾を得て転載．

ドの最高エネルギー準位へ 2 電子を励起させた場合の実時間緩和ダイナミクスを図 1.14 に示す．伝導
バンドの最高エネルギー準位に励起された電子は時刻 T = 20–40 においてバンド内緩和を始め，時刻
T ∼ 170までに伝導バンドの最低エネルギー準位に到達する．その後，時刻 T = 200–400の間にバンド
間緩和が起き，ギャップ内状態が生成される．これは図 1.14(h)(i) のエネルギー密度が高い場所におい
て，図 1.14(d)(e)に青丸で示された局在スピンが伝導電子スピンとほぼ反平行になっていることに対応し
ている．時刻 T ≳ 400では再びほぼ完全な反強磁性状態が実現して緩和が終了する．
以上の結果 [163] は二重交換模型の反強磁性状態における緩和ダイナミクスに関するものであった．
同じく小椎八重・古川・永長により反強磁性状態への光照射効果の解析が行われている [164]．電子系に
多体相互作用がない場合には上と同じ手法 [163]を用いることができ，古典局在スピン間相互作用や緩和
を取り入れた光誘起実時間ダイナミクスを調べることができる．初期状態として強磁性相近傍の反強磁

性状態を選び，これにより強磁性状態と反強磁性状態がエネルギー的にほぼ縮退した状況を考える．光

照射の効果はベクトルポテンシャルに依存した Peierls 位相として電子遷移積分に取り入れられる．光
の振動数は二番目に高いエネルギー準位と二番目に低いエネルギー準位のエネルギー差として選ばれ

る．図 1.15は時刻 T = 80まで光照射した際の実時間ダイナミクスを示す．局在スピンに関しては時刻
T ∼ 200まではほぼ反強磁性状態が保たれるが [図 1.15(a)]，時刻 T = 152においてスピン構造因子はわ
ずかに横成分を持ち，これに対応して伝導電子に関しては実空間でストライプ状の励起エネルギー密度分

布が見られる [図 1.15(g)(j)]．時刻 T > 300になると強磁性状態へ転移し，状態密度のギャップが閉じる
ことで金属化する [図 1.15(d)(k)]．ただし伝導電子系は平衡状態には至らず高い励起状態が保たれる．光
照射時間に関する解析の結果，この強磁性金属状態への転移は伝導バンドの全電子数が一定値 (∼ 2)を下
回るような場合には見られないことが示された．図 1.16は，光の照射時間を T = 5，振動数を ω = 2SJ



12 第 1章 序論

に変えた場合の実時間ダイナミクスを示す．この場合にも十分な光強度があれば強磁性金属状態への転

移が生じる．光減衰後，十分に時間が経過したときの局在スピンの実空間スナップショットが図 1.16(d)
であり，強磁性的な領域と反強磁性的な領域の相分離が確認できる．励起された電子は強磁性領域に閉

じ込められるため，この領域で励起エネルギー密度が高くなっていることが図 1.16(e)から分かる．
ここまでに示した理論研究はいずれも反強磁性絶縁体相における光照射効果や緩和ダイナミクスを議

論したものであり，強磁性金属相における光照射効果については調べられていない．

1.2.2 光照射下の RKKY相互作用

伝導電子と局在スピンの間の Hund結合が強い極限において伝導電子が媒介する強磁性的相互作用が
二重交換相互作用である．これに対し，弱結合領域において伝導電子が媒介する局在スピン間の相互作

用は Ruderman–Kittel–Kasuya–Yosida (RKKY)相互作用と呼ばれ，その大きさは伝導電子系のスピン感
受率に比例することが知られている [176–178]．

RKKY相互作用への光照射効果に関してもこれまでにいくつかの理論研究が行われている [142, 179–
182]．Genkinは振動数 ωの円偏光の磁場成分 H+(t)が RKKY相互作用に及ぼす影響を議論した [179]．
位置Ri にある局在スピンを Si，位置 rにおける伝導電子のスピン密度を s(r)とする．円偏光磁場に対
する局在スピンの応答は H+(t)により決まる回転成分 S+i = Sx

i + iSyi を持つ．伝導電子と局在スピンの間

の接触ポテンシャルを V = −AS+j s−δ(r −Rj)とすると，伝導電子は有効磁場 Heff(q, ω) = −ASj(ω)/(gµ)
を感じる．この有効磁場に対する伝導電子の応答は動的感受率の横成分 χ−+(q, ω)により与えられ，これ
により s− が誘起される．最終的に，Si と Sj の間に働く相互作用は χ′ = Re χ を用いて

HRKKY = J(ω,Ri j ≡ Ri −Rj)S+i (ω)S−
j (ω), J(ω,Ri j) = − A2

g2µ2V0

∑
q

χ′
−+(q, ω)eiqRi j (1.15)

と表される．すなわち，平衡状態における RKKY相互作用が静的感受率に比例することに対して，円偏
光照射下の RKKY相互作用は動的感受率 χ−+(q, ω)で与えられる．この振動数 ωに対する依存性により

空間的な振動構造や長距離の冪依存性も ωに依存する．

Duanらはシリセンを念頭に次のハミルトニアンを与え，円偏光照射効果を議論した [142]．

H = −t
∑
⟨i j ⟩s

c†iscjs +
iλso

3
√

3

∑
⟨⟨i j ⟩⟩ss′

c†isσss′ · (di × dj)cjs′ +U
∑
is

µic
†
iscis . (1.16)

第一項は電子のホッピング，第二項はスピン軌道相互作用，第三項は外部電場に比例した交替ポテンシャ

ルである．これを Dirac 点の周りで展開することで低エネルギー Dirac ハミルトニアンが得られる．円
偏光を表すベクトルポテンシャルをA(t) = (A sinωt, A cosωt)とし，これを Peierls位相として取り入れ
る．式 (1.9)より Floquet有効ハミルトニアンを求め，このエネルギーバンドを用いて次式により RKKY
相互作用を評価した．

Hαβ
RKKY =

−λ2

π
Im

∫ EF

−∞
dε Tr

[
(S1 · σ)Gαβ(R, ε)(S2 · σ)Gβα(−R, ε)

]
, (1.17)

≡ J⊥(Sx
1 Sx

2 + Sy1 Sy2 ) + JzSz
1 Sz

2 + JDM(S1 × S2)z for α = β. (1.18)

ここで α, β は不純物スピンが属す副格子 A,Bを表す．上式における J⊥, Jz を Ω = 3t2 A2/(4ω)の関数と
してプロットしたものが図 1.17であり，光照射によって局在スピン間の交換相互作用が変化することが
分かる．図 1.18は Ωおよび U に対する Jz, J⊥, JDM の大きさと相図であり，光と外部電場を制御するこ

とでトポロジカル転移が生じることを示している．
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図 1.17 RKKY交換相互作用の大きさのパラメータ Ω ∝ A2/ωに対する依存性．QSHIは量子スピン
Hall絶縁体，P-QHIは光誘起量子 Hall絶縁体を表す．文献 [142]より CC BY 4.0ライセンスのもと
に転載．

図 1.18 (a)(b)(d) Jz, J⊥, JDM の相図．(c) 電子状態相図．破線は相境界，赤点は (a) における Jz の
ディップの位置を示す．PS-QHIは光誘起スピン偏極量子 Hall絶縁体，CBIは自明なバルク絶縁体を
表す．文献 [142]より CC BY 4.0ライセンスのもとに転載．

RKKY相互作用への光照射効果に関するこれまでの研究は光の磁場成分を取り入れたものが中心的で
あった [179–182]．Duanら [142]は電場成分を考えているが，高振動数展開に基づく Floquet有効ハミ
ルトニアンを用いており，低振動数領域も含めた RKKY相互作用（スピン感受率）の一般的な振舞いま
では議論されていない．遍歴磁性体においては電荷運動の自由度が残されているために光の電場成分の

効果が無視できないものと予想されるが，これに関する研究は以上のように限定的である．

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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1.3 本研究の目的

これまで多くの研究により超高速消磁や光誘起磁気相転移等の光による磁気的性質の高速制御が議論

され，その基本的な原理については理解が得られている．近年，レーザー光源技術等の著しい発展を受

けて従来とは異なる原理に基づいた磁性の高速コヒーレント制御や Floquetエンジニアリングが盛んに
議論されており，新たな研究分野として勃興しつつある．しかしながら，このような新たな潮流の中で

遍歴磁性体に関する理論研究は未だ限られており，多くの発展の余地が残されている．本研究では遍歴

磁性体における光誘起高速スピンダイナミクスに注目し，以下の二点を明らかにすることを目的とする．

(1)二重交換系の強磁性金属相における光照射効果（第 3章，第 4章，第 5章）
二重交換系は電荷とスピンが強く結合しており，このために光照射によって磁性や伝導性が大きく影

響を受けると期待される．二重交換系に関するこれまでの実験および理論研究は反強磁性絶縁体への光

照射による強磁性金属化について議論したものが主であり，そこでは光キャリアにより媒介される二重

交換機構のシナリオが広く受け入れられている．一方で強磁性金属状態への光照射効果に関しては実験・

理論ともにほとんど調べられていないことから，本研究ではこれを明らかにする．特に式 (1.11)で与え
られる最も単純化された二重交換模型を対象として，その強磁性金属状態への高強度の光照射効果を解

析し，非平衡状態において二重交換相互作用がどのように現れるかを議論する．

(2)光誘起定常状態におけるスピン感受率（第 6章）
伝導電子と局在スピンの強結合領域において伝導電子が媒介する相互作用が二重交換相互作用であり，

RKKY相互作用はその弱結合領域に対応する．RKKY相互作用への光照射効果に関するこれまでの研究
は光の磁場成分を議論するものが中心的であった．遍歴磁性体においては電場成分の影響が無視できな

いものと予想されるが，これに関する理論研究は限られており基礎的な理解が得られていない．そこで

弱結合極限として自由電子系を考え，その光誘起定常状態におけるスピン感受率を議論する．

本論文の構成は以下の通りである．第 2章において，本研究で用いる中心的な解析手法の一つである
非平衡 Green関数法を導入する．第 3章では二重交換模型における光誘起実時間ダイナミクスの解析を
行い，高強度の光照射によって強磁性金属状態から反強磁性状態への転移が起こることを示す．第 4章
では，第 3章の光誘起反強磁性転移の過渡ダイナミクスに注目し，スピンカイラリティを通してトポロ
ジカルな磁気構造について議論する．第 5章では光誘起反強磁性転移の微視的機構を明らかにするため，
Floquet Green関数法を用いて光照射下の強磁性金属状態における磁気励起構造の解析を行う．第 6章で
は Hund結合の弱結合領域からのアプローチとして自由電子系を考え，光照射下の定常状態におけるス
ピン・電荷感受率の一般的表式の導出ならびにその数値的評価を行う．最後に第 7章において結論を述
べる．



1.4 単位系 15

1.4 単位系

本論文では単位系として国際単位系 (SI)を採用する．SI基本単位のうち，本論文においては m, kg, s,
A, K の 5単位が現れる．表記を簡略化するために，物理定数のうち Dirac定数（換算 Planck定数）ℏ，
電気素量 e，Boltzmann定数 kB の 3定数に加えて，結晶の単位胞の体積の立方根（格子定数）aおよび

最近接サイト間の電子遷移積分 h の 5個の量を 1とする．これらの積によって各物理量の単位が構成さ
れる．いくつかの物理量の単位を表 1.1に示す．

表 1.1 主要な物理量の単位．左から 3列目は物理定数 (ℏ, e, kB)の値を代入した数値．参考として格
子定数と電子遷移積分を a = 0.5 nm, h = 0.5 eVとした場合の数値を第 4列に付記した．

物理量 単位 数値 a= 0.5 nm, h= 0.5 eV
時間 ℏ/h 0.658212h−1 eV fs 1.32 fs

角振動数 h/ℏ 1.519267h eV−1 fs−1 0.760 fs−1

温度 h/kB 11604.5h eV−1 K 5802.3 K
速さ ah/ℏ 1.519267ah × 106 nm−1 eV−1 m s−1 3.8 × 105 m/s

電流密度 eh/(ℏa2) 2.434135a−2h × 1010 nm2 eV−1 A cm−2 4.9 × 1010 A/cm2

電気伝導度 e2/(ℏa) 2.434135a−1 × 103 nm S cm−1 4.87 × 103 S/cm
電気抵抗率 ℏa/e2 4.108236a × 10−4 nm−1 Ω cm 2.05 × 10−4 Ω cm
電場 h/(ea) 10a−1h nm eV−1 MV cm−1 10 MV/cm
電位 h/e 1h eV−1 V 0.5 V

磁束密度 ℏ/(ea2) 6.582119a−2 × 102 nm2 T 2.63 × 103 T
ベクトルポテンシャル ℏ/(ea) 6.582119a−1 × 10−7 nm T m 1.32 × 10−6 T m
電気双極子モーメント ea 1.602177a × 10−28 nm−1 C m 8.01 × 10−29 C m
磁気双極子モーメント ea2h/ℏ 1.519267a2h × 10−3 nm−2 eV−1 eV T−1 1.90 × 10−4 eV/T

誘電率 e2/(ah) 1.602177a−1h−1 × 10−10 nm eV F m−1 6.4 × 10−10 F/m
透磁率 ℏ2/(e2ah) 2.70409a−1h−1 × 10−3 nm eV H m−1 1.08 × 10−2 H/m
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第 2章

非平衡 Green関数法

量子多体系の非平衡状態を解析する手法の一つとして非平衡 Green関数法が挙げられる．任意の初期
状態に対して，その実時間発展を記述する最も一般的な枠組みは Keldyshにより与えられた [183]．そこ
では時間軸上を順方向に進む経路と逆方向に進む経路 (Schwinger–Keldysh経路)の上で順序付けられた
経路順序 Green関数が自然に導入される．この手法は，初期状態がある種の直積状態やそれらの混合状
態として与えられている場合には平衡系と同様に系統的な摂動展開を行うことが可能であり，線型応答

理論 [184]を超えた非平衡非線型応答の議論にも適している*1．

本章では文献 [48, 107, 113, 124, 185–196]等に基づいて非平衡 Green関数法ならびに Floquet Green関
数法を導入する．また，これを元に非平衡状態における応答関数（感受率）の一般的表式を導く．Floquet
Green関数法は第 5章において光照射下の定常状態における磁気励起構造を議論するために用いられる．
非平衡応答関数については第 3章における光学伝導度の計算ならびに第 6章におけるスピン・電荷感受
率の解析に応用される．

2.1 Keldysh形式

規格化された初期状態を |Ψ(−∞)⟩ = |Ψ0⟩ と表す．時刻 t における Heisenberg描像の演算子 O(t)の期
待値は

⟨O(t)⟩ ≡ ⟨Ψ0 |O(t)|Ψ0⟩ = ⟨Ψ0 |U†(t,−∞)OU(t,−∞)|Ψ0⟩ (2.1)

と表される．ここで O = O(−∞)は Schrödinger描像の演算子であり，U はユニタリ演算子

U(t, t ′) =

TC1 exp

[
−i

∫ t

t′
dt̄ H(t̄)

]
(t > t ′)

TC2 exp
[
−i

∫ t

t′
dt̄ H(t̄)

]
(t < t ′)

(2.2)

である．TC1 (TC2 )は（反）時間順序演算子であり，時間的に遅い演算子を左（右）から順に並べ替える．
ユニタリ演算子 U(t, t ′)は次の性質を持つ．

U(t, t) = 1, U(t, t ′)U(t ′, t ′′) = U(t, t ′′), U†(t, t ′) = U(t ′, t). (2.3)

これを用いると，式 (2.1)の期待値は

⟨O(t)⟩ = ⟨Ψ0 |TC exp
[
−i

∫
C

dt̄ H(t̄)
]
O(t)|Ψ0⟩ (2.4)

と表される．TC は Schwinger–Keldysh経路 [図 2.1]上の経路順序演算子である．

*1 熱平衡状態を始状態とする Green関数の時間発展は Kadanoff–Baymの定式化により与えられるが，本論文では議論しない．
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図 2.1 Schwinger–Keldysh経路 C = C1 + C2．

経路順序 Green関数を

Gµν(t, t ′) ≡ −i⟨TCψµ(t)ψ†
ν (t ′)⟩ (2.5)

と定義する．ここで ψ†
ν は量子数 ν のボゾンまたはフェルミオンの生成演算子である．経路順序 Green

関数の時間引数 t, t ′ は経路 C1 と C2 のどちらに含まれるかに対応する自由度を持つことから，次のよう

な行列表現

Ĝµν(t, t ′) =
[
G11
µν(t, t ′) G12

µν(t, t ′)
G21
µν(t, t ′) G22

µν(t, t ′)

]
(2.6)

を導入することができる．各成分を書き下すと

G11
µν(t, t ′) = −i⟨TC1ψµ(t)ψ†

ν (t ′)⟩, 因果（時間順序）Green関数, (2.7)

G12
µν(t, t ′) = −iζ ⟨ψ†

ν (t ′)ψµ(t)⟩, Lesser Green関数, (2.8)

G21
µν(t, t ′) = −i⟨ψµ(t)ψ†

ν (t ′)⟩, Greater Green関数, (2.9)

G22
µν(t, t ′) = −i⟨TC2ψµ(t)ψ†

ν (t ′)⟩ 反因果（反時間順序）Green関数 (2.10)

となる．ボゾンの場合は ζ = +1，フェルミオンの場合は ζ = −1である．Lesserおよび greater Green関
数 G12, G21 はそれぞれ G<, G> とも表される．これらの Green関数は

G11
µν(t, t ′) + G22

µν(t, t ′) = G12
µν(t, t ′) + G21

µν(t, t ′) (2.11)

の関係を満たす．この余分な自由度は，二つのユニタリ行列

L =
1
√

2

[
1 −1
1 1

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
(2.12)

を用いて次のように消去することができる．

G̃ = LσzĜL† =
1
2

[
G11 − G22 + G21 − G12 G11 + G22 + G21 + G12

0 G11 − G11 − G21 + G12

]
≡

[
GR GK

0 GA

]
. (2.13)

この変換は Keldysh回転と呼ばれる．ここで

GR
µν(t, t ′) = G11 − G12 = G21 − G22 = −iθ(t − t ′)⟨[ψµ(t), ψ†

ν (t ′)]∓⟩, 遅延 Green関数, (2.14)

GA
µν(t, t ′) = G12 − G22 = G11 − G21 = iθ(t ′ − t)⟨[ψµ(t), ψ†

ν (t ′)]∓⟩, 先進 Green関数, (2.15)

GK
µν(t, t ′) = G11 + G22 = G12 + G21 = −i⟨[ψµ(t), ψ†

ν (t ′)]±⟩, Keldysh Green関数 (2.16)

である．[·, ·]− は交換子，[·, ·]+ は反交換子を表し，θ は階段関数である．複号は上がボゾン，下がフェ
ルミオンの場合に対応する．元の Green関数の各成分 [式 (2.7)–(2.10)]は，遅延，先進，および Keldysh
Green関数を用いて [

G11 G12

G21 G22

]
= σzL†G̃L =

1
2

[
GK + GR + GA GK − GR + GA

GK + GR − GA GK − GR − GA

]
(2.17)
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と表される．また，各 Green関数は以下の性質を持つ．

GR
µν(t, t ′)∗ = GA

νµ(t ′, t), GX
µν(t, t ′)∗ = −GX

νµ(t ′, t) (X = <, >,K). (2.18)

ハミルトニアンH が無摂動項H0 と摂動項V の和として

H = H0 +V, H0 =
∑
ν

ενψ
†
νψν (2.19)

と表される場合を考える．相互作用描像を導入することで，V に関する摂動展開を行うことができる．
無摂動ハミルトニアンH0 による時間発展演算子を

U0(t, t ′) =

TC1 exp

[
−i

∫ t

t′
dt̄ H0(t̄)

]
(t > t ′)

TC2 exp
[
−i

∫ t

t′
dt̄ H0(t̄)

]
(t < t ′)

(2.20)

として定義する．U(t, t ′)および U0(t, t ′)はそれぞれ

i
∂

∂t
U(t, t ′) = H(t)U(t, t ′), i

∂

∂t
U0(t, t ′) = H0(t)U0(t, t ′) (2.21)

を満たす．これらを用いて

S(t, t ′) = U†
0 (t, t

′)U(t, t ′) (2.22)

を定義する．この時間微分は

i
∂

∂t
S(t, t ′) = −

[
−i
∂U†

0 (t, t
′)

∂t

]
U(t, t ′) +U†

0 (t, t
′) i
∂U(t, t ′)
∂t

= −U†
0 (t, t

′)H0(t)U(t, t ′) +U†
0 (t, t

′)H(t)U(t, t ′)
= U†

0 (t, t
′)[H(t) − H0(t)]︸            ︷︷            ︸

V(t)

U0(t, t ′)U†
0 (t, t

′)︸             ︷︷             ︸
1

U(t, t ′)

≡ VI(t)S(t, t ′) (2.23)

となる．VI(t) ≡ U†
0 (t, t

′)V(t)U0(t, t ′)は相互作用描像における摂動である．S(t, t ′)の形式解は

S(t, t ′) =

TC1 exp

[
−i

∫ t

t′
dt̄ VI(t̄)

]
(t > t ′)

TC2 exp
[
−i

∫ t

t′
dt̄ VI(t̄)

]
(t < t ′)

(2.24)

であり，式 (2.3)と同様の性質を持つ．t ′ = −∞とすると，物理量の期待値 (2.1)は

⟨O(t)⟩ = ⟨Ψ0 |U†(t,−∞)U0(t,−∞)U†
0 (t,−∞)OU0(t,−∞)U†

0 (t,−∞)U(t,−∞)|Ψ0⟩
= ⟨Ψ0 |S†(t,−∞)OI(t)S(t,−∞)|Ψ0⟩
= ⟨Ψ0 |S†(∞,−∞)S(∞, t)OI(t)S(t,−∞)|Ψ0⟩(
= ⟨Ψ0 |S†(t,−∞)OI(t)S†(∞, t)S(∞,−∞)|Ψ0⟩

)
≡ ⟨Ψ0 |TCSCOI(t)|Ψ0⟩ (2.25)

と表される．ここで OI(t) ≡ U†
0 (t,−∞)OU0(t,−∞)は相互作用描像の演算子であり，SC は S行列

SC = TC exp
[
−i

∫
C

dt̄ VI(t̄)
]

(2.26)
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である．初期状態 |Ψ0⟩ が例えば単一 Slater 行列式として表される場合には，相互作用描像の経路順序
Green関数

Gµν(t, t ′) = −i⟨TCSCψIµ(t)ψ†
Iν(t

′)⟩ (2.27)

において S行列をVI に関して展開し，Wickの定理を適用することができる*2．

ハミルトニアンが式 (2.19)のように表されるとき，経路順序 Green関数の運動方程式は

i∂tG11
µν(t, t ′) = δαβδ(t − t ′) + εµG11

µν(t, t ′) − i⟨TC1 [ψµ,V](t)ψ†
ν (t ′)⟩, (2.28)

i∂tG12
µν(t, t ′) = εµG12

µν(t, t ′) − iζ ⟨ψ†
β(t

′)[ψµ,V](t)⟩, (2.29)

i∂tG21
µν(t, t ′) = εµG21

µν(t, t ′) − i⟨[ψµ,V](t)ψ†
β(t

′)⟩, (2.30)

i∂tG22
µν(t, t ′) = −δαβδ(t − t ′) + εµG22

µν(t, t ′) − i⟨TC2 [ψµ,V](t)ψ†
ν (t ′)⟩ (2.31)

となる．ここで ∂t = ∂/∂t である．裸の inverse Green関数と自己エネルギー Σµν(t, t ′)をそれぞれ

G−1
µν (t, t ′) = δµνδC(t, t ′)(i∂t − εν), [Σ ◦ G]µν(t, t ′) = −i⟨TC[ψµ,V](t)ψ†

ν (t ′)⟩ (2.32)

により定義する．ここで δC は Schwinger–Keldysh 経路上のデルタ関数であり，任意の関数 f (t) に対
して ∫

C
dt̄ δC(t, t̄) f (t̄) =

∫
C

dt̄ f (t̄)δC(t̄, t) = f (t) (2.33)

を満たす．シンボル ◦は two-time関数 A(t, t ′), B(t, t ′)に対して

[A ◦ B]µν(t, t ′) =
∑
λ

∫
C

dt̄ Aµλ(t, t̄)Bλν(t̄, t ′) (2.34)

で定義される二項演算子であり，この行列表現は

[Â ◦ B̂]µν(t, t ′) =
∑
λ

∫ ∞

−∞
dt̄ Âµλ(t, t̄)σz B̂λν(t̄, t ′), (2.35)

[Ã ◦ B̃]µν(t, t ′) =
∑
λ

∫ ∞

−∞
dt̄ Lσz Âµλ(t, t̄) L†L︸︷︷︸

1

σz B̂λν(t̄, t ′)L† =
∑
λ

∫ ∞

−∞
dt̄ Ãµλ(t, t̄)B̃λν(t̄, t ′) (2.36)

となる．式 (2.35) における Pauli 行列 σz は経路 C2 が時間を遡るために現れる．この記法を用いると，

運動方程式は

[(G−1 − Σ) ◦ G]µν(t, t ′) = δµνδC(t, t ′), (2.37)

[(Ĝ−1 − Σ̂) ◦ Ĝ]µν(t, t ′) = δµνσzδ(t − t ′), (2.38)

[(G̃−1 − Σ̃) ◦ G̃]µν(t, t ′) = δµνδ(t − t ′) (2.39)

と表される．繰り込まれた inverse Green関数 G−1 ≡ G−1 − Σ は，形式的に[
GR GK

0 GA

]−1
=

[
GR GK

0 GA

]−1
−

[
ΣR ΣK

0 ΣA

]
(2.40)

*2 一般に，初期状態 |Ψ0 ⟩ の密度行列 ρ0 = |Ψ0 ⟩ ⟨Ψ0 | が非負実数 pν を用いて ρ0 =
∏

ν [(
∑

nν |nν ⟩pnν
ν ⟨nν |)/(

∑
nν pnν

ν )]と表
される場合にWickの定理を適用することができる [186]．ここで ψ†

ν は量子数 ν のボゾンまたはフェルミオンの生成演算子
であり， |nν ⟩ ≡ (ψ†

ν )nν |0⟩/
√
nν !である．
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と書くことができる．裸の Green関数 Gµν(t, t ′) = −i⟨TCψIµ(t)ψ†
Iν(t ′)⟩ は以下のように表される．

GR
µν(t, t ′) = −iδµνθ(tr)e−iεν tr, (2.41)

GK
µν(t, t ′) = −iδµν(1 + 2ζnν(ta))e−iεν tr . (2.42)

ただし ta = (t + t ′)/2, tr = t − t ′, nν(t) = ⟨ψ†
ν (t)ψν(t)⟩ と定義した．

2.2 Floquet Green関数

時間周期的な外場（周期 T ≡ 2π/Ω）が印加された系を考える．定常状態において，Green関数は

GX (t + T, t ′ + T) = GX (t, t ′) (X = R,A,K) (2.43)

を満たすと考えられる．この周期性により，Green関数の Floquet表現（Floquet Green関数）が次式で
定義される．

GX
mn(ω) =

∫ T

0

dta
T

∫ ∞

−∞
dtr ei(ω+mΩ)t−i(ω+nΩ)t′GX (t, t ′), (2.44)

GX (t, t ′) =
∑
n

∫ ∞

−∞

dω
2π

e−inΩta e−i(ω+(n/2)Ω)trGX
n0(ω). (2.45)

ここで ta = (t + t ′)/2, tr = t − t ′ であり，添字 m, n は整数値を取る．式 (2.44) および (2.45) は任意の
two-time関数に対しても同様に定義される．式 (2.44)より

Gmn(ω) = Gm+l,n+l(ω − lΩ) (2.46)

が成り立つ．一般に，two-time関数に関する畳込みは Floquet表現では次式のように行列積になる．∫ ∞

−∞
dt̄ A(t, t̄)B(t̄, t ′) ⇔

∑
l

Aml(ω)Bln(ω) = (AB)mn(ω). (2.47)

したがって，時間に関する積分微分方程式である Dyson方程式 (2.40)は行列の方程式に帰着する．これ
は遅延 Green関数については

GR,−1
mn (ω) = GR,−1

mn (ω) − ΣR
mn(ω), (2.48)

Keldysh Green関数については*3

GK,−1
mn (ω) ≡ −(GR,−1GKGA,−1)mn(ω) = −(GR,−1GKGA,−1)mn(ω)︸                          ︷︷                          ︸

GK,−1
mn (ω)

− ΣK
mn(ω), (2.49)

すなわち

GK
mn(ω) = −[GR(GK,−1 − ΣK)GA]mn(ω) (2.50)

となる．式 (2.18)は

(GR
µν)mn(ω)∗ = (GA

νµ)nm(ω), (GX
µν)mn(ω)∗ = −(GX

νµ)nm(ω) (X = <, >,K) (2.51)

*3 一般に，上三角ブロック行列の逆行列は

[
A B

0 D

]−1

=

[
A−1 −A−1BD−1

0 D−1

]
で与えられる．
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となり，先進 Green関数は遅延 Green関数のエルミート共役を取ることで得られる．また，two-time表
現と Floquet表現の間の以下の関係は有用である．

A(t, t ′) = δ(t − t ′)B(t, t ′) ⇔ Amn(ω) =
∫ ∞

−∞

dω̄
2π

Bmn(ω̄ − nΩ), (2.52)

A(t, t ′) = B(t, t ′)C(t ′, t) ⇔ Amn(ω) =
∑
l

∫ ∞

−∞

dω̄
2π

Bm,n+l(ω + ω̄)Cl0(ω̄). (2.53)

Two-time関数 A(t, t ′)を相対時間 tr = t − t ′ に関して Fourier変換して得られる関数

A(ω, ta) =
∫ ∞

−∞
dtr eiωtr A(t, t ′) =

∑
n

e−inΩta An0

(
ω − nΩ

2

)
(2.54)

は AのWigner表現と呼ばれ，時刻 ta = (t + t ′)/2における動的な性質を記述する．特に外場の振動周期
T = 2π/Ωに渡る時間平均は，Floquet表現を用いて

A(ω) ≡
∫ T

0

dta
T

A(ω, ta) = A00(ω) = Ann(ω − nΩ) (2.55)

と表される．

2.3 熱浴による自己エネルギー

熱浴と結合した量子開放系を考え，熱浴による自己エネルギーを導出する．経路積分形式を用いて熱

浴の自由度を積分消去する導出 [48, 107, 194, 197]が簡明であるが，ここでは S行列 [式 (2.26)]の展開
からこれを導く．

電子系と熱浴のハミルトニアンを

H0 =
∑
k

εkc†
k
ck +

∑
p

εpb†pbp, V =
∑
kp

[
Vkpc†

k
bp + Vpkb†pck

]
(2.56)

とする．c†
k
, b†p はそれぞれ電子（量子数 k）とフェルミオン（量子数 p）の生成演算子である．経路順序

Green関数を

Gk(t, t ′) = −i⟨TCck(t)c†k(t
′)⟩, Gk(t, t ′) = −i⟨TCcIk(t)c†Ik(t

′)⟩ ≡ −i⟨TCck(t)c†k(t
′)⟩0, (2.57)

Dp(t, t ′) = −i⟨TCbp(t)b†p(t ′)⟩, Dp(t, t ′) = −i⟨TCbIp(t)b†Ip(t
′)⟩ ≡ −i⟨TCbp(t)b†p(t ′)⟩0 (2.58)

と定義する．熱浴の Green関数 D は式 (2.41)および (2.42)と同じ形で与えられ，

DR
p (t, t ′) = −iθ(t − t ′)e−iεp (t−t′), DK

p (t, t ′) = −i(1 − 2 f (εp))e−iεp (t−t
′) (2.59)

と表される．ここで f (ω) = 1/(eβω + 1)は逆温度 β の Fermi–Dirac分布関数である．これらの Floquet
表現は，η を正の無限小量として

(DR
p )mn(ω) =

δmn

ω + nΩ − εp + iη
, (DK

p )mn(ω) = −2πiδmn(1 − 2 f (ω + nΩ))δ(ω + nΩ − εp) (2.60)

となる．
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S行列の二次の項のうち，生成演算子と消滅演算子を同数含む項は

(−i)2
2!

∫
C

dt̄1dt̄2 TCV(t̄1)V(t̄2)

=
(−i)2

2!

∫
C

dt̄1dt̄2

× TC
∑
k1k2
p1p2

[
Vk1p1 c†

k1
(t̄+1 )bp1 (t̄1) + Vp1k1 b†p1 (t̄

+
1 )ck1 (t̄1)

] [
Vk2p2 c†

k2
(t̄+2 )bp2 (t̄2) + Vp2k2 b†p2 (t̄

+
2 )ck2 (t̄2)

]
→ (−i)2

∫
C

dt̄1dt̄2 TC
∑
k1k2
p1p2

Vk1p1Vp2k2 c†
k1
(t̄+1 )bp1 (t̄1)b†p2 (t̄

+
2 )ck2 (t̄2) (2.61)

となるから，Green関数への二次の寄与は

G(2)
k
(t, t ′) = (−i) × (−i)2

∫
C

dt̄1dt̄2
∑
k1k2
p1p2

Vk1p1Vp2k2 ⟨TCc†
k1
(t̄+1 )bp1 (t̄1)b†p2 (t̄

+
2 )ck2 (t̄2)ck(t)c

†
k
(t ′)⟩0

= (−i) × (−i)2 × (−1)4 × i3
∫
C

dt̄1dt̄2
∑
k1k2
p1p2

Vk1p1Vp2k2δkk1δp1p2δk2kGk(t, t̄+1 )Dp1 (t̄1, t̄+2 )Gk(t̄2, t ′)

=

∫
C

dt̄1dt̄2
∑
p

VkpVpkGk(t, t̄1)Dp(t̄1, t̄2)Gk(t̄2, t ′) (2.62)

と表せる．ここで縮約を取る際のフェルミオンの交換に伴う負号は 4回現れるが，うち 2回が bと c の

交換であるためにボゾン系の場合と結果は同じである．

高次の項について考える．V について偶数次だけ考えればよい．Green関数への 2n次の寄与は

G(2n)
k

(t, t ′)

= −i
(−i)2n
(2n)!

∫
C

dt̄1 · · · dt̄2n
∑

{k }{p}
⟨TC

2n∏
j=1

[Vk j p j c
†
k j
(t̄+j )bki (t̄j) + Vp j k j b

†
k j
(t̄+j )ck j (t̄j))ck1 (t̄2n)]ck(t)c

†
k
(t ′)⟩ (2.63)

と書けるが，縮約により現れる項の数は 2n個のバーテックス {t̄j} の通り方の数に等しく，これは (2n)!
通りある．右から順番に，すなわち t ′ → t̄2n → · · · → t̄1 → t のように縮約を取る場合にはフェルミオン

の入れ替えは偶数回現れる．ここからある一つのバーテックスの組 (t̄i, t̄j) (i < j)を入れ替えると c(t̄i)と
c†(t̄j)の交換のため奇数回の置換，さらに b(t̄i)と b†(t̄j)についても奇数回の置換が必要なため，全体と
して負号は現れない．したがって，上式は

G(2n)
k

(t, t ′)

= −i × (−i)2n
(2n)! × (2n)! × i2n+1

∫
C

dt̄1 · · · dt̄2n
∑

{k }{p}
Gkk1 (t, t̄1)Vk1p1Dp1p2 (t̄1, t̄2)Vp2k2Gk2k3 (t̄2, t̄3) × · · ·

× Gk2n−2k2n−1 (t̄2n−2, t̄2n−1)Vk2n−1p2n−1Dp2n−1p2n (t̄2n−1, t̄2n)Vp2nk2nGk2nk(t̄2n, t ′)

=

∫
C

dt̄1 · · · dt̄2n Gk(t, t̄1)|Vkp |2Dp(t̄1, t̄2)Gk(t̄2, t̄3) · · · Gk(t̄2n−2, t̄2n−1)|Vkp |2Dp(t̄2n−1, t̄2n)Gk(t̄2n, t ′) (2.64)

となる．畢竟，自己エネルギーとしては

Σk(t, t ′) =
∑
p

|Vkp |2Dp(t, t ′) (2.65)
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で表されるものだけを考えればよい．式 (2.60)より，自己エネルギーの Floquet表現（Floquet自己エネ
ルギー）は以下のようになる．

(ΣR
k )mn(ω) = δmn

∑
p

|Vkp |2

ω + nΩ − εp + iη
, (2.66)

(ΣK
k )mn(ω) = −2iδmn(1 − 2 f (ω + nΩ))Γk(ω + nΩ). (2.67)

ここで Γk(ω) ≡
∑

p |Vkp |2πδ(ω − εp)は系と熱浴の間の結合の強さを表す．ここで，混成の遷移行列要素
Vkp は k に依存しないものとし (Vkp = Vp)*4，熱浴のエネルギースペクトルが十分広く，自己エネルギー

の実部は電子系の化学ポテンシャルに吸収され，虚部は ω に依存しないものとする (Γk(ω) = Γ)．これ
により，自己エネルギーは

(ΣR
k )mn(ω) = −iδmnΓ,

(ΣK
k )mn(ω) = 2iδmn(1 − 2 f (ω + nΩ))Γ (2.68)

のように簡単化される．

2.4 非平衡応答関数

ここでは二体相関関数として表される応答関数（感受率）の一般的表式を導く．これは文献 [198]によ
る非平衡 Green関数を用いた光学伝導度の定式化の自然な拡張となる．
一体の演算子

Oα(t) =
∑
µν

Oα
µν(t)ψ†

µψν (2.69)

の期待値 ⟨Oα(t)⟩ について，外場 f α(t)に対する応答を考える．ここで ψ†
ν は量子数 ν の電子の生成演算

子であり，添字 αは空間成分 (x, y, z)や運動量移行 (q)等を表す．外場との結合は次のハミルトニアンで
与えられるものとする．

Vext(t) = −
∑
µν

Fµν(t)ψ†
µψν . (2.70)

Fµν(t)は外場 f α(t)の汎関数である．応答関数は汎関数微分

χαβ(t, t ′) =
δ⟨Oα(t)⟩
δ f β(t ′) , (2.71)

または

⟨Oα(t)⟩ =
∑
β

∫ ∞

−∞
dt̄ χαβ(t, t̄) f β(t̄) (2.72)

により定義される．期待値 ⟨Oα(t)⟩ は lesser Green関数 G<
µν(t, t ′) = i⟨ψ†

ν (t ′)ψµ(t)⟩ を用いて

⟨Oα(t)⟩ = −i
∑
µν

Oα
µν(t)G<

νµ(t, t) (2.73)

*4 量子数 k が波数を表す場合には系と熱浴の間の結合が局所的であること意味し，Büttiker型の熱浴になる [48]．
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と表せることから，式 (2.71)は

χαβ(t, t ′) = χdia
αβ(t, t ′) + χ

pm
αβ (t, t

′), (2.74)

χdia
αβ(t, t ′) = −i

∑
µν

δOα
µν(t)

δ f β(t ′) G<
νµ(t, t), (2.75)

χ
pm
αβ (t, t

′) = −i
∑
µν

Oα
µν(t)

δG<
νµ(t, t)

δ f β(t ′) (2.76)

と書き直すことができる．ここで χdia, χpm はそれぞれ電流の反磁性応答および常磁性応答に対応するも

のである．

χpm を計算する．ハミルトニアンが式 (2.19)で与えられるものとし，Green関数を

G−1
µν(t, t ′) = G−1

µν (t, t ′) + δC(t, t ′)Fµν(t) − Σµν(t, t ′), (2.77)

G−1
µν (t, t ′) = δµνδC(t, t ′)(i∂t − εν) (2.78)

と定義する．運動方程式 (2.37)の両辺の外場 f に関する変分を取ると，δG−1 ◦ G + G−1 ◦ δG = 0より

δGνµ(t, t)
δ f β(t ′) = −

∑
κλ

∫
C

dt̄1dt̄2Gνκ(t, t̄1)
[
δG−1

κλ (t̄1, t̄2)
δ f β(t ′) +

δ(δC(t̄1, t̄2)Fκλ(t̄1))
δ f β(t ′) − δΣκλ(t̄1, t̄2)

δ f β(t ′)

]
Gλµ(t̄2, t)

= −
∑
κλ

∫
C

dt̄ Gνκ(t, t̄)
δFκλ(t̄)
δ f β(t ′)Gλµ(t̄, t) (2.79)

を得る．自己エネルギーを含む δΣ/δ f の項は応答関数のバーテックス補正を与えるが [48, 197–201]，
ここでは無視した．これにより，δG</δ f は

δG<
νµ(t, t)

δ f β(t ′) = −
∑
κλ

∫ ∞

−∞
dt̄

[
G11
νκ(t, t̄)

δFκλ(t̄)
δ f β(t ′)G12

λµ(t̄, t) − G12
νκ(t, t̄)

δFκλ(t̄)
δ f β(t ′)G22

λµ(t̄, t)
]

= −
∑
κλ

∫ ∞

−∞
dt̄

[
GR
νκ(t, t̄)

δFκλ(t̄)
δ f β(t ′)G<

λµ(t̄, t) + G<
νκ(t, t̄)

δFκλ(t̄)
δ f β(t ′)GA

λµ(t̄, t)
]

(2.80)

となる．二番目の等号では式 (2.18)を用いた．さらに計算を進めるためには Oα
µν および Fµν の具体的な

形を与える必要があるが，多くの場合には F (t̄)は時刻 t ′ = t̄ の外場 f β(t ′)にのみ依存する．すなわち，

δFκλ(t̄)
δ f β(t ′) = δ(t − t ′)Vβ

κλ, Vβ
κλ ≡ ∂Fκλ(t ′)

∂ f β(t ′) (2.81)

と表せる．この場合，χpm は

χ
pm
αβ (t, t

′) = i Tr
[
Oα(t)GR(t, t ′)Vβ(t ′)G<(t ′, t) +Oα(t)G<(t, t ′)Vβ(t ′)GA(t ′, t)

]
(2.82)

で与えられる．ここで Trは量子数に関するトレースを表す．特に Oα
µν(t)∗ = Qα

νµ(t)かつ Vα
µν(t)∗ = Vα

νµ(t)
を満たす場合には，式 (2.18)より

χ
pm
αβ (t, t

′) = −2 Im Tr
[
Oα(t)GR(t, t ′)Vβ(t ′)G<(t ′, t)

]
(2.83)

となる．

本論文では第 3章において光学伝導度 [式 (3.29)–(3.32)]，第 6章においてスピン感受率および電荷感
受率 [式 (6.41)]の解析を行った．
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第 3章

二重交換系における
光誘起強磁性―反強磁性転移

二重交換相互作用は伝導電子によって媒介される局在磁気モーメントの間の強磁性相互作用である．

本章では高強度の光照射によって誘起される実時間ダイナミクスの数値シミュレーションを行い，強磁

性金属状態から反強磁性状態への転移が起こることを示す．取扱う理論模型は反強磁性相互作用をあら

わに含まないため，これは高強度の光照射下において二重交換相互作用が反強磁性的に振舞うことを示

唆する．

3.1 理論模型

光照射下の非平衡状態における純粋な二重交換機構を議論するため，ここでは最も簡単な模型を考え

る．ハミルトニアンは

H = Hkin +HHund =
∑
⟨i j ⟩s

hi jc
†
iscjs −

J
S

∑
iss′

Si · σi (3.1)

で与えられる．ここで c†is はスピン s (= ↑, ↓) の電子をサイト i に生成する生成演算子であり，σi =∑
ss′ σss′c

†
iscis′ はサイト i における伝導電子スピンを表す．ベクトル σ = (σx, σy, σz)は Pauli行列であ

り，Si は局在スピンの演算子である．第一項 (Hkin)は伝導電子の運動エネルギーを表し，サイト i とサ

イト j の間の電子遷移積分が hi j で与えられる．第二項 (HHund) は伝導電子スピン σi と局在スピン Si

の間の Hund結合を表す．本章では局在スピンを大きさ S = 1のベクトルとして古典的に取り扱う．サイ
ト数を N，電子数を Ne，電子密度を ne = Ne/N と置く．x-y平面上の二次元正方格子を考え，x方向に周

期境界条件，y 方向に反周期境界条件を課す*1．電子遷移積分は最近接サイト間のみ非零 (hi j = −h < 0)
であるものとする．このとき，ne = 0.5かつ J/S ≳ 4hのとき強磁性金属状態が基底状態になることが知

られている．

本論文では電磁ポテンシャルに関して放射ゲージを採用する．光照射の効果は Peierls 位相として
hi j → hi jeieA(t)(ri−r j )/ℏ のように取り入れる．ここで A(t)は時刻 t におけるベクトルポテンシャルであ

り，ri はサイト i の位置を表す．直線偏光を考え，ベクトルポテンシャルを

A(t) = (F0/Ω)θ(t) sin(Ωt), F0 = (F0, F0) (3.2)

*1 両方向ともに周期境界条件を課した場合にはしばしば強磁性状態が不安定化する．伝導電子系が閉殻となるように境界条件
を決める必要がある [156, 165, 202]．
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と定義する．ここで F0 は電場振幅，Ωは光振動数を表す．関数 θ は階段関数である．これ以降，最近接

サイト間の電子遷移積分 h，電子の電荷 e (< 0)，格子定数 a，Dirac定数 ℏを 1とする単位系を採用す
る．ペロフスカイト型マンガン酸化物における典型的な値として h = 0.5 eVを考えると，時間の単位は
ℏ/h = 1.32 fsに対応する．他の物理量の SIとの対応については表 1.1にまとめた．

3.2 解析手法

3.2.1 実時間ダイナミクス

一般論

ここでは文献 [163, 164]に基づく実時間ダイナミクスの数値計算手法を説明する．ハミルトニアンが

H =
∑
i j

hi j[φ]c†i cj (3.3)

で与えられる系を考える．ここで c†i (ci)は電子の生成（消滅）演算子であり，添字 i, j は一般の量子数

を表す．係数 hi j[φ]は古典的な場 φ に依存するものとする．時刻 t における電子系の状態は単一 Slater
行列式で表される純粋状態

|Ψ(t)⟩ =
Ne∏
ν=1

ψ†
ν (t)|0⟩ (3.4)

であるものとする．ここで ψ†
ν (t)は量子数 ν の電子の生成演算子であり，Ne は系の電子数である．状態

|0⟩ は真空を表す．古典場が時間 t に依存する場合 (φ = φ(t))，ハミルトニアンの係数 hi j(t) = hi j[φ(t)]
も時間変化するために多彩な現象が現れる．

ハミルトニアン [式 (3.3)]における係数 hi j を対角化し，

H(t) =
∑
i j

hi j(t)c†i cj =
∑
ν

ενϕ
†
ν(t)ϕν(t) (3.5)

を得る．ここで ϕ†ν(t) は量子数 ν の電子の生成演算子であり，係数 hi j(t) が時間依存する場合には
Schrödinger描像においても陽に時間依存する．対角化する行列の次元 Ndim は系のクラスターサイズ N

に比例するため，多体相互作用を含むハミルトニアンの数値厳密対角化法 (Ndim ∼ exp(N))に比べて遥か
に大きいクラスターの解析が可能である．単一 Slater行列式 [式 (3.4)]における生成演算子 ψ†

ν (t)は，時
刻 t のハミルトニアンを対角化する演算子 ϕ†ν(t)を用いて次のように展開できる．

ψ†
ν (t) =

Ndim∑
µ=1

ϕ†µ(t)uµν(t), uµν(t) = ⟨0|ϕµ(t)ψ†
ν (t)|0⟩. (3.6)

ユニタリ行列 uµν(t)は初期条件として uµν(0) = δµν を満たすものとする．十分に短い時間間隔 [t, t + δt]
を考え，そこでは古典場 φ = φ(t)を一定と見なす．このとき時刻 t + δt におけるユニタリ行列 u(t + δt)
は，u(t)を用いて

uµν(t + δt) = ⟨0|ϕµ(t + δt)ψ†
ν (t + δt)|0⟩

= ⟨0|ϕµ(t + δt)eiH(t)δtψ†
ν (t)e−iH(t)δt |0⟩

=
∑
λ

⟨0|ϕµ(t + δt)eiH(t)δtϕ†λ(t)e
−iH(t)δt |0⟩uλν(t)

=
∑
λ

⟨0|ϕµ(t + δt)ϕ†λ(t)|0⟩e
iελ(t)δtuλν(t) (3.7)
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と表される．これにより状態 |Ψ(t)⟩ の時間発展を計算することが可能となる．
状態 |Ψ(t)⟩ に対して，一体の物理量

Ô(t) =
∑
µν

Oµν(t)ψ†
µ(t)ψν(t) (3.8)

の期待値 ⟨Ô(t)⟩ ≡ ⟨Ψ(t)|Ô(t)|Ψ(t)⟩ は次式で与えられる．

⟨Ô(t)⟩ =
Ndim∑
αβ

Oαβ(t)⟨0|

Ne∏
µ=1

ψµ(t)
ψ†

α(t)ψβ(t)
[
Ne∏
ν=1

ψ†
ν (t)

]
|0⟩ =

Ne∑
α=1

Oαα(t). (3.9)

実際の計算では始めに ψ†
ν (t)|0⟩ =

∑
µ ϕ

†
µ |0⟩uµν(t) を求めておき，これを用いて ⟨Ô(t)⟩ = ∑

ν Oνν(t) =∑
ν ⟨0|ψν(t)Ô(t)ψ†

ν (t)|0⟩ を評価する．前者は行列-行列積のため O(N3
dim)，後者は疎行列-密行列積*2と Ne

個のベクトル-ベクトル積に分解されるため物理量一つあたり O(N2
dim)の計算量となる．

二重交換模型 [式 (3.1)]への適用
電子系の初期状態として電子密度 ne < 1の強磁性金属状態を考える．これは単一 Slater行列式として

|Ψ(t)⟩ =
Ne∏
ν=1

ψ†
ν (t)|0⟩ (3.10)

と表される．ここで ψ†
ν は量子状態 ν の電子の生成演算子であり，|0⟩ は真空である．局在スピンを古典

的に取り扱うことで，時刻 t におけるハミルトニアンは

H(t) =
∑
i jss

his, js′(t)c†iscjs′ =
∑
ν

ενϕ
†
ν(t)ϕν(t) (3.11)

のように表され，2N 次元の係数行列 his, js′ を対角化することで一粒子エネルギー準位 εν と対応する生

成（消滅）演算子 ϕ†ν (ϕν)が得られる．上で議論したように，演算子 ψ† は ϕ† のユニタリ変換 [式 (3.6)]
により得られる．また，十分に短い時間間隔 [t, t + δt]を考え，この間の局在スピン配置 {Si(t)}の時間変
化は無視できるものとすると，電子系の時間発展は式 (3.7)により計算できる．物理量の期待値は式 (3.9)
により与えられる．

局在スピン系の時間発展は LLG方程式

∂Si

∂t
= heff

i × Si + αSi ×
∂Si

∂t
(3.12)

により計算する．ここで heff
i はスピン Si が感じる有効的な磁場であり

heff
i = −

⟨
∂H
∂Si

⟩
=

J⟨σi⟩
S

(3.13)

により定義される．十分に短い時間幅 δt に対して heff
i が一定と見なせるとき，LLG方程式は解析的に

解くことができる．有効磁場 heff
i と平行な方向に z 軸を取ったときの古典スピンの方位角を ϕ̃i(t)，天頂

角を θ̃i(t) = cos−1[Si · heff
i /(S∥heff

i ∥)]とすれば

δϕ̃i ≡ ϕ̃i(t + δt) − ϕ̃i(t) =
∥heff

i ∥δt

1 + S2α2 , θ̃i(t + δt) = 2 tan−1 [
tan(θ̃i(t)/2) exp(−Sαδϕ̃i)

]
(3.14)

*2 議論の対象となる物理量の多くは空間的に局所的な演算子とその和で表されるため，量子数 i, j をサイトを表す添字とすれ
ば行列 ⟨0 |ciÔc†j |0⟩ は疎行列になる．一方，行列 ⟨0 |c jψ†

ν |0⟩ =
∑

µ ⟨0 |c jϕ†
µ |0⟩uµν は一般に密行列である．
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となる*3．元の座標系における古典スピンの天頂角と方位角をそれぞれ θi, ϕi としたとき，θ̃i, ϕ̃i との関

係を知る必要がある．これは Rodriguesの回転公式を用いるのが簡便である．これによると，ベクトル v

を単位ベクトル nの周りに角度 φだけ回転させて得られるベクトル ṽ は

ṽ = v cos φ + (n × v) sin φ + n(n · v)(1 − cos φ) (3.15)

により与えられる．今の場合には

n =
heff
i

∥heff
i ∥

≡ (sin Θi cos Φi, sin Θi sin Φi, cos Θi), (3.16)

v = (sin θi cos ϕi, sin θi sin ϕi, cos θi) (3.17)

とする．はじめに Si を heff
i (t)を中心に角度 φ = ϕ̃i(t + δt) − ϕ̃i(t)だけ回転させ，これにより得られたベ

クトル S̃i から n⊥ = n × S̃i/∥n × S̃i ∥ を構成する．続いて S̃i を n⊥ のまわりに角度 φ = θ̃i(t + δt) − θ̃0
i

だけ回転させることで Si(t + δt)が得られる．

3.2.2 光学伝導度

第 2 章第 2.4 節で導出した表式 (2.75) および (2.82) を用いて光学伝導度の定式化を行う．ここでは
ta = t, tr = t − t ′ と定義する．遅延 Green関数および lesser Green関数を

GR
ν (ta, tr) =

∫ ∞

−∞

dω
2π

e−iωtr

ω + iη − εν(ta)
= −iθ(tr)e−iεν (ta)tr, (3.18)

G<
ν (ta, tr) =

∫ ∞

−∞

dω
2π

e−iωtr × 2πiδ(ω − εν(ta))nν(ta) = inν(ta)e−iεν (ta)tr (3.19)

と定義する．ここで nν(ta) = ⟨ϕ†ν(ta)ϕν(ta)⟩ である．波数空間での Green関数は

GX
ks,k′s′(ta, tr) ≈

∑
ν

⟨ks |ν(ta)⟩GX
ν (ta, tr)⟨ν(ta)|k′s′⟩ (3.20)

により与えられる．光学伝導度 σ は電場 F に対する電流密度 j の応答であり，

⟨ jα(t)⟩ =
∑
β

∫ ∞

−∞
dt̄ σαβ(t, t̄)Fβ(t̄) (3.21)

により定義される．一方，電流密度に共役な量はベクトルポテンシャルAであり，これに対する応答関

数として

⟨ jα(t)⟩ =
∑
β

∫ ∞

−∞
dt̄ χαβ(t, t̄)Aβ(t̄) (3.22)

により電流感受率 χ が定義される．放射ゲージではベクトルポテンシャルの時間微分が電場を与えるた

め，電気伝導度と電流感受率の間には

σαβ(t, t ′) = −
∫ ∞

t′
dt̄ χαβ(t, t̄) (3.23)

*3 天頂角 θ̃i (t)が十分に小さい場合には θ̃i (t + δt) ≈ θ̃i (t) exp(−δt/τ)となり，τ ≡ (1 + S2α2)/(Sα ∥heff
i ∥)を緩和の時定数と

見なすことができる．
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の関係が成り立つ．電流密度演算子とその結合ハミルトニアンはそれぞれ

jα(t) = 1
N

∑
ks

vαk−A(t),sc†
ks

cks, (3.24)

Vext(t) =
∑
ks

(εk−A(t),s − εks)c†kscks (3.25)

と表されるから，式 (2.69)および (2.70)における係数 Oα
µν(t), Fµν(t)は

Oα
ks,k′s′(t) = δkk′δss′v

α
k−A(t),s/N, (3.26)

Fks,k′s′(t) = −δkk′δss′(εk−A(t),s − εks) (3.27)

と定められる．ここで εks は強磁性金属相の初期状態におけるハミルトニアン [式 (3.1)]の Fourier変換
から

εks = −2(cos kx + cos k y) − J sgn(s) (3.28)

により与えられるスピン依存したエネルギーバンドであり，vks ≡ ∂kεk はその勾配である．式 (3.26)お
よび (3.27)より，反磁性応答と常磁性応答はそれぞれ

χdia
αβ(ta, tr) = −δ(tr)

1
N

∑
ks

∂2εk−A(ta),s
∂kα∂kβ

Im G<
ks,ks(ta, tr = 0), (3.29)

χ
pm
αβ (ta, tr) = − 2

N
Im Tr

[
vα(ta)GR(ta, tr)vβ(ta − tr)G<(ta,−tr)

]
(3.30)

と表される．トレースは kおよび sについて取る．光学伝導度は

σαβ(ω, ta) =
∫ ∞

−∞
dtr ei(ω+iη)trσαβ(ta, tr), (3.31)

σαβ(ta, tr) = −
∫ ∞

t′
dt̄ χαβ(ta = t, t̄r = t − t̄) = −

∫ tr

−∞
dt̄r χαβ(ta, t̄r)

=
1
N

∑
ks

θ(tr)
∂2εk−A(ta)
∂kα∂kβ

Im G<
ks,ks(ta, tr = 0)

+ 2
∫ tr

−∞
dt̄r Im Tr

[
vα(ta)GR(ta, t̄r)vβ(ta − t̄r)G<(ta,−t̄r)

]
(3.32)

により求められる．

3.3 結果

3.3.1 初期状態

初期状態として J = 4, ne = 0.5の強磁性金属相の基底状態を仮定する．伝導電子と局在スピンは完全
偏極しており，エネルギーバンドは Hund結合によって下部バンド（メジャースピンバンド）と上部バ
ンド（マイナースピンバンド）の二つに分裂する．この分裂幅（各バンドの中心間のエネルギー差）は

2J = 8 である．電子数密度 ne = 0.5 の場合は下部バンドの半分が電子で占有されたハーフメタルにな
る．完全偏極した状態では光照射は伝導電子の反磁性電流を誘起し，バンド間遷移を生じない．伝導電

子のスピン状態が不変であるため，局在スピンが感じる有効磁場 heff
i は時間変化せず，ゆえに局在スピ

ン自体も時間変化しない．これを避けるために，z軸正の向きの完全強磁性状態を基準としてすべての局
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在スピンに乱数に基づく揺らぎを導入した．この揺らぎは天頂角 [0, δθ]の範囲で一様分布になるように
与え，本章では δθ = 0.1 radとした．これは温度に換算して 0.001h = 10 K程度の熱揺らぎに相当する
と考えられる*4．

3.3.2 実時間ダイナミクス

光照射によって誘起される実時間ダイナミクスを議論する．特に断りのない限り，Gilbert減衰定数の
大きさを α = 1，数値計算上の時間幅を δt = 0.001とする．
光の電場振幅を F0 = 2，振動数を Ω = 1とした場合のエネルギー，一粒子エネルギー準位 εν とその電

子占有数 nν = ⟨ϕ†νϕν⟩，およびスピン構造因子 S(q)を図 3.1に示す．スピン構造因子は

S(q) = 1
S2N2

∑
i j

eiq(ri−r j )Si · Sj (3.33)

により定義される．これは
∑

q S(q) = 1を満たす．
図 3.1(c) のスピン構造因子から明らかなように，光照射による強磁性金属状態から反強磁性状態

(S(π, π) ≈ 0.9)への変化が見られる．この実時間ダイナミクスは大きく次の 5段階に分けられる．(i)光
照射前の初期状態 (t < 0)，(ii)光照射直後 (0 < t ≲ 30)，(iii)強磁性秩序の融解 (30 ≲ t ≲ 60)，(iv)反強
磁性秩序の発達 (60 ≲ t ≲ 150)，(v)反強磁性定常状態 (t ≳ 150)．
(i)光照射前の初期状態 (t < 0) 初期状態は ne = 0.5の強磁性金属状態である．図 3.1(b)は一粒子エネル
ギー準位の時間変化を示しており，線の色は対応する準位の電子占有数を表す．時刻 t = 0ではバンド幅
8の下部バンドと上部バンドの中心がそれぞれ εν = −4と εν = 4に位置しており，εν < −4の状態まで
電子が占有していることが確かめられる．このときスピン構造因子は S(0, 0) ≈ 1であり，局在スピンは
ほぼ完全な強磁性状態である．

(ii)光照射直後 (0 < t ≲ 30) 運動エネルギー ⟨Hkin⟩ は振動数 2Ωのコヒーレントな振動を示す．これは
光のベクトルポテンシャルに比例した伝導電子の瞬時的反磁性応答である．これを反映して，図 3.1(b)
には一粒子占有・非占有状態がそれぞれ断熱的に変化する様子が確認できる．後で議論するように，こ

の時間領域の振舞いは動的局在現象として良く記述できる．

(iii)強磁性秩序の融解 (30 ≲ t ≲ 60) ここではスピン構造因子の強磁性成分 S(0, 0)が急激に減少してお
り，強磁性秩序の融解が起こる．これに伴って伝導電子の下部・上部バンドのバンド幅W がW = 8から
W = 5程度まで大きく減少する．局在スピン配置の変化は下部バンドと上部バンドの間の電子遷移を引
き起こし，下部バンドの一粒子状態の電子占有数は一様な値へ向かって変化する．このときの S(q)を波
数空間で示したものが図 3.1(d)(e)であり，波数 q/π = (±0.75,∓0.75)にピークが現れる*5．これは偏光

方向に依存しており，実際に図 3.1(f)に示したように F0 = (2
√

2, 0)の場合には q = (π, 0)にピークを持

*4 局在スピンの揺らぎは天頂角について一様分布であること，ならびに伝導電子は一粒子準位をエネルギーの低い順に占
有していることから厳密には熱平衡状態ではないが，次のように温度と δθ の対応が見積もられる．局在スピンは Hund
結合を介して伝導電子スピンによる有効的な磁場を感じる．これによる Zeeman エネルギーは，二つのスピンのなす角
を θ として −(J/S)⟨σi ⟩ · Si = −J ∥ ⟨σi ⟩ ∥ cos θ ≡ −B cos θ と表される．角度 θ が [0, δθ] の範囲で一様に分布してい
る場合，局在スピン一つあたりのエネルギーの増分は平均 E1 = −B cos(δθ/2) である．一方，局在スピンの一粒子分配
関数は Z =

∫ 1
−1 d(cos θ) eβB cos θ = 2 sinh(βB)/(βB) となり，内部エネルギーは E2 = −∂ ln Z/∂β = −B coth(βB) + β−1

と求められる．これらのエネルギーが等しいと仮定すると温度 β−1 に関する方程式が得られる．各変数が S = 1, ne =

0.5, J = 4h, δθ = 0.1のとき B = −J ∥ ⟨σi ⟩ ∥S = −Jne = −2.0h であり，温度は β−1/h = 0.0025 ∼ 10−3 となる．これは文
献 [163, 164]の見積もりと同程度の値である．

*5 後にクラスターサイズ依存性 [図 3.5]について議論するように，(±0.75π, ∓0.75π) = (±π ∓ 2π/8, ∓π ± 2π/8)に現れるピー
クは熱力学極限 N → ∞では (π, π)に近付くと考えられる．
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図 3.1 光照射下の物理量の時間プロファイル．Hund結合の大きさは J = 4，電子数密度は ne = 0.5．
光の振幅と振動数は F0 = 2,Ω = 1 である．x̂, ŷ をそれぞれ x, y 方向の単位ベクトルとして，偏光
方向は (a)–(e) F0 ∥ x̂ + ŷ および (f) F0 ∥ x̂ とした．(a) 全エネルギー，Hund 結合項のエネルギー，
および運動項のエネルギー．黒色実線はベクトルポテンシャルの波形を表す．(b) 一粒子エネルギー
準位とその電子占有数．(c) 波数 q = (0, 0) および (π, π) におけるスピン構造因子．(d)–(f) 過渡状態
(t = 50, 70)におけるスピン構造因子．

つ．強磁性秩序が融解するまでの時間を tF と表し，ここでは S(0, 0) = 0.5となる時刻 t として定義する．

(iv)反強磁性秩序の発達 (60 ≲ t ≲ 150) 強磁性秩序の融解後，波数 q = (π, π)の構造因子 S(π, π)で特徴
付けられる反強磁性秩序が発達を始める．この典型的な時間を tAF と表し，S(π, π) = 0.5となる時刻 t と

して定義する．時刻 tF から時刻 tAF までの遅れについては後ほど議論する．バンド幅には時間的に平坦

な構造が現れ，およそW ∼ 3程度の値を取る．
(v)反強磁性定常状態 (t ≳ 150) 反強磁性定常状態が実現する．このとき下部バンドと上部バンドのバン

ドギャップはおよそ 2J であり，ハーフフィリング (ne = 1)の平衡状態と同様の Slaterギャップであると
解釈できる．下部バンドの電子状態はほぼ一様な占有数 ⟨nν⟩ = ne を示す．バンド幅はW ∼ 2程度の値
を取り，これはハーフフィリングの反強磁性状態におけるバンド幅に近い．

様々な電場振幅に対するバンド幅W，上部バンドの電子密度 Nupper
e /N，スピン構造因子 S(q)を図 3.2

に示す．光振動数は Ω = 1である．バンド幅は下部バンドの最高エネルギー状態と最低エネルギー状態
の差として計算しているが，電子正孔対称性により上部バンドのバンド幅と一致する．図 3.2(c)に示さ
れるように，強磁性秩序が融解するまでの時間は F0 の増大とともに短くなる．強磁性相関 S(0, 0)の減
少と同時にバンド幅W は縮小するが，これは伝導電子のバンド構造が局在スピン配置によって決定され

るためである．上部バンドの電子数密度は強磁性秩序の融解と同時に上昇するが，これは下部バンドの

電子が秩序融解による余剰なエネルギーを受け取ることで上部バンドへ励起されることを意味しており，

文献 [164]では Auger過程に類似したものとして解釈されている．上部バンドへ励起された電子が緩和
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図 3.2 電場振幅 F0 = 1.4–2 に対する (a) 電子のバンド幅，(b) 上部バンドの電子数密度，(c) 強磁
性スピン構造因子，(d) 反強磁性スピン構造因子の時間プロファイル．光振動数は Ω = 1．(a)(c)(d)
における黒色矢印は F0 = 1.55 の場合の時刻 tF および tAF を示す．(e) 強磁性秩序が融解するまで
の特徴的時間 tF をベクトルポテンシャル振幅 F0/Ω の関数としてプロットしたもの．実線は冪関数
(F0/Ω − c)γ によるフィッティング曲線．(f)時刻 t = 400–500の間で時間平均された運動エネルギー
と基底状態における運動エネルギーの比．黒色破線は Bessel関数 J0(F0/Ω)を表す．

するとともに反強磁性相関 S(π, π)が徐々に現れ，その立ち上がりの時刻は強磁性相関 S(0, 0)がほぼ完全
に消失した時刻と一致している．一方で，完全な反強磁性秩序が実現するまでの時間は電場振幅に大き

く依存する．第 4章において詳しく議論するように，この過渡状態において見られる反強磁性相関の非
単調な振舞いは電場振幅のみならず局在スピンの初期配置に大きく依存しており，長周期的なスピン構

造と密接な関係を持つ．

強磁性から反強磁性への光誘起転移の時間スケールを議論するため，強磁性秩序が融解する時刻 tF
の電場振幅依存性を議論する．図 3.2(e)は tF を無次元化された電場振幅（ベクトルポテンシャル振幅）

F0/Ω の関数として示しており，シンボルの種類は光振動数 Ω，減衰定数 α および初期揺らぎの大き

さ δθ を表す．ある (α, δθ) に対して tF は F0/Ω によってスケールされており，これは実線で示された
(F0/Ω − c)γ の形の関数でよくフィットすることができる．ここで γ ≈ 1であり，c は 1.1–1.3程度の値
を取っている．有限の c は，この光誘起反強磁性転移に対して電場振幅に閾値強度が存在することを意

味する．

強磁性秩序が融解する前の時間領域 (ii) における振舞いは動的局在として理解することができる．
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図 3.3 (a) 初期状態 (t = 0) における状態密度．青色で色付けされた領域は電子占有状態を表す．
(b)反強磁性定常状態 (t = 300)における状態密度と電子占有状態．(c)(d)下部バンド内一様分布を仮
定した場合の反強磁性状態と強磁性状態のエネルギー差．(c) では ne = 0.5，(d) では J = 8とした．
破線，一点鎖線，および実線はそれぞれ一次元格子，二次元正方格子，および三次元正方格子におけ

る結果を表す．

図 3.2(f)は次式で定義される運動エネルギーの長時間平均を示す．

K =
∫ Tmax

Tmax−∆T

dt
∆T

⟨Hkin⟩. (3.34)

ここでは Tmax = 500, ∆T = 100とした．K0 は初期状態における運動エネルギーである．閾値強度より小

さい電場振幅に対しては強磁性秩序は融解せず，F0/Ωの増加に対して運動エネルギーの比 K/K0 は単調

に減少しており，零次の Bessel関数 J0(F0/Ω)に従う．動的局在の理論 [143–146]によれば，連続波が
印加された強束縛自由電子模型の電子遷移積分は元の値の J0(F0/Ω)倍になり，これは得られた結果と整
合する．一方，F0/Ω ≳ 1.25の領域では Bessel関数からの差異が確認できる．これは強磁性秩序の融解
に伴ってバンド幅が減少することを反映している．

光照射によって現れた反強磁性定常状態について議論する．図 3.3(a), 3.3(b) はそれぞれ光照射前の
強磁性基底状態と光照射下の反強磁性定常状態 (t = 300) における状態密度を青色実線で示している．
青色で網掛けされた部分は状態密度に電子占有数を掛けたものであり，黒色破線は (a) 強磁性基底状態
(ne = 0.5)と (b)反強磁性基底状態 (ne = 1)における状態密度を表す．特に反強磁性定常状態における状
態密度は平衡状態の状態密度と良く一致している一方で，Fermi–Dirac 分布とは異なる一様な電子分布
が下部バンド内で実現している．反強磁性状態の安定性を議論するために，ここでは光照射下の定常状

態においても全エネルギーの低い状態がより安定であると仮定し，次のようにエネルギーの比較を行う．
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図 3.4 減衰定数 α = 0.1–2に対する (a)電子のバ
ンド幅，(b)強磁性スピン構造因子，(c)反強磁性ス
ピン構造因子の時間プロファイル．ここでサイト

数は N = 8× 8，Hund結合は J = 4，電子数密度は
ne = 0.5，電場振幅は F0 = 2，振動数はΩ = 1であ
る．初期揺らぎの最大値は δθ = 0.1に固定した．

図 3.5 サイト数 N = 8 × 8, 12 × 12, 16 × 16 の
クラスターにおける (a) 電子のバンド幅，(b) 強
磁性スピン構造因子，(c) 反強磁性スピン構造因
子の時間発展．(c) における破線は S(π, π) を表
す．(d)(e)波数空間におけるスピン構造因子 S(q)．
(d) N = 12×12, t = 200，(e) N = 16×16, t = 500．
他のパラメータは図 3.4と同一である．

局在スピン構造として完全強磁性状態のものと完全反強磁性状態のものを与え，それぞれにおいて下部

バンド内で一様な電子分布を仮定したとき，全エネルギーは次式により評価できる．

EX =

∫ 0

−∞
dε εDX (ε)ne (X = F,AF). (3.35)

ここで DX (ε)は強磁性または反強磁性状態における一粒子状態密度である．一次元格子，二次元正方格
子，三次元立方格子のそれぞれの場合について，反強磁性状態と強磁性状態とのエネルギー差 (EAF − EF)
を Hund 結合 J と電子数密度 ne の関数として図 3.3(c), 3.3(d) にそれぞれ示す．いずれの場合にも
(EAF − EF) < 0であり，これは下部バンドにおいて電子分布が一様である場合には反強磁性状態が強磁
性状態よりも常に低いエネルギーを持つことを意味する．このエネルギーの差異は，強磁性状態におい

て下部（メジャースピン）バンドと上部（マイナースピン）バンドの中心間のエネルギーが 2J であり，

反強磁性状態においては上部バンドの最低エネルギーと下部バンドの最高エネルギーの差が 2J であるこ

とに起因するものである．以上の解析から，反強磁性状態の実現には下部バンド内の一様な電子分布が

重要な役割を果たすことが強く示唆される．

続いて，いくつかの Gilbert緩和定数 αに対する時間発展の様子を図 3.4に示す．変数はこれまでと同
様に J = 4, ne = 0.5, δθ = 0.1, F0 = 2, Ω = 1としている．Gilbert緩和項がエネルギーや角運動量の保
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存則を破ることから自然に予想されるように，緩和定数の増大に伴って強磁性秩序が融解しバンド幅が

減少するまでの時間 tF は短くなることが分かる．一方で反強磁性相関 S(π, π)に関しては α に対して系

統的な振舞いは見られないものの，S(0, 0)の消失とほぼ同時に発達を始める点はこれまでの結果と同様
である．

クラスターサイズ N 依存性を図 3.5に示す．強磁性相関 S(0, 0)が減少する時刻は N に依存せず，同

時にバンド幅 W も W ∼ 3 程度まで減少する．その後，バンド幅には時間に対して平坦な領域が現れ，
S(π, π)が飽和するまで持続する．図 3.5(c)に破線で示されたものが S(π, π)であり，N が増加するにつ

れて S(π, π)の発達は緩やかになる傾向が見られる．この過渡状態における S(q)を全波数空間で示した
ものが図 3.5(d), 3.5(e)であり，q = (π, π)のみならずその周りの波数においても S(q)は有意な強度を持
つことが分かる．そこで，これらの和として

S̃(π, π) = S(π, π) + 2S(π − ∆q, π) + 2S(π, π − ∆q) + 2S(π − ∆q, π − ∆q) (∆q ≡ 2π/L) (3.36)

を定義し，図 3.5(c)に実線として示した．この S̃(π, π)はクラスターサイズ N に依存せず，強磁性相関

S(0, 0)の消失と同時に立ち上がり，時刻 t ∼ 300程度で飽和することが分かる．このことは強磁性秩序の
融解後直ちに局所的な反強磁性的状態が実現すること，ならびにクラスターサイズの増加とともに（準）

安定化する大域的（長周期的）スピン構造が実現することを示唆する．後者については第 4章において
詳しく議論する．

サイト数 N = 16 × 16のクラスターに対してより詳しい解析を行った．図 3.6は F0 = 2, Ω = 1の場
合の一粒子エネルギー準位とその占有数，スピン構造因子，直流電気伝導度（Drude重み）および光学
伝導度の時間依存性，ならびに光照射下の反強磁性定常状態における光学伝導度スペクトルを示す．こ

こで図 3.1に示した計算と同様に Hund結合の大きさを J = 4，電子数密度を ne = 0.5，Gilbert減衰定数
を α = 1とし，計算時間幅は δt = 0.005とした．図 3.1と同様に，光照射による強磁性状態から反強磁
性状態への転移が見られる．時間領域 (ii)に相当する光照射直後 0 < t ≲ 30では，下部バンドの電子占
有数と Drude重みが外場に追随した振動数 2Ωのコヒーレント振動を示す．その後強磁性秩序の融解に
伴って Drude重みの振幅は減少し，S(0, 0)の消失とほぼ同時に 0になる．これは下部バンド内で電子分
布が一様になることで正味の電流が流れない状態であり，一種の絶縁体転移と解釈できる．この磁気構

造の変化に伴って，光学伝導度スペクトルには ω = 2J を中心としたピーク構造が現れる．時刻 t = 900
から t = 1000の間で時間平均を取った光学伝導度を図 3.6に示す．下部バンドから上部バンドへの励起
ギャップに相当する ω = 2J を中心として ω = 2J ± nΩ (n = 1, 2, 3)の位置にピークが現れていることが
分かる．これらの光振動数 Ωに依存したピークは Floquetサイドピーク等と呼ばれるものであり，光照
射下の定常状態に特有のものである．
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図 3.6 (a)–(d)サイト数 N = 16 × 16のクラスターにおける物理量の時間発展．(a)一粒子準位と電子
占有数，(b)スピン構造因子，(c) Drude重み，(d)光学伝導度．(e)時刻 t = 900–1000の反強磁性定常
状態において時間平均された光学伝導度．ベクトルポテンシャル振幅は F0/Ω = 2であり，他のパラ
メータは図 3.1と同一である．
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以上の計算では外場として連続波を与えた．ここでは (1) デルタ関数的な電場パルスを与えた場合と
(2)デルタ関数的パルスの印加後に弱い連続波を照射した場合について，電子状態とスピン構造の時間発
展を図 3.7(a)(c), 3.7(b)(d)にそれぞれ示す．ここで (1)のベクトルポテンシャルと電場は

A(t) = A1θ(t), E(t) = −A1δ(t) (3.37)

で与えられ，(2)の場合は

A(t) = A1θ(t) +A0 sin[Ω(t − t0)]θ(t − t0), E(t) = −A1θ(t) − F0 cos[Ω(t − t0)]θ(t − t0) (3.38)

で定義される．A0 = F0/Ωは連続波のベクトルポテンシャル振幅である．デルタ関数的電場パルスは運
動量 δk =

∫
dt E(t)のシフトを与える [150]．ここではA1 = (π, π)とした．これによりパルス照射直後

の電子系は δk = (π, π)の運動量を獲得し，下部バンド内で反転分布が実現する．図 3.7(a)(c)より，時刻
t ∼ 50 程度で下部バンドの電子分布は一様分布に近づき，同時に反強磁性相関 S(π, π) が大きく発達す
ることが分かる．図 3.7(b)(d)は A1 = (π, π), F0 = (0.3, 0.3), Ω = 1, t0 = 50, α = 0.1の場合の時間発展
を示しており，比較的弱い連続波の印加によって下部バンド内一様分布が維持され，同時に S(π, π)が一
定の値を保つ様子が見られる．図 3.7(d)における赤色点線はA0 = 0とした場合の S(π, π)であり，時刻
t ∼ 600でほぼ完全に消失する．
電子系に対して直流外場と見なせるような高強度のテラヘルツ帯パルス*6を用いても同様に反強磁性

転移が生じる*7．ベクトルポテンシャルを A(t) = −θ(t)F0t とすると，これは直流電場 F (t) = θ(t)F0 を

表す．電場強度を F0 = (F0, F0), F0 = 1とした場合の時間発展の様子を図 3.8に示す．ここで j ∥ は電流

密度 j ≡ −N−1∂H/∂Aの電場に平行な成分 j ∥ = ( jx + j y)/
√

2である．電場印加直後 t = 0から t ≈ 10
まではスピン構造は変化せず，電子分布 nν および電流密度 j ∥ に周期 2π/F0 = 6.28の Bloch振動 [206]
が現れる*8．時刻 10 ≲ t ≲ 50において強磁性秩序は融解し，電流密度は 0に向かう．その後，反強磁性
秩序が発達を始め，t ≈ 200においてほぼ完全な反強磁性定常状態が実現する．
ここまでに示した光誘起反強磁性転移の結果をより意味のあるものにするためには実験的な検証が不

可欠である．対象物質としては代表的な二重交換系であるペロフスカイト型マンガン酸化物が有望であ

ると考えられる．光源としては高強度のテラヘルツ帯パルスが効率的である．Bloch 振動周期はパルス
光の半サイクル周期（1 THz の場合 0.5 ps）やバンド内緩和（散乱）の時間スケール（電子間相互作用
U ∼ 1–10 eVによる散乱の場合は 1/U ∼ 0.4–4 fs）よりも短くなければならない．したがって，パルスの
ピーク電場強度の閾値 Fth は Bloch振動周期を 2πℏ/(eFtha) ∼ 1 fsとすると Fth ∼ 82.7 MV/cmと見積も
られる．ここで eは電気素量であり，格子定数は a = 0.5 nmとした．ピーク強度が数十MV/cmに達す
るテラヘルツパルスの発生は既に報告されている [87, 207]．反強磁性状態の存在を観測するためには次
のような方法が考えられる．光学的な測定としては図 3.6に示したようなバンド間遷移による ω = 2J 付

近のピークの発達ならびに低エネルギーの Drudeピークの減少のほか，磁気光学 Kerr効果の信号の消滅
や 2マグノン Raman散乱の出現等が期待される．他にも時間分解磁気 X 線回折による反強磁性 Bragg
ピークの観測は直接的な証拠になると考えられる．また，時間・角度分解光電子分光を用いることでエ

ネルギーバンドの折りたたみやバンド幅の狭幅化が確認できる可能性がある．

*6 非線型輸送現象と非線型光学現象のクロスオーバーは Keldyshの断熱パラメータ γ = Ω/(ξF0)により特徴付けられ，γ が十
分小さい場合には交流電磁場を直流電磁場と見なすことができる [48, 203–205]．

*7 第 5章で明らかになるように，強磁性金属状態において時間平均された電子分布が下部バンド内で一様分布に近付くと反強
磁性的なスピン揺らぎが増強され，これが反強磁性転移の駆動力になると考えられる．

*8 格子定数を a = 0.5 nm，最近接サイト間の電子遷移積分の大きさを h = 0.5 eV とすると，上記の直流電場の大きさ
∥F0 ∥ =

√
2は 14.1 MV/cmに相当し，Bloch振動周期 2π/F0 = 6.28は 8.3 fsに対応する [表 1.1]．
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図 3.7 上段：一粒子エネルギー準位および電子占有数，下段：スピン構造因子．左列は A1 =

(π, π), F0 = 0, α = 1，右列はA1 = (π, π), F0 = (π, π), t0 = 50, α = 0.1．光振動数はいずれも Ω = 1
である．サイト数は N = 8 × 8．

図 3.8 直流電場 F0 = (F0, F0), F0 = 1を印加した際の実時間発展．(a)一粒子エネルギー準位と電子
占有数，(b)スピン構造因子，(c)電流密度の電場に平行な成分．Hund結合の大きさは J = 4，電子数
密度は ne = 0.5，減衰定数は α = 1，サイト数は N = 8 × 8である．
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3.4 まとめ

本章では二重交換模型における光誘起実時間ダイナミクスの数値計算を行った．伝導電子系と古典局

在スピン系の時間発展はそれぞれ Schrödinger方程式と LLG方程式により記述される．解析の結果，次
のことが明らかになった．

• 高強度の連続波またはパルス光による非共鳴励起によって，強磁性金属状態から反強磁性絶縁体
状態への転移が起こることを数値的に示した．これは通常の強磁性的二重交換相互作用では説明

できない現象である．

• 連続波励起の場合，強磁性秩序が融解するまでの時間はベクトルポテンシャルの振幅 F0/Ωの関
数として表されること，ならびに閾値強度が存在することを示した．

• 反強磁性定常状態においては，下部バンド内の電子占有数が一様な分布になることが見出された．
これをもとに強磁性状態と反強磁性状態の双方に関して全エネルギーの比較を行い，下部バンド

内が一様に占有された非平衡状態においては幅広いパラメータ領域で反強磁性状態のエネルギー

が低いことを明らかにした．

本章ではサイト数 N = 8× 8から N = 16× 16まで計算を行い，いずれの場合にも反強磁性状態が現れ
ることを確認した．完全な反強磁性状態が現れるまでの時間はサイト数の増加とともに増大する傾向が

見られ，過渡状態におけるスピン構造因子の解析から長周期的なスピン構造の存在が示唆された．この

過渡ダイナミクスに関する詳細な解析は第 4章に示す．
動的局在の理論 [143]によると非共鳴連続波照射は電子のバンド幅を有効的に狭幅化することが知ら
れており，式 (3.1)の二重交換模型においては Hund結合 J が相対的に強められると考えられる．一方，

平衡状態相図において強磁性金属状態は J が十分大きい領域においても安定的に存在している [156]．し
たがって，ここで見出された反強磁性定常状態は単純な動的局在効果だけでは理解することができない．

反強磁性状態の起源を考察するため，本章では光照射下の定常状態における全エネルギーの解析を行っ

た．しかしながら，理論模型 [式 (3.1)]は反強磁性的相互作用を陽には含まず，光照射下において誘起さ
れる反強磁性転移の駆動力（微視的機構）については明らかにされていない．これに関して，第 5章に
おいて非平衡 Green関数法を用いた解析を行う．
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第 4章

光誘起過渡ダイナミクスにおける
トポロジカルスピン構造

磁性体におけるトポロジカルまたはカイラルなスピン構造の物理は重要な研究課題の一つであ

る [55, 208–210]．スピンボルテックスやスカーミオン等の磁気構造はトポロジカルな量で特徴付けら
れ，強磁性状態や反強磁性状態から熱的または磁気的に励起された状態において現れる．また，螺旋磁

性や円錐磁性等のカイラルな磁気秩序はしばしば幾何学的位相を介して電気磁気効果や異常ホール効果

等を生み出す．これらのトポロジカルな磁気構造やカイラルな磁気構造を実現する系に広く共通する特

徴の一つが強いスピン軌道相互作用である．これにより反対称相互作用や磁気異方性が生じ，非共線的

(non-collinear)または非共面的 (non-coplanar)な磁気秩序が安定化する．近年，光照射による磁性制御の
研究はこのようなトポロジカル・カイラルな磁気構造へとその対象を広げつつあり，電気マグノンの光

励起によるスピンカイラリティの操作等 [211–214]のほか，円偏光や光渦等を用いたスカーミオンの生
成や制御が提案または報告されている [215–224]．
第 3章では，二重交換模型で記述される強磁性金属状態に高強度の光照射を行うことで反強磁性状態
への転移が起こることを見出した．スピン構造因子の解析等から反強磁性状態が実現する前の過渡状態

における長周期的なスピン構造の存在が示唆された．本章ではこの過渡ダイナミクスに注目してスピン

カイラリティを中心とした解析を行い，有限のトポロジカル数を持つ磁気構造が現れることを示す．

4.1 理論模型

理論模型としては第 3章と同一のハミルトニアン

H =
∑
⟨i j ⟩s

hi jc
†
iscjs −

J
S

∑
iss′

Si · σi (4.1)

で定義される二重交換模型を採用する．ここで c†is はスピン s (= ↑, ↓)の電子をサイト iに生成する生成演

算子であり，σi =
∑

ss′ σss′c
†
iscis′ はサイト i における伝導電子スピンを表す．σ = (σx, σy, σz)は Pauli

行列を成分に持つベクトルであり，Si は局在スピンの演算子である．第 3章と同様に局在スピンを大き
さ S = 1のベクトルとして古典的に取り扱う．サイト数を N，電子数を Ne，電子密度を ne = Ne/N と置

く．x-y 平面上の二次元正方格子を考え，x 方向に周期境界条件，y 方向に反周期境界条件を課す．電子

遷移積分は最近接サイト間のみ非零 (hi j = −h < 0)であるものとする．電子数密度を ne = 0.5，Hund結
合の大きさを J/S ≳ 4hとする．このとき基底状態は完全強磁性状態であるが，実時間発展の初期状態に

はすべての局在スピンに対して乱数に基づく揺らぎ δθ = 0.1 radを与える．
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解析する物理量は第 3章で定義したスピン構造因子

S(q) = 1
N2

∑
i j

eiq(ri−r j )Si · Sj, (4.2)

最近接サイト間の二つの局在スピンがなす角の平均値

θ̄ =
1

2N

∑
⟨i j ⟩

cos−1(Si · Sj) (4.3)

のほか，交替スカラーカイラリティ

χA(B) =
1

4π

∑
i∈B(A)

[
χi+x̂,i+ŷ,i−x̂ + χi−x̂,i−ŷ,i+x̂

]
(4.4)

および副格子毎に定義されるスピンの巻き付き数

QA(B) =
1

4π

∑
i∈B(A)

[
Ai+x̂,i+ŷ,i−x̂ +Ai−x̂,i−ŷ,i+x̂

]
, (4.5)

ならびに一様ベクトルカイラリティ

P =
1
N

∑⟨i j ⟩(rj − ri) × (Si × Sj)

 (4.6)

である．上式の一様ベクトルカイラリティ P は電気分極に対応する量である [225]．ここで A,Bは副格
子を表すラベルであり，添字 i +mx̂ + nŷ は位置 ri + (m, n)のサイトを示す．局在スピンに対しては周期
境界条件を課す．Ai jk はスピン Si,Sj,Sk によって張られる立体角であり，球面三角法によると次式で

与えられる．

Ai jk = sgn[Si · (Sj × Sk)](Ci jk + Cjki + Cki j − π), (4.7)

Ci jk = cos−1


Sj · Sk − (Sk · Si)(Si · Sj)√
1 − (Sk · Si)2

√
1 − (Si · Sj)2

 . (4.8)

また，χi jk は次式で定義されるスカラーカイラリティである．

χi jk =
1
2
Si · (Sj × Sk). (4.9)

立体角 Ai jk が 4π より十分小さい場合，スカラーカイラリティ χi jk は次式のように Ai jk と一致する．

Ai jk ≈ χi jk . (4.10)

数学的には，古典局在スピン Si は格子点 i から半径 S = 1 の二次元球面 S2 への写像である．これ

が空間の各点に連続的に定義されているものとすると，場m(ri) = Si は二次元空間 R2 から S2 への連

続写像 R2 ∋ r 7→ m(r) ∈ S2 と見なすことができる．定義域が R2 やその閉集合の場合にはそれぞれ無

限遠点または境界上の点を同一視し，そこでmは等しいものとする*1．このときmと同値（ホモトー

プ）な写像全体（同値類）はホモトピー類と呼ばれ，これらの間に適切に積を定義すると二次元ホモト

*1 有限サイズの離散的な格子系を考える場合には周期境界条件を課す．
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ピー群 π2(S2)が得られる*2．これは整数の加法群と同型であることが知られており，以下の巻き付き数

(winding number)により特徴付けられる．

wS2 =
1

4π

∫
dxdym(r) · (∂xm(r) × ∂ym(r)) (∈ Z). (4.11)

これは Pontryagin 数やスカーミオン数とも呼ばれ，直観的には二次元球面 S2 がスピンm により何回

覆われるかを表す．本章では離散的な格子系を考えるため，巻き付き数を式 (4.5)により定義した*3．な

お，副格子毎のスピンの巻き付き数としては他にも

Q′
A(B) =

1
4π

∑
i∈B(A)

[
Ai−ŷ,i+x̂,i+ŷ +Ai+ŷ,i−x̂,i−ŷ

]
, (4.12)

または

Q′′
A(B) =

1
8π

∑
i∈A(B)

[
Ai,i+x̂−ŷ,i+x̂+ŷ +Ai,i+x̂+ŷ,i−x̂+ŷ +Ai,i−x̂+ŷ,i−x̂−ŷ +Ai,i−x̂−ŷ,i+x̂−ŷ

]
(4.13)

等の定義が考えられる．QX および Q′
X は数値精度内で厳密に整数値を取り，両者は多くの場合に一致す

る．Q′′
X は QX と Q′

X の平均値を与え，|QX − Q′
X | が奇数の場合には Q′′

X は半整数値となる
*4．ゆえに

QX または Q′
X が副格子 X の巻き付き数として適当であると考えられ，本章では式 (4.5)の QX を採用し

た．一方，スカラーカイラリティ [式 (4.4)]は連続的な値を取るため上記のような定義の仕方に依らずほ
ぼ同じ値を与える．

4.2 解析手法

実時間ダイナミクスの解析には第 3章と同様の手法を用いた．第 3.2.1節で導入した厳密対角化に基づ
く手法は，電子系の非断熱的な時間発展を O(N3

dim)の計算量で計算できる手法である．一方，電子系が常
に熱平衡状態にあるものとして古典場 φ の実時間ダイナミクスのみを考える場合には計算量が O(Ndim)
まで削減され，より大きなクラスターを取扱うことができる．これはカーネル多項式法 [230]と自動微分
法を組み合わせることで可能となる [65, 175, 231–234]．本章では補助的な解析としてこの手法を用いて
クエンチダイナミクスの計算を行った．以下，これについて説明する．

古典場 φと結合した電子系のハミルトニアンH = ∑
i j hi j[φ]c†i cj を考える．この分配関数は

Z = Tr
φ

Tr
c

exp

[
−β

(
H − µ

∑
i

c†i ci

)]
(4.14)

と定義される．ここで Trφ は古典場，Trc は電子についてのトレースであり，βは逆温度である．後者の
トレース

Z[φ] ≡ e−βF[φ] = Tr
c

e−β(H−µ∑
i c

†
i ci ) (4.15)

より，古典場 φの自由エネルギーは

F[φ] = − 1
β

∑
ν

ln
[
1 + e−β(εν−µ)

]
=

∫
dε ρ(ε)F (ε) (4.16)

*2 ホモトピー群の導入は文献 [208, 226–228]に譲る．
*3 格子系では文献 [229]において導入された定義が用いられることが多い．
*4 実時間ダイナミクスにおいてQX が不連続に変化する時刻の前後ではQ′

X , QX となりやすい．また，実際上は |QX −Q′
X |

が 1を超えることはない．
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と表される．ここで ρ(ε) = ∑Ndim
ν=1 δ(ε − εν)は一粒子状態密度であり，関数 F は

F (ε) = − 1
β

ln
[
1 + e−β(ε−µ)

]
(4.17)

により定義される．

カーネル多項式法による自由エネルギーの評価

ハミルトニアン行列 hi j の全ての固有値が [−1, 1]に含まれるように，その最大固有値と最小固有値を
Emax と Emin として

H → H̃ = H − b
a

, a =
Emax − Emin

2 − η , b =
Emax + Emin

2
(4.18)

のようにスケールする．η は |η | ≪ 1 の正の定数である．以降チルダは省略する．これにより状態密度
ρ(ε)を Chebyshev多項式を用いて次のように展開できる．

ρ(ε) ≈ 1
π
√

1 − ε2

M−1∑
n=0

(2 − δn0)gnµnTn(ε). (4.19)

ここで Tn(x) = cos(n cos−1(x))は第一種 Chebyshev多項式であり，漸化式

Tn(x) =


1 (n = 0)
x (n = 1)
2xTn−1(x) − Tn−2(x) (n > 1).

(4.20)

を満たす．gn は有限の M による振動を抑制する係数

gn =
(M − n + 1) cos

( πn
M + 1

)
+ sin

( πn
M + 1

)
cot

( π

M + 1

)
M + 1

(4.21)

である．係数 µn は

µn =

∫ 1

−1
dε ρ(ε)Tn(ε) =

∫ 1

−1
dε

D−1∑
ν=0

δ(ε − εν)Tn(ε) =
D−1∑
ν=0

Tn(εν) =
D−1∑
ν=0

⟨ν |Tn(H̃)|ν⟩ = Tr Tn(H̃) (4.22)

で定義される．以上より，自由エネルギーは次のように表される．

F[φ] =
∫ 1

−1
dε ρ(ε)F (ε) =

M−1∑
n=0

Cnµn, Cn =
(2 − δn0)gn

π

∫ 1

−1
dε

Tn(ε)F (ε)
√

1 − ε2
. (4.23)

係数 Cn の積分は Chebyshev–Gauss quadrature により効率的に評価できる．すなわち，関数 f (x) に対
して ∫ 1

−1
dx

Tn(x) f (x)
√

1 − x2
≈ π

NM

NM∑
j=1

cos
[
n cos−1

{
cos

(
π

2NM
− π j

NM

)}]
f (xj)

=
π

NM

NM−1∑
j=0

cos
(

nπ
2NM

+
nπ j
NM

)
f (xj) (4.24)

が良い近似を与える．ここで

xj = cos
(2 j − 1)π

2NM
(4.25)
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であり，NM = 2M とするのが最適である．関数 f (x)が実関数であれば，fj = f (xj) ( j = 0, 1, . . . , NM −1)
と置いて

Cn =
(2 − δn0)gn

π

∫ 1

−1
dx

Tn(x) f (x)
√

1 − x2
≈ (2 − δn0)gn

NM
Re

NM−1∑
j=0

eiπnj/NM einπ/(2NM ) fj (4.26)

と書ける．ここで fj ( j = NM, NM + 1, . . . , 2NM − 1)を fj+NM = fj ( j = 0, 1, . . . , NM − 1)として定義す
れば

Cn =
(2 − δn0)gn

2NM
Re

2NM−1∑
j=0

e2iπnj/(2NM )einπ/(2NM ) fj (4.27)

となり，配列 {einπ/(2NM ) fj}2NM−1
j=0 に対する高速 Fourier変換を実行できる．残る問題は係数 µn の評価

であるが，これは S (≪ D)個のランダムな D 次元列ベクトル {|ri⟩} からなる D × S 行列 Rを用いて次

のように近似できる．

µn = Tr Tn(H̃ ) ≈
S∑
i=1

⟨ri |Tn(h[φ])|ri⟩ = Tr
[
R†Tn(h[φ])R

]
= Tr

[
R†αn

]
=

S∑
i=1

D∑
j=1

R∗
ji(αn)ji . (4.28)

ベクトル |ri⟩ は ⟨ri |ri⟩ = 1/S となるように与える．ここで D × S 次元行列 αn は再帰的に

αn = Tn(h[φ])R =


R (n = 0)
hR (n = 1)
2hαn−1 − αn−2 (n > 1)

(4.29)

で定義される．

自動微分 (automatic differentiation)
古典場 φの時間発展は，例えば overdamped Langevin方程式

φ(t + δt) − φ(t) = −∂F
∂φ

δt +
√

2β−1δtη(t) (4.30)

により記述される．ここで ηi(t) は分散 1 の Gauss 分布に従うランダム変数である．古典スピン系では
Langevin方程式の代わりに stochastic Landau–Lifshitz方程式を用いる文献もあるが，いずれにせよ自由
エネルギーの勾配 ∂F/∂φを O(N)の計算量で精度良く評価する必要があり，これは reverse accumulation
型の自動微分を利用することで可能となる．すなわち，自由エネルギーのハミルトニアン行列 h に関す

る微分 ∂F/∂hi j を求め，連鎖律を利用して ∂F/∂φを求める．
自由エネルギー F[φ] の表式 (4.23) において，h に依存する部分は µn = Tr Tn(h) である．ここで

hi j = ⟨i |h| j⟩ (|i⟩ = c†i |0⟩)として Tr hn を hkl で微分すると

∂

∂hkl
Tr hn =

∂

∂hkl

∑
{i }

hi1i2 hi2i3 · · · hin i1 =
n−1∑
m=0

Tr
[
hm |k⟩⟨l |hn−m−1] = n(hn−1)lk (4.31)

となることから，

∂F
∂φ
=

∑
i j

(
dF
dhT

)
ji

∂hi j
∂φ
=

∑
i j

⟨c†i cj⟩
∂hi j
∂φ

(4.32)
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である．ここで Tは転置を表す．自由エネルギー F =
∑M−1

m=0 Cmµm に対して，

∂F
∂µm

= Cm,
∂µm
∂αm;lk

=
∂

∂αm;lk

S∑
i=1

D∑
j=1

R∗
jiαm;ji = R∗

lk (4.33)

であり，αm の従う漸化式 αm = 2hαm−1 − αm−2 より

∂αm+1;lk

∂αm;i j
=

∂

∂αm;i j

∑
a

2hlaαm;ak = 2hliδjk, (4.34)

∂αm+2;lk

∂αm;i j
=

∂

∂αm;i j
(−1)αm;lk = −δilδjk, (4.35)

∂αm;lk

∂hi j
=

∂

∂hi j

{∑
a hlaα0;ak (m = 1)∑
a 2hlaαm−1;ak − αm−2;lk (m > 1)

=

{
δilα0;jk (m = 1)
2δilαm−1;jk (m > 1)

(4.36)

を得る．勾配の計算に必要な dF/dhT を求めるには，まず dF/dµm を求め，次に dF/dαm を求める．前

者は

dF
dµm

= Cm (4.37)

である．後者は連鎖律より

dF
dαm

=
dF

dµm

∂µm
∂αm

+
∑
lk

dF
dαm+1;lk

∂αm+1;lk

∂αm
+

∑
lk

dF
dαm+2;lk

∂αm+2;lk

∂αm
(4.38)

となる．この (i, j)成分は

β∗m−1;i j ≡
dF

dαm;i j
= CmR∗

i j + 2
∑
lk

β∗m;lkhliδjk −
∑
lk

β∗m+1;lkδilδjk

= CmR∗
i j + 2

∑
l

h∗ilβ
∗
m;l j − β∗m+1;i j (4.39)

である．ここで hのエルミート性を用いた．両辺の複素共役を取れば，(D, S)行列 βm は再帰的に

βm = Cm+1R + 2hβm+1 − βm+2;i j (4.40)

と表される．自由エネルギーは αm (m ≥ M) に依存しないため βM−1 = βM = 0 である．以上より，
dF/dhT は (

dF
dhT

)
ji

=
dF

dhi j
=

M−1∑
m=1

∑
lk

β†
m−1;kl

∂αm;lk

∂hi j

=
∑
lk

β†0;klδilα0;jk +

M−1∑
m=2

∑
lk

βm−1;kl2δilαm−1;jk

=

S∑
k=0

α0;jk β
†
0;ki + 2

M−2∑
m=1

S∑
k=0

αm;jk β
†
m;ki, (4.41)

すなわち

dF
dhT = α0β

† + 2
M−2∑
m=1

αmβ
†
m (4.42)
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と書ける．まとめると，∂F/∂φは

∂F
∂φ
=

∑
i j

dF
dhi j

∂hi j
∂φ

,
dF

dhi j
=

S∑
k=0

α0;jk β
∗
0;ik + 2

M−2∑
m=1

S∑
k=0

αm;jk β
∗
m;ik (4.43)

により求められる．

4.3 結果

第 3 章と同様に外場として連続波を印加し，実時間ダイナミクスの計算を行う．電場振幅は F0 = 2，
振動数は Ω = 1，Gilbert減衰定数の大きさは α = 1である．数値計算上の時間幅はサイト数 N = 12× 12
の場合に δt = 0.005とし，N = 16 × 16の場合に δt = 0.01とした．図 4.1は N = 16 × 16のクラスター

図 4.1 実空間における局在スピンのスナップショット．(a)初期状態 (t = 0)，(b)反強磁性定常状態
(t = 1000)，(c)(d)過渡状態 (t = 500)．(d)は副格子 Aの局在スピンのみ図示したものである．矢印の
色は局在スピンの z 成分を表す．サイト数は N = 16 × 16であり，局在スピンには周期境界条件を課
した．
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図 4.2 (a)電子のバンド幅，(b)スピン構造因子，(c)副格子スピン巻き付き数，(d)ベクトルカイラリ
ティの時間プロファイル．時刻 t = 100–300の色付けされた領域は “中間時間領域”に対応する（本文
参照）．サイト数は N = 12 × 12である．

における局在スピンの実空間スナップショットである．図 4.1(a)(b)は時刻 t = 0および t = 1000におけ
るスピン配置の一部を示しており，第 3章で議論したようにそれぞれ強磁性状態，反強磁性状態である
ことが確かめられる．図 4.1(c)(d)は時刻 t = 500の過渡状態におけるスピン配置を示しており，矢印の
色はスピンの z 成分を表す．局所的には反強磁性的にスピンが配列している一方で，大域的には渦状の

構造が現れている．これを定量的に評価するため，スピンカイラリティの計算を行う．

図 4.2はサイト数 N = 12 × 12のクラスターにおけるバンド幅W，スピン構造因子 S(q)および最近接
スピン間の平均角度 θ̄，巻き付き数 QX，ベクトルカイラリティ Pの時間発展を示している．長距離の強

磁性秩序を表す S(0, 0)は時刻 t = 80前後までに急速に消失し，同時に短距離の反強磁性相関を反映する
最近接スピン角度 θ̄ が 0.75π 程度まで発達する．強磁性秩序の融解後，完全な反強磁性定常状態が実現
するまでの時刻 t ∈ [100, 300]の領域をここでは “中間時間領域”と呼び，図 4.2において色付けして示
した．この過渡状態において，バンド幅はW ∼ 3程度の一定の値を取り，同時に有限の副格子巻き付き
数と一様ベクトルカイラリティが現れていることが分かる．巻き付き数はそれぞれの副格子で符号の異

なる非零の整数値を取る．これは反強磁性スカーミオンに類似したトポロジカルな磁気欠陥の存在を示

唆する．ベクトルカイラリティを反映する P は過渡状態でのみ現れ，これは強磁性状態から反強磁性状

態への転移の過程で自発的に空間反転対称性が破れた状態が実現していることを意味する．

以上の計算では，局在スピンのランダムな初期揺らぎを一定にして電場振幅や光振動数等に対する依存
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図 4.3 局在スピンの 9通りの初期配置 (#1–#9)に対する (a)強磁性スピン構造因子，(b)反強磁性ス
ピン構造因子，(c)副格子スカラーカイラリティ，および (d)ベクトルカイラリティの時間プロファイ
ル．初期配置の揺らぎの大きさの最大値はいずれも δθ = 0.1である．(b)–(d) における黒色太線と灰
色の領域はそれぞれ平均と標準偏差を表す．サイト数は N = 16 × 16である．

性を議論した．初期揺らぎの最大角を δθ = 0.1とする 9通りの初期スピン配置を生成して，その時間発
展を計算した．電場振幅を F0 = 2，光振動数をΩ = 1とした場合の結果を図 4.3に示す．図 4.3(b)–4.3(d)
の黒色実線は 9通りの時間プロファイルの平均値，灰色で網掛けされた領域はそれらの標準偏差を表す．
強磁性相関 S(0, 0)は初期状態に依存せず，同一の時間発展をする．これに対し，反強磁性相関 S(π, π)，
副格子スカラーカイラリティ |χA |，およびベクトルカイラリティ P の標準偏差は標本の最大値と最小値

の差と同程度の大きさであり，これらの物理量は初期状態における局在スピンの揺らぎに大きく依存す

ることが分かる．これらの時間発展は大きく次の二通りに分類される．(1)反強磁性相関 S(π, π)が速や
かに 0.9以上まで上昇し，t ∼ 400程度で定常状態に達するもの．スカラーカイラリティ χとベクトルカ

イラリティ P は S(π, π)が現れはじめる時刻でピークを取り，その後 0に向かう．(2)スカラーカイラリ
ティ |χX | やベクトルカイラリティ P に時間的に一定な（プラトー）領域が現れ，これが比較的長時間

(t ≲ 1000)持続した後，反強磁性定常状態に向かうもの．プラトーの時間幅は初期配置に依存する．以上
の結果は，一度生成された磁気欠陥が準安定的であること，ならびにこれが消滅すると同時にほぼ完全

な反強磁性状態が実現することを示す．

カーネル多項式法を用いて局在スピンの実時間ダイナミクスを解析した．第 4.2 節で述べたとおり，
この手法では電子系は各時刻で逆温度 β の熱平衡状態にあるとして自由エネルギーを評価するものであ

る．電子系のダイナミクスを無視する代わりに，より大きいクラスターで局在スピンのダイナミクスを

調べることが可能となる．ここでは初期状態としてハーフフィリング (ne = 1) の強磁性状態を用意し，
その後の時間発展を計算した．これはキャリアがドープされた強磁性状態 (µ = −J) からハーフフィリ
ング (µ = 0) への化学ポテンシャルのクエンチ，または強磁場下の強制強磁性状態から無磁場への磁場
クエンチを行った際のダイナミクスであると解釈できる．第 3章では光誘起反強磁性定常状態において
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図 4.4 化学ポテンシャル µi = −J/S = −4から µf = 0へのクエンチ後の実時間ダイナミクスにおけ
る (a)スピン構造因子と最近接スピン間角度，(b)副格子スピン巻き付き数とスカラーカイラリティ，
および (c)ベクトルカイラリティ．サイト数は N = 32 × 32である．

下部バンド内の電子占有数が一様な分布（εν < 0 に対して nν = ne）になることを示したが，この点で

光照射とクエンチに共通した実時間ダイナミクスが現れる可能性がある．トレースを確率的に評価する

ためのランダムベクトルの数は 100とし，Chebyshev多項式は 200次まで展開した．また，サイト数は
N = 32 × 32，時間発展の時間幅は δt = 0.1とした．初期状態におけるスピン配置の揺らぎの大きさ等の
パラメータはこれまでと同じ値に設定した．

図 4.4は典型的な時間発展の様子を示す．ここではスピン構造因子，巻き付き数およびスカラーカイラ
リティ，ならびにベクトルカイラリティのほか，式 (4.3)で定義される最近接サイト間の二つの局在スピ
ンがなす角の平均値を示している．図 4.5には時刻 t = 200および t = 1000における局在スピンを円錐
として表したスナップショットであり，色はスピンの紙面垂直 (z)成分の値を表す．図 4.4(a)より，強磁
性相関 S(0, 0)は時刻 t = 100までにほぼ完全に消失し，これと同時に θ̄ が 0から 0.7π以上にまで急速に
発達する．これは強磁性秩序の融解とほぼ同時に短距離的には反強磁性スピン配列が現れることを意味

する．一方で長距離秩序を反映する反強磁性相関 S(π, π)は t = 100ではほぼ零であり，これは長周期的
なスピン構造の存在を示唆する．このときのスナップショットが図 4.5(a)–4.5(c)である．隣接したサイ
トのスピンの向きは互いにほぼ反平行であるが，大域的には渦のような構造が確認できる．ベクトルカ

イラリティ Pは θ̄ とほぼ同時に発達し，それにやや遅れて S(0, 0)の消失直後から巻き付き数 QX やスカ

ラーカイラリティ χX が現れる．これらは t = 100まで急速に増大した後，計算を行った t = 1000まで
有限の値を保つ．図 4.5(d)–4.5(f)に示されたスナップショットでは，ドメイン的な構造を確認すること
ができる．この結果と図 3.5に示したクラスターサイズ依存性を考慮すると，トポロジカルな磁気欠陥は
熱力学極限においても準安定な状態として現れると考えられる．
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図 4.5 化学ポテンシャル µi = −J/S = −4 から µf = 0 へのクエンチ後，時刻 t = 200（左列）およ
び t = 1000（右列）における局在スピンを円錐として示したスナップショット（上段）．中段は副格
子 A，下段は副格子 Bの局在スピンのみ図示したものである．円錐の色は局在スピンの z 成分（紙面
垂直方向）の成分を表す．パラメータは図 4.4と同一である．
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4.4 まとめ

本章では二つの数値手法を用いて局在スピンの実時間ダイナミクス，特に強磁性状態から反強磁性状

態に向かう過渡状態に注目して数値解析を行い，次のことが明らかになった．

• 過渡状態において，交替スカラーカイラリティ（巻き付き数）ならびに一様ベクトルカイラリティ
が有限の値を示し，これが消失した後に完全な反強磁性が実現する．有限の巻き付き数はトポロ

ジカルな磁気欠陥構造の存在を意味する．

• 反強磁性状態が実現するまでの時間 tAF，すなわち過渡的な磁気欠陥構造の “寿命”は，強磁性初
期状態における局在スピンに導入された微小な揺らぎに大きく依存することが確かめられた．

• 第 3章と同様の Schrödinger方程式と LLG方程式を数値的に解く手法のほか，カーネル多項式法
と自動微分を組み合わせた手法による大きいクラスターにおける化学ポテンシャルのクエンチダ

イナミクスの解析も行った．そこでも強磁性状態から反強磁性状態へ向かう過渡ダイナミクスに

おいて同様のトポロジカルな磁気欠陥が確認された．この手法では伝導電子系が各時刻で熱平衡

状態にあることを仮定していることから，磁気欠陥の出現自体は電子系のダイナミクスの詳細に

は依存しないと考えられる．

このような相転移の過渡ダイナミクスにおける欠陥生成は広く普遍的に見られる現象であり，Kibble–
Zurek機構 [235–241]として知られている．本章の過渡的なスピンテクスチャ生成の機構は，これに照ら
して以下のように解釈できる．強磁性秩序が融解した直後は，反強磁性短距離秩序は存在するものの大

域的には常磁性的な無秩序状態であり，様々な交替磁化方向を持つドメインが無数に生成される．その

後これらのドメインは成長していき，完全な反強磁性状態に向かう．各ドメインの境界では交替磁化方

向の不整合が生じるため，これが有限の巻き付き数を与えるトポロジカルな磁気欠陥となる．

通常，平衡系における螺旋磁性相やスカーミオン結晶相等の非共面的な磁気構造は，Dzyaloshinskii–
Moriya (DM)相互作用に代表される反対称相互作用によって安定化されるものである．一方，第 3章お
よび本章で解析した二重交換模型は，伝導電子の運動項ならびに伝導電子と局在磁気モーメントの間の

Hund結合項からなる最も簡単な理論模型であり，伝導電子系のスピン軌道相互作用や局在磁気モーメン
ト間の DM相互作用を含まない．本章で示された結果は，このような反対称相互作用を含まない系にお
けるトポロジカルなスピンテクスチャ生成の一例を提示するものである．
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第 5章

遍歴磁性体の光誘起 Floquet状態における
磁気励起構造

第 3章では二重交換模型において実時間ダイナミクスの数値シミュレーションを行い，強磁性金属状
態から反強磁性状態への転移が起こることを示した．反強磁性定常状態においては下部バンド内で電子

の一様分布が実現しており，このとき強磁性状態よりも反強磁性状態の方がエネルギー的に “安定”であ
るために後者が実現すると結論付けた．一方で，光照射下の強磁性金属状態において誘起されるであろ

う反強磁性転移の駆動力（微視的機構）については明らかになっていない．この問題を解決するため，本

章では Floquet Green関数法を用いて光照射下の強磁性金属状態における磁気励起構造を解析する．

5.1 定式化

5.1.1 理論模型

理論模型として次式のハミルトニアンで定義される二重交換模型を考える．

H =
∑
i js

hi jc
†
iscjs −

J
S

∑
iss′

Si · σss′c
†
iscis′ . (5.1)

ここで c†is はスピン s = (↑, ↓) を持つ電子をサイト i に生成する演算子であり，Si はサイト i の局在

スピン演算子である．σ = (σx, σy, σz) は Pauli 行列を成分に持つベクトルである．第一項 (H0) は伝
導電子の運動項であり，hi j はサイト i と j の間の電子遷移積分である．第二項 (V) は伝導電子と局在
スピンの間の Hund結合を表す．サイト数，電子数，および電子数密度をそれぞれ N，Ne，ne = Ne/N

で表す．光のベクトルポテンシャル A(t) は Peierls 位相として hi j 7→ hi j exp[ieA(t)(ri − rj)/ℏ] のよう
に取り入れる．ここで e (< 0) は電子の電荷，ri はサイト i の位置，t は時刻を表す．連続波を考え，

A(t) = (F0/Ω) sin Ωt と定義する．F0 は電場振幅，Ω ≡ 2π/T は角振動数を表す．本章では二次元正方格
子を採用し，その格子定数を aとする．最近接サイト間の電子遷移積分 hi j = −h (< 0)のみ非零とし，他
は hi j = 0とする．以降，最近接サイト間電子遷移積分 h，Dirac定数 ℏ，電荷 e，格子定数 aを 1とする．

Hund 結合項に関する摂動展開を行うため，局在スピン演算子に対する Holstein–Primakoff 変換を行
う．これは次式で定義される．

Sz
i = S − a†i ai, S+i =

√
2S

√
1 −

a†i ai
2S

ai, S−
i =

√
2Sa†i

√
1 −

a†i ai
2S

. (5.2)



56 第 5章 遍歴磁性体の光誘起 Floquet状態における磁気励起構造

このとき，ボゾン ai の真空状態で ⟨Sz
i ⟩ = Sとなる．取扱いを簡単にするために，スピンの大きさ Sが十

分大きいとして

S+i =
√

2Sai, S−
i =

√
2Sa†i (5.3)

のように 1/S の最低次まで考慮する．これにより，Hund項は

V = − J
S

∑
i

[
(c†

i↑ci↑ − c†
i↓ci↓)(S − a†i ai) +

√
2S(c†

i↑ci↓a†i + c†
i↓ci↑ai)

]
(5.4)

と表され，全ハミルトニアンは次のように書き換えられる．

H = H0 +V, (5.5)

H0 =
∑
ks

εksc†
ks

cks +
∑
q

ω
(0)
q a†qaq (εks = εk − J sgn(s) − µ, ω

(0)
q = 0), (5.6)

V = V1 +V2

=
J

SN

∑
kk′qq′s

δk+q,k′+q′ sgn(s)c†
ks

ck′sa†qaq′ − J

√
2

SN

∑
kq

(
c†
k↑ck+q↓a†q + c†

k↓ck−q↑aq
)
. (5.7)

ここでV1,V2 はそれぞれ Hund結合の縦成分 (Szσz)，横成分 (Sxσx + Syσy)から現れる項に対応する．
光照射前の初期状態は完全偏極した強磁性状態であると仮定する．伝導電子と局在スピンはともに z軸

正の方向を向いているものとする．この状態は

|Ψ0⟩ =
εk↑<0∏

k

c†
k↑ |0⟩ (5.8)

と表される．ここで |0⟩ は電子とマグノンの真空である．単一 Slater行列式状態であるため，Wickの定
理が適用できる．

5.1.2 摂動展開

Hund結合項V を摂動とし，自己エネルギーを導出する．経路順序 Green関数を

Gks,k′s′(t, t ′) = −i⟨TCcks(t)c†k′s′(t
′)⟩, Dq,q′(t, t ′) = −i⟨TCaq(t)a†q′(t ′)⟩, (5.9)

Gks,k′s′(t, t ′) = −i⟨TCcIks(t)c†Ik′s′(t
′)⟩, Dq,q′(t, t ′) = −i⟨TCaIq(t)a†Iq′(t ′)⟩ (5.10)

と定義する．ここで ⟨·⟩ = ⟨Ψ0 |·|Ψ0⟩ は初期状態 |Ψ0⟩ における期待値である．下付き添字 Iは相互作用描
像の演算子であることを示す．表記を簡単にするため，これを ⟨TCcIks(t)c†Ik′s′(t

′)⟩ = ⟨TCcks(t)c†k′s′(t
′)⟩0

図 5.1 自己エネルギーを表すダイアグラム．Hund 結合の (a) 縦成分 Σ1(t, t ′) および (b) 横成分
Σ2,q(t, t ′)に対応する．実線と破線はそれぞれ電子とマグノンの裸の Green関数を表す．
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のように表すことにする．裸の Green関数は対角的であり，

Gks,k′s′(t, t ′) = δkk′δss′Gks(t, t ′), Dq,q′(t, t ′) = δqq′Fq(t, t ′). (5.11)

となる．これらの逆 Green関数は Floquet表現では以下のように与えられる．

(GR,−1
ks

)mn(ω) = δmn(ω + nΩ + µ + J sgn(s) + iΓ) − εmn,k, (5.12)

(GK,−1
ks

)mn(ω) = 2iδmn(1 − 2 f (ω + nΩ))Γ, (5.13)

(DR,−1
q )mn(ω) = δmn(ω + nΩ + iΓ − ω(0)

q ). (5.14)

ここで Γ は系と熱浴（逆温度 β）との間の結合定数であり， f (ω) = 1/(eβω + 1)は Fermi–Dirac分布関
数である．式 (5.12)における εmn,k は

εmn,k =

∫ T

0

dt
T

ei(m−n)Ωtεk−A(t) (5.15)

により定義される．繰り込まれた Green関数 Gks,k′s′ および Dq,q′ も波数とスピンについて対角的であ

るものとする．

マグノンの自己エネルギーを導出する．式 (2.26)で定義される S行列について，V1 の一次とV2 の二

次まで展開する．V1 の一次摂動は

−i
∫
C

dt̄ TCV1(t̄) = −i
J

SN

∑
kk′qq′s

δk+q,k′+q′ sgn(s)
∫
C

dt̄ TCc†
ks
(t̄+)ck′s(t̄)a†q(t̄+)aq′(t̄) (5.16)

である．ここで t̄+ は経路上で t̄ よりも無限小だけ後の時刻を表す．一次のマグノンの Green 関数は，
縮約

⟨TCc†
ks
(t̄+)ck′s′(t̄)a†q(t̄+)aq′(t̄)ap(t)a†p′(t ′)⟩0 = −i3Dp,q(t, t̄+)Gk′s′,ks(t̄, t̄+)Dq′,p′(t̄, t ′)

= −i3δpqδkk′δss′δp′q′Dp(t, t̄+)Gks(t̄, t̄+)Dp′ (5.17)

より

D(1)
p,p′(t, t ′) = [D ◦ Σ1 ◦ D](t, t ′)

= (−i) × (−i) × (−i3)︸                 ︷︷                 ︸
−i

J
SN

∑
kk′qq′s

δk+q,k′+q′ sgn(s)
∫
C

dt̄ Dp,q(t, t̄+)Gk′s′,ks(t̄, t̄+)Dq′,p′(t̄, t ′)

= −i
J

SN

∑
kqs

sgn(s)
∫
C

dt̄1dt̄2 Dp,q(t, t̄1)Gks(t̄2, t̄1)δC(t̄1, t̄+2 )Dq,p′(t̄2, t ′) (5.18)

と表せる．ここで δC は Schwinger–Keldysh経路上のデルタ関数であり，式 (2.33)で定義される．上式
より，対応する自己エネルギーは

Σ1(qt, q′t ′) = δqq′
−iJ
SN

∑
ks

sgn(s)Gks(t ′, t)δC(t, t ′+) (5.19)

となる [図 5.1(a)]．これは q に依存しないため，単に Σ1(t, t ′) = Σ1(qt, q′t ′)と表記する．デルタ関数の
ために Σ12

1 = Σ21
1 = 0である．非零の成分は

Σ11
1 (t, t ′) = −iJ

SN

∑
ks

sgn(s)G11
ks(t ′, t)[+δ(t − (t ′ + 0))] = δ(t − t ′)−iJ

SN

∑
ks

sgn(s)G12
ks(t, t), (5.20)

Σ22
1 (t, t ′) = −iJ

SN

∑
ks

sgn(s)G22
ks(t ′, t)[−δ(t − (t ′ − 0))] = −Σ11

1 (t, t ′) (5.21)
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である．したがって，遅延自己エネルギーは

ΣR
1 (t, t ′) =

1
2
[
Σ11

1 (t, t ′) − Σ22
1 (t, t ′) + Σ21

1 (t, t ′) − Σ12
1 (t, t ′)

]
= δ(t − t ′)−iJ

SN

∑
ks

sgn(s)G<
ks(t, t) (5.22)

となる*1．これは Floquet表記では

(ΣR
1 )mn(ω) =

∫ T

0

dta
T

∫ ∞

−∞
dtr ei(ω+mΩ)t−i(ω+nΩ)t′δ(t − t ′)−iJ

SN

∑
ks

sgn(s)
∑
l

∫ ∞

−∞

dω̄
2π

e−ilΩt (G<
ks)l0(ω̄)

=
−iJ
SN

∑
ksl

sgn(s)
∫ T

0

dt
T

ei(m−n−l)Ωt

∫ ∞

−∞

dω̄
2π

(G<
ks)l0(ω̄)

=
−iJ
SN

∑
ks

sgn(s)
∫ ∞

−∞

dω̄
2π

(G<
ks)m−n,0(ω̄) (5.23)

と表される．

続いて Hund結合の横成分に対応するV2 の二次の摂動を考える．初期状態 |Ψ0⟩ はマグノンの真空で
あるため，その生成演算子と消滅演算子を同数含む V2V2 の交差項のみ考えればよい．すなわち，S行
列の二次の項は

(−i)2
2!

∫
C

dt̄1dt̄2 TCV2(t̄1)V2(t̄2)

→ (−i)2 2J2

SN

∑
k1q1
k2q2

∫
C

dt̄1dt̄2 TCc†
k1↑(t̄

+
1 )ck1+q1↓(t̄1)a†q1 (t̄1)c

†
k2↓(t̄

+
2 )ck2−q2↑(t̄2)aq2 (t̄2)

= (−i)2 2J2

SN

∑
k1q1
k2q2

∫
C

dt̄1dt̄2 TCc†
k1↑(t̄

+
1 )c

†
k2↓(t̄

+
2 )ck2−q2↑(t̄2)ck1+q1↓(t̄1)a†q1 (t̄1)aq2 (t̄2) (5.24)

となる*2．二次のマグノンの Green関数は，縮約

⟨TCc†
k1↑(t̄

+
1 )c

†
k2↓(t̄

+
2 )ck2−q2↑(t̄2)ck1+q1↓(t̄1)a†q1 (t̄1)aq2 (t̄2)ap(t)a

†
p′(t ′)⟩0

= −i4Dp,q1 (t, t̄1)Gk1+q1↓,k2↓(t̄1, t̄+2 )Gk2−q2↑,k1↑(t̄2, t̄+1 )Dq2,p′(t̄2, t ′)
= −i4δk1+q1,k2δk2−q2,k1Dp,q1 (t, t̄1)Gk2↓(t̄1, t̄+2 )Gk1↑(t̄2, t̄+1 )Dq2,p′(t̄2, t ′) (5.25)

より

D(2)
p,p′(t, t ′) = [D ◦ Σ2 ◦ D](t, t ′)

= (−i) × (−i)2 × (−i4)︸                   ︷︷                   ︸
−i

2J2

SN

∑
kq

∫
C

dt̄1dt̄2 Dp,q1 (t, t̄1)Gk+q↓(t̄1, t̄+2 )Gk↑(t̄2, t̄+1 )Dq,p′(t̄2, t ′)

= −2iJ2

SN

∑
kq

∫
C

dt̄1dt̄2 Dp,q(t, t̄1)Gk+q↓(t̄1, t̄2)Gk↑(t̄2, t̄1)Dq,p′(t̄2, t ′) (5.26)

となり*3，自己エネルギーとして

Σ2,q(t, t ′) = −2iJ2

SN

∑
k

Gk+q↓(t, t ′)Gk↑(t ′, t) (5.27)

*1 同様にして，自己エネルギーの先進および Keldysh成分はそれぞれ ΣA
1 (t, t′) = ΣR

1 (t, t
′), ΣK

1 (t, t′) = 0となることが分かる．
*2 交差項は二項現れるが，一方は k1 ↔ k2 等の置き換えにより他方に吸収され，同時に S行列の展開で現れる前因子 1/2!は
打ち消される．フェルミオンについては偶置換になるため余分な負号は現れない．

*3 前因子 −i は D(2) の定義に含まれる −i，S行列の二次の展開で現れる (−i)2，および 4個の一体 Green関数への縮約によっ
て現れる −i4 の積 (−i) × (−i)2 × (−i4) = −i である．
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を得る．対応するダイアグラムは図 5.1(b)である．遅延自己エネルギーは

ΣR
2,q(t, t ′) =

1
2

[
Σ11

2,q(t, t ′) − Σ22
2,q(t, t ′) + Σ21

2,q(t, t ′) − Σ12
2,q(t, t ′)

]
= − iJ2

SN

∑
k

[
GR
k+q↓(t, t

′)GK
k↑(t

′, t) + GK
k+q↓(t, t

′)GA
k↑(t

′, t)
]

(5.28)

となり，Floquet表記では

(ΣR
2,q)mn(ω) = − iJ2

SN

∑
kl

∫ ∞

−∞

dω̄
2π

[
(GR

k+q↓)m,n+l(ω + ω̄)(G
K
k↑)l,0(ω̄) + (G

K
k+q↓)m,n+l(ω + ω̄)(G

A
k↑)l,0(ω̄)

]
(5.29)

と表される．

最終的に，マグノンの遅延自己エネルギーは

(ΣR
q )mn(ω) = (ΣR

1 )mn(ω) + (ΣR
2,q)mn(ω) (5.30)

で与えられ，遅延 Green関数 (DR
q )mn(ω)は Dyson方程式より

(DR,−1
q )mn(ω) = (DR,−1

q )mn(ω) − (ΣR
q )mn(ω) (5.31)

の逆行列として得られる．実際の数値計算では Floquet空間の添字 m, nは {0,±1,±2, . . . ,±Np} に制限さ
れるが，得られた結果が Np に対して収束していることを確認する必要がある．

平衡状態では，Green関数や自己エネルギーの Floquet空間における非対角成分は値を持たない．この
とき，電子の Floquet Green関数は

(GR
ks)mn(ω) = (GA

ks)nm(ω)∗ =
δmn

ω + nΩ − εks + iη
, (5.32)

(GK
ks)mn(ω) = −2πiδmn(1 − 2 f (ω + nΩ))δη(ω + nΩ − εks), (5.33)

(G<
ks)mn(ω) = 2πiδmn f (ω + nΩ)δη(ω + nΩ − εks) (5.34)

で与えられる．ここで Γ → η (> 0)と置き換え，

δη(z) =
1
π

η

z2 + η2 =
1

2πi

[
1

z − iη
− 1

z + iη

]
η→0−−−−→ δ(z) (5.35)

と定義した．縦成分の遅延自己エネルギー Σ1 は

(ΣR
1 )00 = − iJ

SN

∑
ks

sgn(s)
∫ ∞

−∞

dω̄
2π

2πi f (ω̄)δη(ω̄ − εks) =
J

SN

∑
k

[
f (εk↑) − f (εk↓)

]
(5.36)

となり，横成分 Σ2 は

(ΣR
2,q)00(ω) =

−J2

SN

∑
k

∫ ∞

−∞
dω̄

[ (1 − 2 f (εk↑))δη(ω̄ − εk↑)
ω + ω̄ − εk+q↓ + iη

+
(1 − 2 f (εk+q↓))δη(ω + ω̄ − εk+q↓)

ω̄ − εk↑ − iη

]
=

−J2

SN

∑
k

[ 1 − 2 f (εk↑)
ω + εk↑ − εk+q↓ + 2iη

+
1 − 2 f (εk+q↓)

εk+q↓ − ω − εk↑ − 2iη

]
=

2J2

SN

∑
k

f (εk↑) − f (εk+q↓)
ω − (εk+q↓ − εk↑) + 2iη

(5.37)
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となる．したがって，平衡状態における全自己エネルギーは

(ΣR
q )00(ω) = (ΣR

1 )00 + (ΣR
2,q)00(ω) =

J
SN

∑
k

[
f (εk↑) − f (εk↓)

] [
1 +

2J
ω − (εk+q↓ − εk↑) + 2iη

]
(5.38)

で与えられる．これは平衡系におけるスピン波励起を議論した文献 [242] の式 (6) と一致する．特に
q = 0かつ ω = 0において Re (ΣR

q=0)00(ω = 0) = 0であり，これは波数 q = 0のギャップレス励起の存在
を保証する．平衡状態におけるマグノンの分散関係は ωq = Re(ΣR

q )00(ωq)を ωq について解くことで得

られる．1/S の最低次の範囲では，J → ∞の極限を取ると

ωq ≈ Re(ΣR
q )00(0) =

1
SN

∑
k

J f (εk↑)(εk+q − εk)
2J + (εk+q − εk)

J→∞−−−−→ 1
2SN

∑
k

f (εk↑)(εk+q − εk) (5.39)

となり，強結合極限 (J = ∞)から得られる結果 [243]と一致する．このため，J が伝導電子のバンド幅よ

り大きい場合であってもV に関する摂動展開は可能であると考えられる．

5.2 結果

光照射下の強磁性金属状態における磁気励起構造を解析する．ここでは外場振動周期に渡って時間

平均された量に注目する．これは Floquet 表現 Amn(ω) を用いて A(ω) ≡ Ann(ω − nΩ) で与えられる
[式 (2.55)]．特に，マグノンのスペクトル関数 − Im DR

q (ω)/π は横成分の動的スピン構造因子に対応する
ものである．サイト数 N = 32 × 32の二次元正方格子を考え，Floquet空間次元のカットオフ Np は最大

Np = 16とした．特に断りのない限り光は直線偏光であるものとし，電場振幅を F0 = (F0, F0)，光振動数
を Ω = 1とする．このとき式 (5.12)における εmn,k は

εmn,k =

{
−2Jm−n(F0/Ω)(cos kx + cos k y) (m − n = 0 mod 2)
−2iJm−n(F0/Ω)(sin kx + sin k y) (m − n = 1 mod 2)

(5.40)

となる．系と熱浴の間の結合定数は Γ = 0.05とし，熱浴の温度は絶対零度 (β → ∞)であるものとする．
化学ポテンシャルは µ = −J/S に固定した．これにより系の電子数密度が 1/4フィリング (ne = 0.5)に
保たれる．以降，局在スピンの大きさは S = 1とする．
典型的な光照射下のスペクトル関数を図 5.2に示す．図 5.2(a)はメジャー（アップ）スピン電子のスペク
トル関数 − ImGR

k↑(ω)/πである．平衡状態のバンド εk↑は動的局在によってバンド幅が J0(F0/Ω) ≈ 0.85
倍に小さくなり，このバンドからエネルギー Ω の整数倍だけ離れた位置にレプリカのエネルギーバン
ド（Floquet サイドバンド）が現れる．これらのスペクトル強度はサイドバンド間の混成の大きさを
反映する．電子状態の変化は自己エネルギーを介してマグノンのエネルギーを全体的にソフト化する

[図 5.2(b)]．ここでマグノンのエネルギーは近似的に

0 = Re (DR,−1
q )00(ωq) = ωq − ω(0)

q − Re (ΣR
q )00(ωq) (5.41)

を ωq について解くことで得られる．図 5.2(b)には平衡状態の分散関係 ωq を実線，F0 = 0.8の場合の分
散関係を破線で示した．

低エネルギーのマグノン分散関係 ωq に関して，いくつかの電場振幅に対して数値的に得られた ωq を

図 5.3に示す．電場振幅が比較的小さい F0 < 1の領域では平衡状態の分散関係がほぼ一様にソフト化す
るが，F0 ≈ 1–1.1では q = (π, π)にディップ（窪み）が現れる．これは F ≈ 1.07を閾値電場振幅として
反強磁性状態に対する不安定性が誘起されることを意味する．さらに F0 が大きくなり F0 ≳ 1.1となる
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図 5.2 (a)電子（アップスピン）および (b)マグノンの時間平均されたスペクトル関数．電場振幅は
F0 = 0.8，振動数は Ω = 1である．(b)における実線および破線はそれぞれ式 (5.41)より得られた平衡
状態および定常状態におけるマグノンの分散を表す．サイト数は (a) N = 256 × 256，(b) N = 32 × 32
である．Hund結合は J = 5，光振動数は Ω = 1．

と q = (π, π)におけるディップは負エネルギーのピークとして成長する．このとき自己エネルギーの虚
部の値も増大しており，マグノンは準粒子として適切に定義されなくなる．

波数 q = (π, π)のマグノンエネルギー ωq=(π,π) について，ベクトルポテンシャル振幅 F0/Ωに対する
依存性を図 5.4 に示す．図 5.4(a) は光振動数 Ω = 1–4 と Ω = 40 の場合を表している．高振動数極限
(Ω → ∞)では Floquet空間における非対角成分は無視でき，マグノンの自己エネルギーは

(ΣR
q )00(ω) =

J
SN

∑
k

[
f (εk↑) − f (εk+q↓)

] [
1 +

2J
ω − J0(F0/Ω)(εk+q − εk) − 2J + 2iη

]
(5.42)

と表される．これは平衡系における自己エネルギーの表式 (5.38) において伝導電子のバンド幅を
J0(F0/Ω)倍にしたものであり，動的局在効果を反映している．この自己エネルギーに対して式 (5.41)を
解いた結果が図 5.4(a) の黒色実線であり，Ω = 40 とした場合の計算結果と非常に良く一致する．特に
J0(F0/Ω) = 0となるような F0 に対して，自己エネルギーは Re (ΣR

q )00(ω = 0) ≈ 0となり，完全に平坦
な分散関係 (ωq = 0)を与える．したがって，Ω = 1の場合の図 5.3(b)に見られるようなディップ構造は
高振動数極限における動的局在の効果として理解することはできない．一方，光振動数がバンド幅 (= 8)
と比べて同程度かそれ以下の場合には高振動数極限との差異が生じる．特に Ω ≲ 2では ωq は F0/Ωの
関数として振舞い，およそ F0/Ω ≈ 1.1において ωq = 0となる．これは第 3章図 3.2(e)に示したように
強磁性秩序が融解するまでの特徴的時間 tF が F0/Ωの関数として振舞うことと整合する．図 5.3(b)は光
振動数を Ω = 1に固定して Hund結合を J = 4–8の範囲で変えた場合の ωq=(π,π) を表す．Hund結合が
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図 5.3 式 (5.41)により得られたマグノンの分散関係．電場振幅は (a) F0 = 0–1.2，(b) F0 = 1–1.1で
ある．Hund結合は J = 5，光振動数は Ω = 1．

図 5.4 波数 q = (π, π)におけるマグノンのエネルギー ωq=(π,π)．(a)では Ω = 1–4, J = 5，(b)では
J = 4–8, Ω = 1とした．(a) における黒色実線は式 (5.42)より得られた高振動数極限 (Ω → ∞)にお
けるマグノンのエネルギーを示す．化学ポテンシャルを µ = −J とし，電子数密度を ne = 0.5に固定
した．

大きくなるほど ωq=(π,π) = 0となる F0/Ωは大きくなっており，これはマグノンのエネルギーが増大す
ることで反強磁性不安定性を誘起するためにより強い光強度が必要になることを示唆する．

高エネルギー領域のマグノンの自己エネルギーおよびスペクトル関数を示したものが図 5.5 である．
平衡状態では ω ≲ 1の低エネルギースピン波励起に加えて ω = 2J = 10付近に連続励起が確認できる．
後者は上部バンド・下部バンドの電子正孔対励起による Stoner励起である．図 5.5(d)–5.5(f)より，定常
状態においては F0 の増大とともに高エネルギーの連続励起が低エネルギー領域に向かって拡大し，特に
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図 5.5 上段：自己エネルギーの実部．中段：自己エネルギーの虚部．下段：マグノンのスペクトル関

数．左列は平衡状態 (F0 = 0)，右列は定常状態 (F0 = 1.07)の結果である．Hund結合は J = 5，光振
動数は Ω = 1．

q = (π, π)で最も顕著であることが分かる．これは平衡状態における自己エネルギーの表式 (5.38)に基づ
いてある程度理解できる．平衡状態の自己エネルギーの虚部は次のように表される．

Im ΣR
q (ω) ≈ −2J2

SN

∑
k

f (εk↑)πδ(ω − (εk+q↓ − εk↑)). (5.43)

ただし f (εk+q↓)は十分小さいとして無視した．連続励起が存在するエネルギー領域では Im ΣR
q (ω)が非

零の値を取っており，伝導電子の分布 f (εk)および結合状態密度
∑

k δ(ω − (εk+q↓ − εk↑))が非平衡定常
状態において変化することが重要であると示唆される．

光照射下の定常状態における伝導電子の運動量分布関数

nk↑ =
∫ ∞

−∞

dω
2π

ImG<
k↑(ω) (5.44)

および波数 q = (π, π)におけるマグノンの自己エネルギーを図 5.6に示す．電場振幅 F0 の増大とともに

運動量分布関数 nk↑ は一様な分布 (nk↑ = ne)に向かって変化することが分かる．先程と同様に，マグノ
ンのソフト化を理解する上では平衡状態における自己エネルギーの表式 (5.38)が有用である．Hund結合
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図 5.6 (a)アップスピンの電子の運動量分布関数．(b)および (c)はそれぞれ波数 q = (π, π)における
自己エネルギーの実部および虚部を示す．(b)(c)の内挿図は低エネルギー領域の拡大図である．Hund
結合は J = 5，光振動数は Ω = 1．

の横成分に対応する自己エネルギー Σ2 は Stoner励起の過程に対応しており，低エネルギー領域 (ω ≈ 0)
では次のように表される．

Re Σ2,q(ω = 0) ≈ −2J2

SN

∑
k

nk↑
εk+q − εk + 2J

. (5.45)

ここで Fermi–Dirac分布関数 f (εks)は非平衡運動量分布関数 nks に置き換え，nk↓ は十分小さいものと

して無視した．もし 2J がバンド幅 (= 8)より大きければ分母は常に正であり，ゆえに Re ΣR
2,q(ω = 0) < 0

となる*4．すなわち Stoner励起過程はマグノンのエネルギーを下げる働きを持つ．非平衡定常状態にお
いて運動量分布関数 nk↑ が図 5.6(a)に示したように変調されると，上式の波数 kに関する和の制限が緩

和され，Stoner励起が可能な相空間上の体積が拡大する．これによって，より低い中間エネルギーを持

*4 自己エネルギーの実部が Re ΣR
2,q(ω = 0) < 0となるためには必ずしも 2J がバンド幅 (= 8)より大きい必要はないが，虚部

が十分小さく低エネルギーマグノンが準粒子として良く定義されるためには 2J > 8でなければならない．
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図 5.7 (a) アップスピンの電子の運動量分布関数．(b) マグノンの分散関係．直線偏光の電場振幅を
F0 = (

√
2Fx

0 , 0)とした．Hund結合は J = 5，光振動数は Ω = 1．

つ Stoner励起がマグノンのエネルギーを低下させる．この仮想遷移によるエネルギー利得は二次元正方
格子の場合には q = (π, π)のとき εk+q − εk + 2J = 2J − 2εk > 0が最小化されるため，反強磁性に対応す
る q = (π, π)で最も顕著なソフト化が生じたと考えられる．図 5.6(b)および 5.6(c)は波数 q = (π, π)に
おける自己エネルギーの実部と虚部をいくつかの電場振幅 F0 に対してプロットしたものである．低エネ

ルギー領域 (ω ≈ 0)では F0 の増加とともに自己エネルギーの実部は減少しており，マグノンのソフト化

に対応する．自己エネルギーの虚部は F0 ≲ 1.2程度まではほぼ零のままであり，ωq=(π,π) = 0となる閾
値電場振幅以下ではマグノンが準粒子として良く定義されていることを意味する．

最後に光の偏光依存性について議論する．電場振幅を F0 = (
√

2Fx
0 , 0)とし，x 軸方向の直線偏光を考

える．このとき，式 (5.12)における εmn,k は

εmn,k =

{
−2Jm−n(

√
2Fx

0 /Ω) cos kx − 2 cos k y (m − n = 0 mod 2)
−2iJm−n(

√
2Fx

0 /Ω) sin kx − 2i sin k y (m − n = 1 mod 2)
(5.46)

で与えられる．この場合の運動量分布関数 nk↑ ならびに式 (5.41) から得られたマグノンの分散関係 ωq

を図 5.7 に示す．電場振幅 Fx
0 が増加するにつれて nk↑ は Γ–Y 上で減少し，X–M 上で増加する．ゆえ

に，式 (5.45)において nk↑ > 0の条件下でエネルギー分母を最小化する波数は q ≈ (π, 0)となり，結果と
して q = (π, π)よりも q = (π, 0)周辺のマグノンがより顕著にソフト化されるものと解釈できる．第 3章
の実時間ダイナミクスの計算では図 3.1(d)–3.1(f)で示したように光照射後の過渡状態におけるスピン構
造因子が偏光方向に依存することが明らかになったが，上記の結果はこれと矛盾しない．
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5.3 まとめ

本章では，二重交換模型の強磁性金属相における光照射下の定常状態に注目し，Floquet Green関数法
を用いて磁気励起構造の解析を行った．局在スピンを Holstein–Primakoff変換によりボゾン（マグノン）
演算子に変換し，伝導電子と局在スピンの間の Hund結合を摂動として取扱うことで，非平衡状態にお
けるマグノンの自己エネルギーの表式を導出した．解析の結果，以下のことが明らかになった．

• 電場振幅の増大に伴ってマグノンのエネルギー ωq がソフト化し，特に F0 = (F0, F0)の直線偏光
の場合には波数 q = (π, π)においてディップ構造が現れ，ある閾値電場振幅で ωq=(π,π) = 0となる
ことを見出した．これは強磁性金属状態への光照射によって反強磁性状態への不安定性が誘起さ

れることを意味する．

• 低振動数領域 (Ω ≲ 2) では，マグノンのエネルギー ωq=(π,π) はベクトルポテンシャル振幅 F0/Ω
の関数として振舞うことが明らかになった．一方，高振動数極限 (Ω → ∞)ではマグノンは波数空
間で一様にソフト化し，これは伝導電子の動的局在により理解されることを示した．

• マグノンの自己エネルギーの表式と数値的に得られた電子の運動量分布関数 nk↑ を元に，マグノ

ンのソフト化は非平衡状態の nk↑ により増強された波数 q = (π, π)の Stoner励起，すなわち上部
バンドと下部バンドへの電子正孔対励起に起因するものであることを明らかにした．

• 最も顕著にソフト化する波数 q は偏光方向に依存することが見出された．これは定常状態におけ

る電子の運動量分布関数 nk↑ の偏光方向依存性を反映するものである．

以上の結果は第 3章における実時間ダイナミクスの数値計算結果と整合するものである．これにより
光照射による強磁性状態から反強磁性状態への転移の可能性が再度示され，その微視的機構や解釈が与

えられた．
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スピン・電荷感受率

時間に関して周期的な外場が印加された系では Floquet 理論を適用することができる．そこでは古典
的な電磁波はフォトンのように振舞い，電子系と混成して新たな状態（Floquet状態）が現れる．結晶の
場合にはエネルギーバンドが動的局在により変形され，同時にフォトンのエネルギーの整数倍だけエネ

ルギーの異なるサイドバンド（Floquetサイドバンド）が形成される．また，これらのバンド間に光学的
な遷移行列要素が存在すれば準位反発が生じる．このような光照射下特有のバンド構造（Floquetバンド
構造），すなわち一粒子励起スペクトルは Floquet理論により記述され，時間・角度分解光電子分光によ
り直接観測することができる [244, 245]．岡・青木による光誘起 Hall効果の予言 [124]を一つの端緒と
して，Floquetバンド構造やそのトポロジカルな性質に関する理論研究が爆発的な進展を見せている．
電子のバンド構造を表す一粒子励起スペクトル（一体相関関数）のみならず，二体の相関関数も非常に多

くの情報を内包しており，平衡状態はもとより非平衡状態を理解する上でも重要である．ポンプ・プロー

ブ分光測定により得られる過渡光学スペクトルはその典型であると言える [159, 194, 197–199, 201, 246–
254]．非平衡状態において必ずしも実験的に測定可能ではないものの，その重要性から理論研究ではスピ
ン感受率 [142, 179–182, 254–264]，電荷感受率 [264–269]，ペア感受率 [194, 200, 201, 264, 268, 270–272]，
軌道感受率 [273]が様々な文脈で議論されている．このような感受率は二次相転移的な光誘起相転移の
“相境界”において発散すると期待される．また，磁気的な二体散乱は磁性金属における RKKY相互作用
やMott絶縁体における超交換相互作用等の交換相互作用を記述する．電子正孔対励起は電子格子系にお
ける格子の安定性と深く関係しており，低次元物質においては Peierls転移をもたらす．以上のように非
平衡状態における二体相関関数は様々な問題に関して議論されてきたが，最も基本となる相互作用のな

い多電子系において光照射下の感受率の一般的な性質はこれまで調べられておらず，その十分な理解は

得られていない．

第 3–5章においては二重交換模型における実時間スピンダイナミクスと定常状態の磁気励起構造を議
論した．そこでは初期状態として強磁性金属状態を仮定した．本章では Hund結合の弱結合極限からの
アプローチとして自由電子系を考え，その光照射下の定常状態（Floquet状態）におけるスピン・電荷感
受率の解析を行う．Flouqet状態において伝導電子により媒介される局在スピン間の相互作用（RKKY相
互作用）は，平衡状態と同様にスピン感受率に比例することが示される．始めに理論模型を導入し，続

いて感受率の定式化を行い一般的性質を議論する．その後，具体的に二次元正方格子ならびに一次元正

方格子を考え，静的感受率を数値的に評価する．



68 第 6章 光誘起 Floquet状態におけるスピン・電荷感受率

6.1 理論模型

本章では熱浴と接した自由電子系を考える．ハミルトニアンは

H = H0 +V, (6.1)

H0 =
∑
ks

εkc†
ks

cks +
∑
ν

ενb†νbν, (6.2)

V =
∑
ksν

Vν
(
c†
ks

bν + b†νcks
)

(6.3)

で定義される．ここで c†
ks
は運動量 k，スピン s (= ↑, ↓)の電子の生成演算子，b†ν は量子数 ν の熱浴中の

フェルミオンの生成演算子である．第二式のH0 は自由電子系と熱浴を記述し，第三式のV は両者の結
合を表す．化学ポテンシャルから測った電子のエネルギーバンドを εk，熱浴のエネルギー準位を εν と

する．混成行列要素 Vν は電子の波数 kおよびスピン sに依存せず，これは局所的な結合を意味する．外

場として連続波を考え，そのベクトルポテンシャル A(t)は Peierls位相として取り入れる．これは波数
空間ではエネルギーバンドを εk 7→ εk−eA(t)/ℏ のように平行移動させる．ここで e (< 0)は電子の電荷，ℏ
は Dirac定数である．本章では直線偏光 A(t) = A0 sin Ωt ならびに円偏光を考える．二次元系の場合に

は，直線偏光は

A(t) = (Ax
0 sin Ωt, Ay0 sin Ωt), (6.4)

円偏光は

A(t) = (A0 cos Ωt, A0 sin Ωt) (6.5)

と表される．ここで A0 = ∥A0∥ =
√
(Ax

0 )2 + (A
y
0 )2 と Ωはそれぞれベクトルポテンシャルの振幅および

振動数である．一次元系の場合には A(t) = A0 sin Ωt と定義する．光照射前の電子系の初期状態として，

常磁性金属状態

|Ψ0⟩ =
εk<0∏
ks

c†
ks
|0⟩ (6.6)

を考える．ここで |0⟩ は電子の真空である．これ以降は電子の電荷 e，Dirac 定数 ℏ，格子定数を全て 1
とする．

6.2 定式化と一般論

6.2.1 Floquet Green関数

光照射下の定常状態（Floquet状態）を議論するために Floquet Green関数を用いる．はじめに電子系
の遅延，先進，lesser Green関数をそれぞれ

GR
k(t, t ′) = −iθ(t − t ′)⟨{cks(t), c†ks(t

′)}⟩, (6.7)

GA
k(t, t ′) = GR

k(t ′, t)∗, (6.8)

G<
k(t, t ′) = i⟨c†

ks
(t ′)cks(t)⟩ (6.9)
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と定義する．ここで θ(t)は階段関数，{·, ·} は反交換子，⟨·⟩ ≡ ⟨Ψ0 |·|Ψ0⟩ は期待値を表す．演算子 cks(t)
および c†

ks
(t ′)は Heisenberg描像の演算子である．常磁性状態を考えるため Green関数はスピン s に依

存しないものとし，上式左辺では添字 s を省略した．これらの two-time Green関数は以下の時間周期性
を持つ．

GX (t + T, t ′ + t) = GX (t, t ′) (X = R,A, <). (6.10)

ここで T ≡ 2πΩ−1 は光の振動周期である．第 2章で述べたように，この周期性を利用して Green関数の
Floquet表現，すなわち Floquet Green関数が

(GX )mn(ω) =
∫ T

0

dta
T

∫ ∞

−∞
dtr ei(ω+mΩ)t−i(ω+nΩ)t′GX (t, t ′), (6.11)

GX (t, t ′) =
∑
n

∫ ∞

−∞

dω
2π

e−inΩta e−i(ω+(n/2)Ω)tr (GX )n,0(ω) (6.12)

により定義される．ただし ta = (t + t ′)/2, tr = t − t ′ である．添字 m, nは整数値を取るが，数値計算上は

{0,±1,±2, . . . ,±Np}に制限される．遅延 Floquet Green関数は，Dyson方程式

(GR,−1
k

)mn(ω) = (GR,−1
k

)mn(ω) − (ΣR
k )mn(ω) (6.13)

より逆行列を計算することで得られる．ここで (ΣR
k )mn(ω) は熱浴との結合による自己エネルギーであ

り，(GR,−1
k

)mn(ω)は

(GR,−1
k

)mn(ω) = δmn(ω + nΩ + iη) − εmn,k (6.14)

により定義される裸の Green関数である．ここで η は正の無限小量であり，εmn,k は

εmn,k =

∫ T

0

dt
T

ei(m−n)Ωtεk−A(t) = εm−n,k (6.15)

で与えられる．特に ε0,k は εk−A(t) の一周期平均であり，A0 = 0では平衡系のエネルギーバンド εk に

一致する．自己エネルギーは，熱浴の自由度を積分することで次のように得られる．

(ΣX
k )mn(ω) = δmn

∑
ν

|Vν |2F X
ν (ω + nΩ). (6.16)

ここで F X
ν (ω)は熱浴の Green関数のWigner表現であり，

F R
ν (ω) = F A

ν (ω)∗ = 1
ω − εν + iη

, (6.17)

F <
ν (ω) = 2πi f (ω)δ(ω − εν) (6.18)

で定義される．ここで δ(ω)は Diracのデルタ関数であり，f (ω) = 1/(eβω +1)は逆温度 βの Fermi–Dirac
分布関数である．本章では，簡単化のために熱浴のエネルギースペクトルが十分広いものと仮定する．

すなわち，遅延自己エネルギーの実部は電子の化学ポテンシャルに繰り込まれ，虚部はエネルギー ω に

依存しない．これにより Floquet表現の自己エネルギー（Floquet自己エネルギー）は

(ΣR
k )mn(ω) ≈ −δmniΓ, (6.19)

(Σ<
k )mn(ω) ≈ 2δmniΓ f (ω + nΩ) (6.20)
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と表される．ここで

Γ = π
∑
ν

|Vν |2δ(ω − εν) (6.21)

は系と熱浴の結合強度を表す正の定数である．熱浴の自己エネルギーを考慮すると，Dyson 方程
式 (6.13)は

(GR,−1
k

)mn(ω) = δmn(ω + nΩ + iΓ) − εm−n,k (6.22)

と表される．ここで無限小の η を有限の結合定数 Γ に置き換えた．文献 [193]によると，上式の逆行列
である遅延 Floquet Green関数は

(GR
k)mn(ω) =

∑
l

(Λk)ml(Λk)∗nl
ω + lΩ − ε0,k + iΓ

(6.23)

で与えられる．ここで Λk は

(Λk)mn =

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x exp
[

1
iΩ

∫ x

0
dz

{
εk−A(z/Ω) − ε0,k

}]
(6.24)

で定義されるユニタリ行列である．式 (6.23)より，Floquet状態においては l 個の “フォトン”を纏った
エネルギー ε0,k − lΩのサイドバンド（“l-フォトンバンド”）が “0-フォトンバンド” ε0,k の周りに現れる

ことが分かる．先進ならびに lesser Green関数は，

(GA
k)mn(ω) = (GR

k)nm(ω)∗, (6.25)

(G<
k)mn(ω) = (GR

kΣ<
k GA

k)mn(ω) (6.26)

により得られる．特に，平衡状態 (A0 = 0) または高振動数極限 (Ω → ∞) では (Λk)mn = δmn となり，

Green関数は

(GR
k)mn(ω) =

δmn

ω + nΩ − ε0,k + iΓ
, (6.27)

(G<
k)mn(ω) =

2δmniΓ f (ω + nΩ)
(ω + nΩ − ε0,k)2 + Γ2 (6.28)

と表される．これらは平衡系の Green関数においてエネルギーバンド εk を ε0,k に置き換えたものに他

ならない．

一方，低振動数極限 (Ω → 0)*1では式 (6.24)の Λk は特異的であるため，Dyson方程式 (6.22)に立ち
返る必要がある．低振動数極限では

(GR,−1
k

)mn(ω) = δmn(ω + iΓ) − εm−n,k (6.29)

となる．これは Floquet 空間における Np × Np 行列であるが，“オンサイトポテンシャル” が ω + iΓ，
m サイトと n サイトの間の “電子遷移積分” が εm−n,k で与えられる一次元強束縛模型のハミルトニア

ンと解釈できる．エネルギーバンド εmn,k = εm−n,k の “並進対称性” のために，これはユニタリ行列
Unκ = e−inκ/

√
2Np + 1を用いて次のように対角化される．

ε̃κ,k ≡
∑
mn

U∗
mκεmn,kUnκ =

∑
n

εn,keinκ = εk−A(−κ/Ω). (6.30)

*1 本章では光振動数の Ω → 0の極限を低振動数極限，感受率等の ω → 0の極限を静的極限と呼ぶ．
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ここで κ = 2π j/(2Np + 1) ( j = 0,±1, . . . ,±Np)である．これを用いると，Floquet Green関数は

(GR
k)mn(ω) =

1
2Np + 1

∑
κ

e−i(m−n)κ

ω + iΓ − ε̃κ,k
Np→∞
−−−−−→

∫ T/2

−T/2

dt
T

ei(m−n)Ωt

ω + iΓ − εk−A(t)
, (6.31)

(G<
k)mn(ω) =

1
2Np + 1

∑
κ

2iΓ f (ω)e−i(m−n)κ

(ω − ε̃κ,k)2 + Γ2

Np→∞
−−−−−→

∫ T/2

−T/2

dt
T

2iΓ f (ω)ei(m−n)Ωt

(ω − εk−A(t))2 + Γ2 (6.32)

となる．これらは平衡系の Green関数において εk を εk−A(t) に置き換えたものの (m − n)番目の Fourier
成分である．この具体例は図 6.7(j)に示される．
ここで，時間平均されたスペクトル関数を

ρR
k(ω) = − 1

π
Im (GR

k)00(ω), (6.33)

ρ<k(ω) =
1

2π
Im (G<

k)00(ω) (6.34)

と定義する．これらを用いて，一粒子状態密度と運動量分布関数がそれぞれ

n(ω) = 2
N

∑
k

ρR
k(ω), (6.35)

nk =
∫ ∞

−∞
dω ρ<k(ω) (6.36)

により与えられる．状態密度の表式に現れた因子 2は電子のスピン自由度を反映するものである．

6.2.2 スピン・電荷感受率

光照射下の Floquet 状態におけるスピン感受率および電荷感受率の表式を求める．後で明らかになる
ように，本章で扱う模型 [式 (6.1)–(6.3)]では両者の感受率は一致する．
はじめに，波数 q のスピン・電荷密度を

Mα
q =

1
N

∑
kss′

σαss′c
†
ks

ck+qs′ (α = 0, 1, 2, 3) (6.37)

により定義する．ここで σ0 は 2次元恒等行列，{σ1, σ2, σ3} は Pauli行列であり，N は格子のサイト数

を表す．スピン密度と電荷密度を統一して扱うために，四元ベクトルによる表記

Mα
q = (M0

q,Mq), Mq = (M1
q, M2

q, M3
q) (6.38)

を用いる．スピン・電荷密度 Mα
q と外場 Hα

q の結合は次のハミルトニアンにより与えられるものとする．

Vext = −
∑
αq

Hα
q Mα

q = −
∑

αkqss′
Hα
q σ

α
ss′c

†
ks

ck+qs′ . (6.39)

スピン・電荷感受率は，汎関数微分

χ
αβ
qq′(t, t ′) =

δ⟨Mα
q (t)⟩

δHβ
q′(t ′)

(6.40)

で定義される．第 2.4節の結果 [式 (2.82)]から，これは

χ
αβ
qq′(t, t ′) =

iδqq′

N

∑
k

∑
ss′

[
σαss′G

R
k+q(t, t ′)σ

β
s′sG

<
k(t ′, t) + σαss′G<

k+q(t, t ′)σ
β
s′sG

A
k(t ′, t)

]
(6.41)
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と表されることが分かる．ここで常磁性状態では Green関数がスピンに依存しないことを用いた．この
式に含まれる遅延 Green関数 GR(t, t ′)および先進 Green関数 GA(t ′, t)はいずれも階段関数 θ(t − t ′)を含
むため，感受率 χ(t, t ′)は因果律を満たす．Floquet表現では

(χq)mn(ω) =
2i
N

∑
kl

∫ ∞

−∞

dω̄
2π

[
(GR

k)m,n+l(ω + ω̄)(G<
k)l,0(ω̄) + (G<

k+q)m,n+l(ω + ω̄)(GA
k)l,0(ω̄)

]
(6.42)

となる．ここで Tr(σασβ) = 2δαβ を用い，β = α かつ q′ = q として添字 α, β, q′ を省略した．この感受

率は成分 α に依存しないため，スピン感受率は等方的であり，かつ電荷感受率と等しい．本章では主に

感受率の時間平均

χq(ω) ≡ (χq)mn(ω − nΩ) (6.43)

ならびにその静的極限 (ω → 0)

χq ≡ χq(ω = 0) = (χq)nn(−nΩ) (6.44)

に注目して解析を行う．

先に述べたように，高振動数極限 (Ω → ∞)または平衡状態 (A0 = 0)では (Λk)mn = δmn となるため，

感受率は

χq(ω) → χ
(0)
q (ω) = 2

N

∑
k

f (ε0,k+q) − f (ε0,k)
ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

(6.45)

と簡単化される．ただし Γ → η として f (ω)を f (ε0,k)や f (ε0,k+q)に置き換えた．これはよく知られた
平衡系の感受率の表式であるが，エネルギーバンド εk はその時間平均 ε0,k に置き換わっており，動的局

在の効果を反映する．

一方，低振動数極限 (Ω → 0) では Green 関数は式 (6.31) および (6.32) で与えられることから，感受
率は

χq(ω) →
2

(2Np + 1)N
∑
kκ

f (ε̃κ,k+q) − f (ε̃κ,k)
ω − (ε̃κ,k+q − ε̃κ,k) + 2iη

=
2
N

∑
k

f (εk+q) − f (εk)
ω − (εk+q − εk) + 2iη

(6.46)

となり，高振動数極限と同様に平衡系の感受率の表式に帰着する．これは次のように理解される．系が

平衡状態に達するまでの典型的な時間スケールは熱浴との結合強度の逆数 Γ−1 で与えられる．感受率

χq(ω) は時間幅 T = 2πΩ−1 に渡る時間平均であり，低振動数極限 (Ω → 0) では T → ∞ となる．周
期 T (≫ Γ−1)の時間スケールでは系は常に熱平衡化した状態と見なされ，各時刻でエネルギーバンドは
A(t)だけシフトし，電子の分布関数は Fermi–Dirac分布関数で与えられる．したがって，Ω ≪ Γ の場合
には時間平均された感受率 χq(ω)は平衡系の感受率と一致する．上記の描像は第 6.3節において数値的
に確かめられる [図 6.7]．
最後に，式 (6.42)における感受率と RKKY相互作用の関係について議論する．位置 r1, r2 にある二つ

の磁性不純物と伝導電子との相互作用がハミルトニアン

−J
∑
i

Si ·Mi (6.47)

で与えられるものとする．ここで J は結合定数であり，

Mi =
∑
ss′

σssc†iscis′, c†is =
1
√

N

∑
k

e−ikri c†
ks

(6.48)
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は位置 ri における伝導電子のスピン密度を表す．位置 rj において伝導電子は磁性不純物による磁場

Hj = JSj を感じ，これにより位置 ri に

⟨Mα
i (t)⟩ ≡

∑
β

∫ ∞

−∞
dt ′ χαβi j (t, t ′)Hβ

j (t
′) (α, β = 1, 2, 3) (6.49)

で表されるスピン密度が誘起される．したがって，伝導電子によって媒介される磁性不純物間の相互作

用は

HRKKY(t) = −JSi(t) · ⟨Mi(t)⟩ = −J2
∑
αβ

∫ ∞

−∞
dt ′ Sαi (t)χ

αβ
i j (t, t ′)Sβj (t

′) (6.50)

で与えられる．ここで実空間表示の感受率 χ
αβ
i j (t, t ′)は式 (6.41)の χ

αβ
q (t, t ′)を用いて

χ
αβ
i j (t, t ′) = 1

N

∑
q

eiq(ri−r j ) χαβq (t, t ′) (6.51)

と表される．磁性不純物のダイナミクスの時間スケールが Ω−1 より十分遅い場合には Si(t)の時間依存
性は無視でき，Floquet表現の感受率を用いて

HRKKY(t) = −J2
∑
αβ

Sαi Sβj
∑
n

e−inΩt (χαβi j )n,0(0) (6.52)

と書ける．特に時間間隔 [0,T]に渡る時間平均は次の形で表される．∫ T

0

dt
T

HRKKY(t) = −J2
∑
αβ

Sαi (χ
αβ
i j )00(0)Sβi . (6.53)

すなわち，光照射下の Floquet状態における RKKY相互作用は平衡系と同様に式 (6.44)の静的感受率に
よって与えられる．

6.2.3 感受率の級数展開

式 (6.42)における感受率をベクトルポテンシャル振幅 A0 について展開した結果を示す．ここでは直

線偏光を考え，ベクトルポテンシャルをA(t) = A0 sin Ωt とする．導出の詳細は補遺 Aに記す．
式 (6.24)のユニタリ行列 Λk は，A0 の二次までの範囲で

(Λk)mn = δmn −
vkA0

iΩ

(
δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2

)
+

(
vkA0

iΩ

)2 (3δmn

4
− δm,n−1 + δm,n+1

2
+
δm+1,n−1 + δm−1,n+1

8

)
+

∑
αβ

τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

(
δm+1,n−1 − δm−1,n+1

)
+ O(A3

0) (6.54)

と展開される．ここで vk = ∂εk/∂kは群速度であり，ταβk
= ∂2εk/∂kα∂kβ はストレステンソルである．

添字 α, βは {1, 2, 3}を走る．時間平均された遅延 Green関数は

(GR
k)00(ω) =

(
1 −

A2
k

2

)
1

ω − ε0,k + iη
+
A2

k

4
1

ω +Ω − ε0,k + iη
+
A2

k

4
1

ω − Ω − ε0,k + iη
(6.55)



74 第 6章 光誘起 Floquet状態におけるスピン・電荷感受率

となり，lesser Green関数は

(G<
k)00(ω) =

(1 − A2
k) f (ω)

(ω − ε0,k)2 + η2 +
A2

k

4
f (ω +Ω) + f (ω − Ω)
(ω − ε0,k)2 + η2

+
A2

k

4

[
f (ω +Ω)

(ω +Ω − ε0,k)2 + η2 +
f (ω − Ω)

(ω − Ω − ε0,k)2 + η2

]
(6.56)

となる．ここで Ak = vkA0/Ω と定義し，Γ を η に置き換えた．この結果から，A0 の二次の範囲では

A2
k/4の重みを持つ 1-フォトン Floquetサイドバンド εk ± Ωが現れることが分かる．時間平均された感
受率は次のように展開される．

χq(ω) = χbase
q (ω) + χintra

q (ω) + χinter
q (ω) + O(A3

0). (6.57)

ここで

χbase
q (ω) = 2

N

∑
k

[
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

− 1
2
A2

k+q f (ε0,k+q) − f (ε0,k)
ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

−
(Ak+q − Ak)2

2
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

]
, (6.58)

χintra
q (ω) = 2

N

∑
k

[
1
4
A2

k+q f (ε0,k+q +Ω) − A2
k f (ε0,k +Ω)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
+

1
4
A2

k+q f (ε0,k+q − Ω) − A2
k f (ε0,k − Ω)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

]
,

(6.59)

χinter
q (ω) = 2

N

∑
k

[
(Ak+q − Ak)2

4

{
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω +Ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
+

f (ε0,k+q) − f (ε0,k)
ω − Ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

}]
(6.60)

と定義した．式 (6.59)と (6.60)で A2
0 に比例する補正項は，高振動数極限 (Ω → ∞)における感受率の表

式 (6.45)において化学ポテンシャル µやエネルギー ωを ±Ωだけシフトしたものである．このことは平
衡系の Fermi 面のネスティングの概念が Floquet状態においても適用できることを示唆する．第 6.3 節
で明らかになるように，式 (6.58)–(6.60)の χbase, χintra, χinter はそれぞれ，0-フォトン Floquetバンド内
の電子正孔対励起，ひとつの 1-フォトン Floquetサイドバンド内の電子正孔対励起，0-フォトン Floquet
バンドと 1-フォトン Floquetサイドバンド間の電子正孔対励起に対応するものである．以上の結果は直
線偏光としてA(t) = A0 sin Ωt を仮定したものであるが，結晶構造やバンド構造の詳細には依存しない．

6.3 具体例

この節では式 (6.44)の静的感受率を数値的に評価し，電子状態との関係を議論する．特に断りのない
限り，熱浴の温度は絶対零度 (β → ∞) とし，系との結合強度は Γ = 0.05 とする．Floquet 空間次元の
カットオフ Np に関しては計算結果が収束するように十分大きい値（典型的には Np ∼ 10–40）を採用
した．

6.3.1 二次元正方格子

二次元正方格子を考え，エネルギーバンドを

εk = −2(cos kx + cos k y) − µ (6.61)
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図 6.1 平衡状態における静的感受率．電子数密度は (a) ne = 0.25，(b) ne = 0.5，(c) ne = 0.75，
(d) ne = 1である．

と定義する．ここで µは系の化学ポテンシャルであり，電子数密度が ne になるように決定される．エネ

ルギーは最近接サイト間の電子遷移積分の絶対値を単位として測る．サイト数を N = 256 × 256とする．
平衡状態における静的感受率 χq を図 6.1 に示す．よく知られているように，波数空間における静的
感受率は Fermi面の形状を強く反映し，ネスティングベクトル q = Qが存在すれば χq は q = Qに鋭

いピークを持つ．電子数密度が ne = 0.25 の場合，系は等方的な自由電子気体に近く，図 6.1(a) のよう
に感受率にも概ね等方的なピークが現れる．一方，ハーフフィリングの ne = 1 の場合には Fermi 面は
Q = (π, π) で完全ネスティングとなっており，感受率は Q = (π, π) にピークを持つことが確かめられ
る*2．

光照射下の定常状態における静的感受率について議論する．はじめに，光振動数 Ωが電子のバンド幅
(= 8)よりも十分大きい高振動数領域を考える．このとき感受率は式 (6.45)で表される．式 (6.5)の円偏
光が印加された場合，時間平均されたエネルギーバンドは

ε0,k = −2J0(A0)(cos kx + cos k y) − µ (6.62)

となる．ここで Jn は n次の第一種 Bessel関数であり，動的局在によるバンド幅の減少を表す．今の模
型ではスピン軌道相互作用や Zeeman効果（光の磁場成分）を取り入れていないため，円偏光は単に等方

*2 波数 q = 0 の静的感受率は電子の状態密度に一致する．ハーフフィリングの場合には状態密度の Van Hove 特異性により
Re χq=0 = n(0)が発散するが，図 6.1(d)ではそのような振舞いは見られない．これは有限の Γにより発散が抑えられるため
である．
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図 6.2 (a) 波数 q = (0, 0) および q = (π, π) における静的感受率．赤色破線は Fermi 面の状態密度
n(0)を Bessel関数 J0(A0)で割った量を A0 の関数としてプロットしたもの．(b)(d) および (c)(e) は
それぞれ A0 = 1.2,Ω = 20 の場合の静的感受率および運動量分布関数を示す．(a)–(c) は円偏光，
(d)(e)は直線偏光の場合の結果である．

的な外場として作用する．図 6.2(c)は光照射下の運動量分布関数 nk であり，平衡系とほぼ同様に Fermi
面の内側 (|kx | + |k y | < π)にのみ電子が分布していることが分かる．図 6.2(b)は静的感受率の実部を示
しており，図 6.1(d)の平衡状態の感受率と同様に q = (π, π)にピークを持つ．図 6.2(a)は χq=(0,0) および

χq=(π,π) をベクトルポテンシャル振幅 A0 の関数としてプロットしたものである．これらの結果から，振

幅の増加に伴って感受率が波数空間で一様に増加することが分かる．図 6.2(a)における破線は Fermiエ
ネルギーにおける状態密度 n(0)を Bessel関数 J0(A0)で割ったものであり，χq=(0,0) との良い一致が見ら
れる*3．このことは高振動数領域における感受率の増大が動的局在によるバンド幅の減少，すなわち状態

密度の増加として理解できることを意味する．

上記の動的局在による感受率の上昇に加えて，光の偏光方向によって Fermi面を変形させ，ネスティ
ングベクトルを制御することが可能である．式 (6.4)の直線偏光を考えると，時間平均されたエネルギー
バンドは

ε0,k = −2
[
J0(Ax

0 ) cos kx + J0(Ay0 ) cos k y
]
− µ (6.63)

と表される．例として (Ax
0, Ay0 ) = (1.2, 0) とした場合の感受率と運動量分布関数を図 6.2(d)(e) に示す．

*3 振幅が A0 ≳ 1.6の領域で見られる差異は有限の Γ によって生じたものである．
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図 6.3 (a)–(c)静的感受率および (d)–(f)運動量分布関数．円偏光の振幅は A0 = 1.2であり，振動数
は上から順に Ω = 4, 3, 2．(g) A0 = 1.2, Ω = 2の場合のスペクトル関数．(h)波数 q = (π, π)における
静的感受率．

このとき x 方向の電子遷移積分が有効的に減少し，運動量分布関数 nk は図 6.2(e)のように二回対称な
形に変化する．これを反映して q = (π, π)と q = (−π, π)の間で感受率が増加する．
続いて，光振動数に対する依存性を議論する．ここでは等方的な外場として円偏光を考える．化学

ポテンシャルを µ = 0 とし，電子数密度を ne = 1 に保つ．光振動数 Ω = 2, 3, 4 の場合の感受率 χq と

運動量分布関数 nk を図 6.3(a)–6.3(f) に示す．図 6.2(b)(c) に示した高振動数領域 (Ω = 20) の場合と
図 6.3(a)(b)(d)(e)の Ω = 3, 4の場合の χq と nk を併せて考えると，Ωが小さくなるほど Fermi面の外側
へ運動量分布が滲み出し，同時に波数 q = (0, 0)付近の感受率が上昇することが分かる．一方で q = (π, π)
における χq のピークや Fermi 面上の nk の不連続性は Ω = 3, 4 の場合にも保たれており，この意味で
Ω ≥ 3 は高振動数領域と言える．対照的に，Ω = 2 の場合には感受率は Re χq=(π,π) < Re χq=(0,0) とな
り，q/π = (±0.5, 1), (1,±0.5)に新たなピークが生じる．運動量分布関数には k = (0, 0)と k = (π, π)を中
心とする半径 0.33π の円周上に不連続線が新たに現れる．このような高振動数領域との質的な差異は，
図 6.3(g)に示すように複数の Floquetバンドが熱浴の Fermiエネルギーを横切ることで発生したもので
ある．波数 q = (π, π)における感受率 χq を振幅 A0 の関数としてプロットしたものが図 6.3(h)である．
Ω = 10, 20の場合には振幅の増加に伴って χq=(π,π) は単調に増加する一方で，Ω = 2–5の場合には振幅
に対して非単調な振舞いが見られる．動的局在は感受率を空間的に一様に増加させる働きを持つことか

ら，このような感受率の減少や新たなピークの出現は非平衡定常状態における電子分布 nk の性質に起因

すると考えられる．

次に，Ω = 2の低振動数領域を考える．ここでは複数の Floquetバンドが熱浴の Fermiエネルギーと
交差する．電子数密度を ne = 0.25 とし，Ax

0 = Ay0 の直線偏光を印加する．図 6.4 は χq, nk, ρR
k(0) を
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図 6.4 光照射下の定常状態における (a) 静的感受率，(b) 運動量分布関数，(c) ω = 0 におけるス
ペクトル関数．電子密度は ne = 0.25 である．ベクトルポテンシャル振幅は上から順に Ax

0 = Ay0 =
0.4, 0.8, 1.2, 1.6．(a1)および (c1)における矢印は q/π = (0.5, 0.5), (0.7, 0.7)を表す（本文参照）．

Ax
0 = 0.4–1.6 に対してプロットしたものである．A0 ≤ 1.2 では 0-フォトン Floquet バンドに加えて 1-
フォトンおよび 2-フォトン Floquetバンドの Fermi面がスペクトル関数 ρR

k(0)に現れ，Fermi面上の波
数において nk が不連続に変化する．0-フォトンバンドの等方的な Fermi面は動的局在効果と Floquetサ
イドバンドの出現のために A0 の増加とともに縮小する．運動量分布 nk は，偏光方向に平行な方向では

Fermi面の外側に滲み出し，垂直な方向では変化しない．第 6.2.3節で議論したように，Floquet状態に
おける感受率は平衡系の表式 (6.46)に基づいてある程度理解することができる．ここでは式 (6.46)を

χq(ω) =
2
N

∑
k

nk+q − nk
ω − (εk+q − εk) + 2iη

(6.64)

と書き直す．ここで Fermi–Dirac 分布関数 f (εk) を非平衡状態の運動量分布関数 nk に置き換えた．こ

れは Floquetバンドを結ぶ “ネスティングベクトル” q = Qにおいて感受率 χq にピーク等の特徴的構造

が現れることを示唆する．光照射下の Floquet 状態において上式の εk は意味をなさないが，ここでは

分母の εk+Q − εk を零と見なし，分子の |nk+Q − nk | は不連続性のために大きな値を持つと考える．平
衡状態では Fermi 波数はおよそ kF = 0.4π であり，感受率は ∥k∥ ≲ 2kF の領域内部で大きな値を持つ
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図 6.5 光照射下の定常状態における (a) 静的感受率，(b) 運動量分布関数，(c) ω = 0 におけるス
ペクトル関数．電子密度は ne = 1 である．ベクトルポテンシャル振幅は上から順に Ax

0 = Ay0 =
0.4, 0.8, 1.2, 1.6．

[図 6.1(a)]．q = (−π, π)と (π,−π)を結ぶ線上に注目すると，この領域は振幅 A0 の増加による 0-フォト
ンバンドの Fermi波数の減少に伴って縮小していることが分かる．図 6.4(c1)には 0-フォトンバンドの
Fermi面同士を結ぶ矢印 (k/π = (0.5, 0.5))および 0-フォトンバンドと 1-フォトンバンドの Fermi面を結
ぶ矢印 (q/π = (0.7, 0.7))を示しており，図 6.4には同じ大きさの矢印を原点 q = 0を始点にして示して
いる．これらのネスティングベクトルQ/π = (0.5, 0.5)とQ/π = (0.7, 0.7)において χq が大きく変化し

ていることが分かる．振幅が Ax
0 > 0.8になると，式 (6.57)で記述される A0 の二次の領域を大きく超え

ており，スペクトル関数や運動量分布関数に現れる Fermi面に対応する構造を感受率に見出すことは難
しい．

低振動数領域 (Ω = 2)かつハーフフィリング (ne = 1)の場合の感受率，運動量分布関数およびスペク
トル関数を図 6.5に示す．ne = 0.25の場合との主要な違いは，電子正孔対称性のために 0-フォトンバン
ドとQ = (−π, π)のネスティングベクトルが大きい A0 に対しても保たれる点である．運動量分布が偏光

方向と平行な方向には広がり，垂直な方向には変化しない点は ne = 0.25と同様である．結果として，振
幅 A0 の増加とともに Fermi面と感受率は一次元的な構造を持つようになる．
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図 6.6 実空間における感受率 χ(r = ri −
rj )．左列は ne = 0.25，右列は ne = 1．ベ
クトルポテンシャル振幅は上から順に Ax

0 =

Ay0 = 0, 0.4, 0.8, 1.2, 1.6．

図 6.7 感受率（左列）と規格化されたスペクトル関数

（右列）．光の振幅は Ax
0 = Ay0 = π/2 であり，振動数

は (a)–(d) および (f)–(i) において Ω = 0.5，(e)(j) にお
いて Ω → 0 である．系と熱浴の結合強度は上から順
に Γ = 0.05, 0.2, 0.5, 1, 0.05．(e) は平衡状態の感受率で
あり，図 6.1(d) と同一である．(j) は式 (6.31) において
Np = 4096 として得られた．(f)–(i) は Np = 40 の結果で
ある．

第 6.2.2節で述べたように，静的感受率 χq の Fourier変換

χ(r) = 1
N

∑
q

eiqr χq (6.65)

は相対位置ベクトル r だけ離れた二つの磁性不純物間に働く RKKY 相互作用の大きさに比例する．
図 6.6は Ω = 2, Ax

0 = Ay0 = 0–1.6の直線偏光を印加した場合の χ(r)を示す．電子密度が ne = 0.25の場
合 [図 6.6(a)–6.6(e)]，平衡状態 [図 6.6(a)]では感受率は四回対称であり，周期 2π/(2kF) ≈ 2の振動を示
す．光照射下では χq の変化に対応して χ(r)の振動周期もわずかに変調され，偏光方向と平行な方向に
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は強磁性的な相関が発達することが分かる．A0 ≳ 1.2の非常に大きな振幅に対しては χ(r)の振動は見
られず，長距離の相関は減衰する．電子密度が ne = 1の場合 [図 6.6(f)–6.6(j)]，平衡状態 [図 6.6(f)]で
は完全ネスティングが存在するため，⟨11⟩ 方向には長距離まで反強磁性的相関が見られる．振幅の増加
とともに χq は図 6.5(a4)のような一次元的構造を示すことを反映して，χ(r)は ⟨11̄⟩ 方向に反強磁性的
相関が残る．

この節の最後に，低振動数極限 (Ω → 0) を考える．第 6.2.1 節および第 6.2.2 節において議論したよ
うに，Ω → 0では Green関数は式 (6.31)および (6.32)で与えられ，感受率は式 (6.46)のように平衡系
の表式と一致する．ここでは Ω > Γ から Ω ≲ Γ まで Γ を変化させることで感受率のクロスオーバー
を見る．振幅を Ax

0 = Ay0 = π/2，振動数を Ω = 0.5，電子数密度を ne = 1 とする．図 6.7(a)–6.7(d) お
よび図 6.7(f)–6.7(i) はそれぞれ Γ = 0.05–1 の場合の感受率およびスペクトル関数を示す．図 6.7(j) は
式 (6.31)において Np = 4096, Γ = 0.05として計算されたスペクトル関数であり，図 6.7(e)は平衡状態
の感受率 [図 6.1(d)]である．Γ = 0.05 (≪ Ω)の場合には各 Floquetバンドは互いに区別でき，感受率は
図 6.5(a4)と同様の一次元的な特徴を示す．結合強度 Γ が増大するにつれて Floquetバンドは互いに融合
し，連続スペクトルを形成する．Γ = 1 (> Ω = 0.5)の場合 [図 6.7(i)]には，Ω → 0の場合 [図 6.7(j)]と
定性的によく似たスペクトル強度を示すことが分かる．このとき感受率は q = (0, 0)付近の強度が相対的
に減少し，q = (π, π)にピークを持つ構造へ近づく．この結果から，光振動数 Ωが系と熱浴の結合強度 Γ
より十分小さい場合には時間平均された感受率が平衡系の感受率に近付くことが確かめられた．

6.3.2 一次元格子

続いて，一次元格子系の Floquet状態における感受率を議論する．エネルギーバンドを

εk = −2 cos k − µ (6.66)

と定義する．ここで最近接サイト間の電子遷移積分の絶対値を 1 とした．電子数密度は ne = 1 (µ = 0)
のハーフフィリングとし，Ω = 1の低振動数領域を考える．サイト数は N = 1024とする．
感受率，運動量分布関数，およびスペクトル関数を図 6.8 に示す．ne = 1 の平衡状態 (A0 = 0) で
は Fermi 波数は kF = π/2 であり，k = kF において ρR

k
(0) のピークと nk の飛びが見られる．これに

対応して，ネスティングベクトル Q = 2kF = π において χq=Q が発散する．光照射下では 1-フォト
ン Floquet バンドに起因するピークがスペクトル関数に現れる．これらは振幅 A0 が小さい場合には

k = cos−1(±1/2) = π/2 ∓ π/6に現れ，振幅の増大に伴って動的局在のために k = π/2から離れていく．
A0 ≲ 0.4では q = π の感受率は減少し，q = 5π/6と q = 2π/3では上昇する．
光照射下において感受率にピークが現れる波数 q = 5π/6 および q = 2π/3 は，それぞれ “Floquet バ
ンド間” ネスティングベクトルおよび “Floquet サイドバンド内” ネスティングベクトルに対応すること
が以下ようにして明らかになる．図 6.8(d) は，A0 = 0.2 として式 (6.42) から計算された数値的に厳密
な感受率（破線）と式 (6.57)の近似的表式から計算された感受率（太線）を示しており，両者は良い一
致を示す*4．式 (6.58)–(6.60)の χbase, χintra, χinter はそれぞれ赤色実線，青色点線，緑色一点鎖線で示さ

れており，q = 5π/6のピークは χinter，q = 2π/3のピークは χintra によるものであることが分かる．波

数 q/π = 1, 0.83, 0.67 における感受率 χq を振幅 A0 の関数としてプロットしたものが図 6.8(e) である．

*4 波数 q = 0付近の不一致は計算方法の違いに起因する．数値的に厳密な感受率 [式 (6.42)]は高速 Fourier変換により計算し
ていることに対して，近似的表式に基づく感受率（太線）は式 (6.57) を直接評価して得たものである．式 (6.58)–(6.60) は
q = 0において厳密に 0になる．
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図 6.8 (a)感受率，(b)運動量分布関数，(c)ω = 0におけるスペクトル関数．光振動数はΩ = 1，電子数
密度は ne = 1である．(d)式 (6.42)による数値的に厳密な感受率（灰色破線）および近似的表式 (6.57)
による感受率（黒色太線）．式 (6.58)–(6.60)における χbase, χintra, χinter の寄与をそれぞれ赤色実線，

青色点線，緑色一点鎖線でプロットした．光振幅は A0 = 0.2である．(e) 波数 q/π = 1, 0.83, 0.67に
おける感受率の振幅 A0 依存性．実線は数値的に厳密な値，破線は近似的表式による値を示す．内挿

図は q = π における両者の差を表し，黒色破線は A4
0 の傾きを示す．

式 (6.42)による数値的に厳密な感受率を実線，近似的表式 (6.57)による感受率を破線で示す．A0 ≲ 0.2
の領域では良い一致が見られる．内挿図は q = π における両者の差を示しており，これが A4

0 に比例する

ことが分かる．

光照射下の感受率に現れるピークの起源を明らかにするために，より簡単化された感受率の表式を導

く．一次元系を考え，十分大きい q に対して Ak = ±vF A0/Ω = ∓Ak+q が定数と見なせるものとする*5．

このとき式 (6.58)–(6.60)は

χbase
q (ω) =

(
1 − 5

2
A2

F

)
χ
(0)
q (ω), (6.67)

χintra
q (ω) =

A2
F

4

[
χ
(0)
q (ω)

���
µ→µ−Ω

+ χ
(0)
q (ω)

���
µ→µ+Ω

]
, (6.68)

χinter
q (ω) = A2

F

[
χ
(0)
q (ω +Ω) + χ(0)q (ω − Ω)

]
(6.69)

となる．ここでAF = vF A0/Ωと定義した．χ
(0)
q (ω)は高振動数極限 (Ω → ∞)における感受率 [式 (6.45)]

である．χinter の重みは χintra よりも 4 倍大きいが，これは図 6.8(d) の結果とも整合する．これらの
式 (6.67)–(6.69)に基づいて，感受率に寄与する電子正孔対励起の過程を模式的に示したものが図 6.9で

*5 一方，式 (6.60)は因子 (Ak+q − Ak)2 を含むため，Ak ≈ Ak+q となるような小さい ∥q ∥ に対しては χinter
q ≈ 0となる．
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図 6.9 (a)エネルギーバンド図．χbase, χintra, χinter

に対応する電子正孔対励起の模式図をそれぞれ赤

色実線矢印，青色点線矢印，緑色一点鎖線矢印で示

す．(b) Floquetバンド描像に基づく解釈．χintra は

1-フォトン Floquet サイドバンド内の電子正孔対励
起，χinter は 0-フォトン Floquetバンドと 1-フォト
ン Floquetサイドバンド間の電子正孔対励起に対応
する．

図 6.10 実空間における感受率 χ(r)．(a) 線形ス
ケール，(b)対数スケール．(a)におけるシンボル
は格子定数の整数倍の r における χ(r)を示し，曲
線は式 (6.65)を r の連続関数と見なしてプロット
したもの．(b) における黒色破線は 1/r の傾きを
示す．光振動数は Ω = 1．

ある．式 (6.68)の χintra は化学ポテンシャルが ±Ωだけシフトされた二つの χ
(0)
q から成り，Floquetサイ

ドバンド内の電子正孔対励起を表す．一方，式 (6.69)の χinter は χ
(0)
q (ω +Ω)と χ

(0)
q (ω − Ω)を含むこと

から，Floquetバンド間の電子正孔対励起に対応するものと解釈できる．
最後に，実空間における感受率 [式 (6.65)]について議論する．ここでは熱浴との結合強度を Γ = 0.005
とする．このとき電子の平均自由行程は ℓ = vF/Γ = 400と見積もられる．長距離の振舞いを議論するた
めにサイト数を N = 2048 (≫ ℓ)とする*6．振幅 A0 = 0–1に対して χ(r)をプロットしたものが図 6.10
である．平衡状態 (A0 = 0)では χ(r)は周期 2π/(2kF) = 2で振動し，長距離では 1/r に比例して減衰す

る．光照射下では，感受率 χq に Floquetバンド間のネスティングに起因するピークが現れることを反映
して χ(r)の振動はわずかに変調される．一方で長距離の冪依存性は χ(r) ∼ 1/r のまま不変であるが，こ

れは一次元系かつ ne = 1であるために完全ネスティング条件が保たれるためであると考えられる．

*6 r ≳ ℓ の領域では χ(r)は指数関数的に減衰する．
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6.4 まとめ

本章では光照射下の定常状態（Floquet状態）におけるスピン・電荷感受率を Floquet Green関数法を
用いて解析した．模型として熱浴と結合した単一バンドの自由電子系を採用した．以下のことが明らか

になった．

• Floquet Green 関数法に基づいて，Floquet 状態におけるスピン感受率と電荷感受率の一般的表
式 (6.42)を導出した．低振動数極限 (Ω → 0)では時間平均された感受率は平衡系の感受率に一致
すること，ならびに高振動数極限 (Ω → ∞)では平衡系の表式におけるエネルギーバンド εk がそ

の時間平均 ε0,k に置き換わることを示した．

• Floquet状態における感受率について，そのベクトルポテンシャル振幅 A0 に関する級数展開を行

い，A0 の二次までの近似的表式 (6.57)–(6.60) を得た．A2
0 に比例する補正項は χbase, χintra, χinter

の三種類に分類できることを示した．すなわち，0-フォトンバンド内の電子正孔対励起を表す
χbase，1-フォトンバンド内の電子正孔対励起を表す χintra，0-フォトンバンドと 1-フォトンバンド
間の電子正孔対励起を表す χinter である．

• 第 6.3節では二次元正方格子ならびに一次元正方格子を考え，静的感受率 χq について数値的に解

析した．高振動数領域 (Ω → ∞)では動的局在による感受率の上昇が確認された．低振動数領域で
は非熱的な電子分布 nk による新たな構造が感受率に現れることを見出し，これが Floquetバンド
間のネスティングを考えることで理解できることを示した．

• 電子数密度 ne = 0.25の二次元正方格子の場合，図 6.4(a4)や 6.6(e)に示されるように，高強度の
光照射下では反強磁性よりもむしろ強磁性的な相関が発達することが見出された．これは第 5章
において議論した二重交換模型の強磁性金属状態と異なり，常磁性金属状態では Stoner励起（電
子正孔対励起）のエネルギーギャップが消失することに起因すると考えられる．
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結論

本研究では強相関遍歴磁性体における光誘起スピンダイナミクスを明らかにすることを目的とした．

二重交換模型および自由電子模型を対象として，厳密対角化法や Floquet Green関数法等を用いて実時間
ダイナミクスならびに光誘起定常状態の解析を行い，以下のことを明らかにした．

遍歴強磁性体における光誘起反強磁性転移（第 3章）
遍歴強磁性を記述する模型の一つである二重交換模型を採用し，光誘起実時間ダイナミクスの数値計

算を行った．模型のハミルトニアンは伝導電子の運動項ならびに伝導電子と局在スピン（磁気モーメン

ト）間の Hund結合項のみを含み，反強磁性的相互作用をあらわに含まない．強磁性金属状態に対して高
強度の連続波やパルス光を照射することで反強磁性絶縁体状態が実現することが見出された．反強磁性

定常状態においては下部バンド内の電子占有数がほぼ一様な分布を示し，これにより反強磁性状態が強

磁性状態よりもエネルギー的に “安定”となる．強磁性秩序が消失するまでの時間はベクトルポテンシャ
ル振幅 F0/Ωの関数として表され，閾値振幅が存在する．一方で，反強磁性状態が実現するまでの過渡ダ
イナミクスは振幅 F0/Ωや Gilbert減衰定数 αに対して非単調な振舞いを示す．

光誘起過渡ダイナミクスにおけるトポロジカルな磁気構造の生成（第 4章）
第 3章で見出された光誘起反強磁性転移の過渡ダイナミクスについて，スカラーカイラリティやベク
トルカイラリティを中心として解析を行った．強磁性秩序の消失後，一様なベクトルカイラリティなら

びに副格子毎に定義される巻き付き数（交替スカラーカイラリティ）が有限の値を示し，これが消失し

た後に完全な反強磁性状態が実現することを見出した．巻き付き数は副格子毎に互いに逆符号の整数値

を取り，トポロジカルな磁気欠陥の存在が確認された．反強磁性定常状態が実現するまでの時間は強磁

性初期状態における局在スピンに導入された微小な揺らぎに大きく依存する．カーネル多項式法等を用

いたクエンチダイナミクスの解析を併せて行い，同様に過渡的な磁気欠陥の出現が確認された．

光誘起反強磁性転移の微視的機構（第 5章）
上記の二重交換系における光誘起反強磁性転移の微視的機構を明らかにするため，光照射下の強磁性

金属状態における磁気励起スペクトルを Floquet Green 関数法と多体摂動論を用いて調べた．二次元正
方格子における解析の結果，光強度の増大とともに波数 q = (π, π)のマグノンのエネルギーがソフト化
すること，すなわち反強磁性不安定性が誘起されることを見出した．光照射下では下部（メジャースピ

ン）バンドの伝導電子の運動量分布関数が一様な分布に近づき，主に q = (π, π)において低エネルギーの
Stoner励起が増強されることで上記の不安定性が生じると解釈される．マグノンのソフト化による反強
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磁性不安定性は，実時間ダイナミクスの数値計算により得られた閾値的振舞い [図 3.2(e)]と整合するも
のである．

光照射下の定常状態におけるスピン・電荷感受率（第 6章）
第 3–5章で議論した強結合領域の二重交換系に対して，弱結合領域からのアプローチとして相互作用
のない電子系の常磁性金属状態を考え，Floquet Green関数法を用いて光照射下の Floquet状態における
スピン・電荷感受率について議論した．感受率の一般的表式ならびに光振幅に関する最低次の補正項を

導出した．これに基づいて，二次元正方格子および一次元正方格子について感受率を数値的に評価した．

光振動数が電子のバンド幅よりも遥かに大きい領域では，動的局在によるバンド幅の減少のために静的

感受率が増大する．一方，光振動数がバンド幅と同程度以下に小さい場合には複数の Floquet バンドが
“Fermi面”を持ち，感受率にはこれらの “ネスティングベクトル”に対応する波数に新たなピーク構造が
現れる．

以上により，強相関遍歴磁性体における高強度の光照射により誘起されるスピンダイナミクスや定常

状態の性質が明らかになった．そこでは光の振幅や振動数，および偏光状態に依存した熱平衡状態とは

異なる非熱的電子分布の存在が重要である．これは Floquet有効ハミルトニアンから得られるエネルギー
バンド構造だけでは理解することができない性質であり，今後は非熱的電子分布や多体効果の観点から

の新たな研究の展開が考えられる．
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補遺 A

感受率の近似的表式の導出

式 (6.24)で定義されるユニタリ行列 Λk を外場の振幅の大きさ A0 = ∥A0∥ について二次まで展開し*1，

第 6.2.3節に示した感受率の近似的表式 (6.57)–(6.60)を導く．ここでは直線偏光を考え，ベクトルポテ
ンシャルを

A(t) = A0 sin Ωt, A0 = A0a (A.1)

と表す．ただし aは偏光方向を表す定ベクトルであり，A0 に依存しない．時刻 t におけるエネルギーバ

ンドは εk(t) = εk−A(t) と表せる．表記を簡単にするため，誤解の恐れのない限り Λk の添字 k を省略す

る．Λの一次の微係数は，

∂ε0,k

∂A0

����
A0=0
=

∫ π

−π

dz
2π

∂εk−A0a sin z

∂A0

����
A0=0

=

∫ π

−π

dz
2π

∂(k − A0a sin z)
∂A0

∂εk−A0a sin z

∂(k − A0a sin z)

����
A0=0

= (−avk)
∫ π

−π

dz
2π

sin z

= 0 (A.2)

であることから

∂Λmn

∂A0

����
A0=0
=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x ∂

∂A0
exp

[
1

iΩ

∫ x

0
dz (εk−A0a sin z − ε0,k)

] ����
A0=0

=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x 1
iΩ

∫ x

0
dz′ [vk · (−a sin z′)]

= −vka

iΩ

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x(1 − cos x)

= −vka

iΩ

[
δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2

]
(A.3)

と計算でき，これより

Λmn = Λmn |A0=0 +
∂Λmn

∂A0

����
A0=0

A0 + O(A2
0)

= δmn −
vka

iΩ

(
δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2

)
A0 + O(A2

0) (A.4)

*1 時間平均されたエネルギーバンド ε0,k も振幅 A0 に依存しており，その最低次の補正項は A2
0 に比例する．一方，以下の導

出から示唆されるように，Λの級数展開を制御する無次元変数は A0 ではなく Ak = vkA0/Ωと考えるべきである．そのた
め，ここでは ε0,k の A0 に関する展開については行わない．
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となる．これは∑
l

ΛmlΛ∗
nl =

∑
l

[
δml −

vka

iΩ

(
δml −

δm,l−1 + δm,l+1

2

)
A0

] [
δnl +

vka

iΩ

(
δnl −

δn,l−1 + δn,l+1

2

)
A0

]
+ O(A2

0)

=
∑
l

δmlδnl −
vkaA0

iΩ

∑
l

[(
��δml −

δm,l−1 + δm,l+1

2

)
δnl − δml

(
��δnl −

δn,l−1 + δn,l+1

2

)]
+ O(A2

0)

= δmn + O(A2
0) (A.5)

のように A0 の一次までの範囲でユニタリである．上の展開の結果を用いると，遅延 Green関数は

(GR
k)mn(ω) =

∑
l

Λ∗
ml

Λnl

ω + lΩ − ε0,k + iη

≈ δmn

ω + nΩ − ε0,k + iη
− vkaA0

iΩ

∑
l

(
δml −

δm,l−1 + δm,l+1

2

)
δnl − δml

(
δnl −

δn,l−1 + δn,l+1

2

)
ω + lΩ − ε0,k + iη

=
δmn

ω + nΩ − ε0,k + iη
− vkaA0

iΩ


δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2
ω + nΩ − ε0,k + iη

−
δnm − δn,m−1 + δn,m+1

2
ω + mΩ − ε0,k + iη


=

δmn

ω + nΩ − ε0,k + iη
−

(
δm,n+1 + δm,n−1

) vkaA0

2iΩ

[
1

ω + mΩ − ε0,k + iη
− 1
ω + nΩ − ε0,k + iη

]
(A.6)

と表せる．同様に

Λml1Λ
∗
l2l1

Λl2l3Λ
∗
nl3
=

[
δml1δl2l1 −

vkA0

2iΩ
{
δml1 (δl2,l1−1 + δl2,l1+1) − (δm,l1−1 + δm,l1+1)δl2l1

}]
×

[
δl2l3δnl3 −

vkA0

2iΩ
{
δl2l3 (δn,l3−1 + δn,l3+1) − (δl2,l3−1 + δl2,l3+1)δnl3

}]
= δml1δl1l2δl2l3δl3n −

vkA0

2iΩ

[
δml1δl1l2

{
δl2l3(δl3−1,n + δl3+1,n) − (δl2,l3−1 + δl2,l3+1)δl3n

}
+

{
δml1 (δl1−1,l2 + δl1+1,l2 ) − (δm,l1−1 + δm,l1+1)δl1l2

}
δl2l3δl3n

]
+ O(A2

0) (A.7)

のように展開すると，lesser Green関数は次のようになる．

(G<
k)mn(ω) =

∑
l1l2l3

2iη f (ω + l2Ω)Λml1Λ∗
l2l1

Λl2l3Λ∗
nl3

(ω + l1Ω − ε0,k + iη)(ω + l3Ω − ε0,k − iη)

≈ 2iη f (ω + nΩ)δmn

(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2

− 2iηvkA0

2iΩ

[
f (ω + mΩ)(δm−1,n + δm+1,n)

(ω + mΩ − ε0,k)2 + η2 − f (ω + nΩ)(δm,n−1 + δm,n+1)
(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2

− f (ω + mΩ)(δm,n−1 + δm,n+1)
(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη) +

f (ω + nΩ)(δm−1,n + δm+1,n)
(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

]
.

(A.8)

以上のように，振幅 A0 の一次までの範囲では時間平均，すなわち m = nの対角成分は A0 に依存しな

い．また，感受率の表式に含まれる GRG< や G<GA についても，対角成分は O(A1
0)の補正を受けない．

したがって，これらの時間平均の補正をみるためには Λについて A0 の二次まで考える必要がある．二



89

次の微係数は

∂2εk−0a sin z′

∂A2
0

=
∂

∂A0

∂(k −0 a sin z′)
∂A0

·
∂εk−0a sin z′

∂(k −0 a sin z′)

=
∂

∂A0

∑
α

(−aα sin z′)vαk−A0a sin z′

=
∑
α

(−aα sin z′)∂(k − A0a sin z′)
∂A0

·
∂vα

k−A0a sin z′

∂(k − A0a sin z′)

=
∑
αβ

(−aα sin z′)(−aβ sin z′)ταβ
k−A0a sin z′

(
τ
αβ
k
=

∂2εk
∂kβ∂kα

)
(A.9)

および

∂2ε0,k

∂A2
0

�����
A0=0

=

∫ π

−π

dz
2π

∂2εk−A0a sin z

∂A2
0

�����
A0=0

=
∑
αβ

(−aα)(−aβ)ταβ
k

∫ π

−π

dz
2π

sin2 z =
aαaβταβ

k

2
(A.10)

を用いて

∂2Λmn

∂A2
0

�����
A0=0

=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x ∂2

∂A2
0

exp
[

1
iΩ

∫ x

0
dz (εk−A0a sin z − ε0,k)

] �����
A0=0

=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x exp
(

1
iΩ

∫ x

0
dz (εk(z/Ω) − ε0,k)

)
×

[
1

(iΩ)2

{∫ x

0
dz′

(
∂εk−A0a sin z′

∂A0
− ∂ε0,k

∂A0

)}2
+

1
iΩ

∫ x

0
dz′

(
∂2εk−A0a sin z′

∂A2
0

− ∂2ε0,k

∂A2
0

)] ����
A0=0

=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x
[

1
(iΩ)2

(∫ x

0
dz′ (−vka) sin z′

)2
+

∑
αβ

aαaβταβ
k

iΩ

∫ x

0
dz′

(
sin2 z′ − 1

2

)]
=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x
[(−vka

iΩ

)2
(1 − cos x)2 −

aαaβταβ
k

iΩ
sin x cos x

2

]
=

∫ π

−π

dx
2π

ei(m−n)x
[(−vka

iΩ

)2
{

3
2
− (eix + e−ix) + e2ix + e−2ix

4

}
−

aαaβταβ
k

iΩ
e2ix − e−2ix

8i

]
=

(vka

iΩ

)2
[
3
2
δmn − (δm−n,−1 + δm−n,1) +

δm−n,−2 + δm−n,2
4

]
+

aαaβταβ
k

8Ω
(δm−n,−2 − δm−n,2)

(A.11)

となる．一次の微係数と合わせて，Λmn は

Λmn = Λmn |A0=0 +
∂Λmn

∂A0

����
A0=0

A0 +
1
2
∂2Λmn

∂A2
0

�����
A0=0

A2
0 + O(A3

0)

= δmn −
vkA0

iΩ

(
δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2

)
+

(
vkA0

iΩ

)2 (3
4
δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2
+
δm,n−2 + δm,n+2

8

)
+

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δm,n−2 − δm,n+2) + O(A3

0)
(A.12)
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と展開できる．ユニタリ性は A0 について一次の範囲で既に確かめている．二次の項は∑
l

ΛmlΛ∗
nl

→ −
(
vkA0

iΩ

)2 ∑
l

(
δml −

δm,l−1 + δm,l+1

2

) (
δnl −

δn,l−1 + δn,l+1

2

)
+

∑
l

[
δml

(
vkA0

−iΩ

)2 (3
4
δnl −

δn,l−1 + δn,l+1

2
+
δn,l−2 + δn,l+2

8

)
+ δml

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δn,l−2 − δn,l+2)

+

(
vkA0

iΩ

)2 (3
4
δml −

δm,l−1 + δm,l+1

2
+
δm,l−2 + δm,l+2

8

)
δnl +

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δm,l−2 − δm,l+2)δnl

]
=

(
vkA0

Ω

)2 [
δmn −

1
2
(
δm,l−1 + δm,n+1 + δn,m−1 + δn,m+1

)
+

1
4
(
δmn + δm+1,n−1 + δm−1,n+1 + δmn

) ]
−

(
vkA0

Ω

)2 (3
4
δmn −

δn,m−1 + δn,m+1

2
+
δm−1,n+1 + δm+1,n−1

8

)
+

e2 Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δn,m−2 − δn,m+2)

−
(
vkA0

Ω

)2 (3
4
δmn −

δm,n−1 + δm,n+1

2
+
δm+1,n−1 + δm−1,n+1

8

)
+

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δm,n−2 − δm,n+2)

= 0 (A.13)

となり，確かに Λはユニタリ性を保つ．遅延 Green関数の A0 の二次の項は

(GR
k)

(2)
mn(ω) =

∑
l

1
ω + lΩ − ε0,k + iη

[ Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
{
δml(δn,l−2 − δn,l+2) + (δm,l−2 − δm,l+2)δnl

}
+

(
vkA0

Ω

)2{
δmlδnl −

1
2
(
δmlδn,l−1 + δmlδn,l+1 + δm,l−1δnl + δm,l+1δnl

)
+

1
4
(
δm,l−1δn,l−1 + δm,l−1δn,l+1 + δm,l+1δn,l−1 + δm,l+1δn,l+1

)
− δml

(
3
4
δnl −

δn,l−1 + δn,l+1

2
+
δn,l−2 + δn,l+2

8

)
−

(
3
4
δml −

δm,l−1 + δm,l+1

2
+
δm,l−2 + δm,l+2

8

)
δnl

}]
=

(
vkA0

Ω

)2 [ −δmn/2
ω + nΩ − ε0,k + iη

+
δmn/4

ω + (n + 1)Ω − ε0,k + iη
+

δmn/4
ω + (n − 1)Ω − ε0,k + iη

]
+ δm−1,n+1


1
4

(
vkA0

Ω

)2

ω + (n + 1)Ω − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
− Aα

0 A
β
0 τ

αβ
k

16Ω

ω + mΩ − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
+

Aα
0 A

β
0 τ

αβ
k

16Ω

ω + nΩ − ε0,k + iη


+ δm+1,n−1


1
4

(
vkA0

Ω

)2

ω + (n − 1)Ω − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
+

Aα
0 A

β
0 τ

αβ
k

16Ω

ω + mΩ − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
− Aα

0 A
β
0 τ

αβ
k

16Ω

ω + nΩ − ε0,k + iη


(A.14)

と表される．時間平均は

(GR
k)00(ω) =

1 − 1
2

(
vkA0

Ω

)2

ω − ε0,k + iη
+

1
4

(
vkA0

Ω

)2

ω +Ω − ε0,k + iη
+

1
4

(
vkA0

Ω

)2

ω − Ω − ε0,k + iη
(A.15)

となる．スペクトル強度が非負であるために (vkA0)2 ≤ 2Ω2 である必要がある．
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Lesser Green関数についても同様に計算できる．ユニタリ行列の積については

Λml1Λ
∗
l2l1

Λl2l3Λ
∗
nl3

=

[
δml1δl2l1 −

vkA0

2iΩ
{
δml1 (δl2,l1−1 + δl2,l1+1) − (δm,l1−1 + δm,l1+1)δl2l1

}
+

(
vkA0

Ω

)2 (
δml1 −

δm,l1−1 + δm,l1+1

2

) (
δl2l1 −

δl2,l1−1 + δl2,l1+1

2

)
−

(
vkA0

Ω

)2
δml1

(
3
4
δl2l1 −

δl2,l1−1 + δl2,l1+1

2
+
δl2,l1−2 + δl2,l1+2

8

)
+

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
δml1 (δl2,l1−2 − δl2,l1+2)

−
(
vkA0

Ω

)2 (3
4
δml1 −

δm,l1−1 + δm,l1+1

2
+
δm,l1−2 + δm,l1+2

8

)
δl2l1 +

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δm,l1−2 − δm,l1+2)δl2l1

]
×

[
δl2l3δnl3 −

vkA0

2iΩ
{
δl2l3 (δn,l3−1 + δn,l3+1) − (δl2,l3−1 + δl2,l3+1)δnl3

}
+

(
vkA0

Ω

)2 (
δl2l3 −

δl2,l3−1 + δl2,l3+1

2

) (
δnl3 −

δn,l3−1 + δn,l3+1

2

)
−

(
vkA0

Ω

)2
δl2l3

(
3
4
δnl3 −

δn,l3−1 + δn,l3+1

2
+
δn,l3−2 + δn,l3+2

8

)
+

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
δl2l3 (δn,l3−2 − δn,l3+2)

−
(
vkA0

Ω

)2 (3
4
δl2l3 −

δl2,l3−1 + δl2,l3+1

2
+
δl2,l3−2 + δl2,l3+2

8

)
δnl3 +

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
(δl2,l3−2 − δl2,l3+2)δnl3

]
= δml1δl2l1δl2l3δnl3

− vkA0

2iΩ

[{
δml1 (δl2,l1−1 + δl2,l1+1) − (δm,l1−1 + δm,l1+1)δl2l1

}
δl2l3δnl3

+ δml1δl2l1
{
δl2l3 (δn,l3−1 + δn,l3+1) − (δl2,l3−1 + δl2,l3+1)δnl3

}]
+

(
vkA0

2iΩ

)2 [
δml1 (δl2,l1−1 + δl2,l1+1) − (δm,l1−1 + δm,l1+1)δl2l1

]
×

[
δl2l3 (δn,l3−1 + δn,l3+1) − (δl2,l3−1 + δl2,l3+1)δnl3

]
+

(
vkA0

Ω

)2 [(
δml1 −

δm,l1−1 + δm,l1+1

2

) (
δl2l1 −

δl2,l1−1 + δl2,l1+1

2

)
δl2l3δnl3

− δml1

(
3
4
δl2l1 −

δl2,l1−1 + δl2,l1+1

2
+
δl2,l1−2 + δl2,l1+2

8

)
δl2l3δnl3

−
(
3
4
δml1 −

δm,l1−1 + δm,l1+1

2
+
δm,l1−2 + δm,l1+2

8

)
δl2l1δl2l3δnl3

+ δml1δl2l1

(
δl2l3 −

δl2,l3−1 + δl2,l3+1

2

) (
δnl3 −

δn,l3−1 + δn,l3+1

2

)
− δml1δl2l1δl2l3

(
3
4
δnl3 −

δn,l3−1 + δn,l3+1

2
+
δn,l3−2 + δn,l3+2

8

)
− δml1δl2l1

(
3
4
δl2l3 −

δl2,l3−1 + δl2,l3+1

2
+
δl2,l3−2 + δl2,l3+2

8

)
δn,l3

]
+

e2 Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω

[
δml1 (δl2,l1−2 − δl2,l1+2)δl2l3δnl3 + (δm,l1−2 − δm,l1+2)δl2l1δl2l3δnl3

+ δml1δl2l1δl2l3(δn,l3−2 − δn,l3+2) + δml1δl2l1 (δl2,l3−2 − δl2,l3+2)δnl3
]

(A.16)
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となり，振幅 A0 について二次の寄与 (G<
k)

(2)
mn(ω)は以下のようになる．

(G<
k)

(2)
mn(ω)/(2iη)

=
∑
l1l2l3

f (ω + l2Ω)
(ω + l1Ω − ε0,k + iη)(ω + l3Ω − ε0,k − iη)

×
(
vkA0

Ω

)2 [{
δml1δl1l2 −

1
2
(
δml1δl1−1,l2 + δml1δl1+1,l2 + δm,l1−1δl1l2 + δm,l1+1δl1l2

)
+

1
4
(
δm,l1−1δl1−1,l2 + δm,l1−1δl1+1,l2 + δm,l1+1δl1−1,l2 + δm,l1+1δl1+1,l2

)}
δl2l3δl3n

− δml1

(
3
4
δl1l2 −

δl1−1,l2 + δl1+1,l2
2

+
δl1−2,l2 + δl1+2,l2

8

)
δl2l3δl3n

−
(
3
4
δml1 −

δm,l1−1 + δm,l1+1

2
+
δm,l1−2 + δm,l1+2

8

)
δl1,l2δl2l3δl3n

+ δml1δl1l2

{
δl2l3δl3n −

1
2
(
δl2l3δl3−1,n + δl2l3δl3+1,n + δl2,l3−1δl3n + δl2,l3+1δl3n

)
+

1
4
(
δl2,l3−1δl3−1,n + δl2,l3−1δl3+1,n + δl2,l3+1δl3−1,n + δl2,l3+1δl3+1,n

)}
− δml1δl1l2δl2l3

(
3
4
δl3n −

δl3−1,n + δl3+1,n

2
+
δl3−2,n + δl3+2,n

8

)
− δml1δl1l2

(
3
4
δl2l3 −

δl2,l3−1 + δl2,l3+1

2
+
δl2,l3−2 + δl2,l3+2

8

)
δl3n

− 1
4
{
δml1 (δl1−1,l2 + δl1+1,l2 ) − (δm,l1−1 + δm,l1+1)δl1l2

}{
δl2l3 (δl3−1,n + δl3+1,n) − (δl2,l3−1 + δl2,l3+1)δl3n

}︸                                                                                                                             ︷︷                                                                                                                             ︸
[δml1 δl1−1, l2+δml1 δl1+1, l2−δm, l1−1δl1 l2−δm, l1+1δl1 l2 ][δl2 l3 δl3−1,n+δl2 l3 δl3+1,n−δl2, l3−1δl3n−δl2, l3+1δl3n]

+
e2 Aα0 Aβ0 τ

αβ
k

16Ω

[
δml1 (δl1−2,l2 − δl1+2,l2 )δl2l3δl3n + (δm,l1−2 − δm,l1+2)δl1l2δl2l3δl3n

+ δml1δl1l2δl2l3 (δl3−2,n − δl3+2,n) + δml1δl1l2 (δl2,l3−2 − δl2,l3+2)δl3n
]
. (A.17)

ここで表記を短くするために z± = ω − ε0,k ± iη と置いて上式を展開すると

(G<
k)

(2)
mn(ω)/(2iη)

=

(
vkA0

Ω

)2 [
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸
(1a)

− 1
2

{
δm−1,n f (ω + nΩ)

(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸
(5c)

+
δm+1,n f (ω + nΩ)

(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸
(4c)

+
δm,n−1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(4d)

+
δm,n+1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(5d)

}
+

1
4

{
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + (n + 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸
(1c)

+
δm+1,n−1 f (ω + nΩ)

(z+ + (m + 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸
(2d)

+
δm−1,n+1 f (ω + nΩ)

(z+ + (m − 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸
(3e)

+
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + (n − 1)Ω)(z + nΩ)︸                          ︷︷                          ︸
(1d)

}

− 3
4

δmn f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(1a)

+
1
2

{
δm−1,n f (ω + nΩ)

(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸
(5c)

+
δm+1,n f (ω + nΩ)

(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸
(4c)

}
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− 1
8

{
δm−1,n+1 f (ω + nΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(3c)

+
δm+1,n−1 f (ω + nΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(2c)

}
− 3

4
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸
(1a)

+
1
2

{
δm,n−1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(4d)

+
δm,n+1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(5d)

}
− 1

8

{
δm+1,n−1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(2b)

+
δm−1,n+1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(3b)

}
+

δmn f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(1a)

− 1
2

{
δm−1,n f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸
(5a)

+
δm+1,n f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸
(4a)

+
δm,n−1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(4b)

+
δm,n+1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(5b)

}

+
1
4

{
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + (n + 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸
(1e)

+
δm+1,n−1 f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + (n − 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸
(2e)

+
δm−1,n+1 f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + (n + 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸
(3d)

+
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + (n − 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸
(1f)

}
− 3

4
δmn f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸
(1a)

+
1
2

{
δm−1,n f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸
(5a)

+
δm+1,n f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸
(4a)

}
− 1

8

{
δm+1,n−1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸

(2a)

+
δm−1,n+1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸

(3a)

}

− 3
4

δmn f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(1a)

+
1
2

{
δm,n−1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(4b)

+
δm,n+1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(5b)

}

− 1
8

{
δm+1,n−1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(2c)

+
δm−1,n+1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(3c)

}
− 1

4

{
δm−1,n+1 f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + (n + 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸

(3d)

+
δmn f (ω + (n − 1)Ω)

(z+ + nΩ)(z− + (n − 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸
(1f)

− δmn f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                      ︷︷                      ︸

(1b)

− δm−1,n+1 f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸

(3c)

+
δmn f (ω + (n + 1)Ω)

(z+ + nΩ)(z− + (n + 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸
(1e)

+
δm+1,n−1 f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + (n − 1)Ω)︸                            ︷︷                            ︸

(2e)

− δm+1,n−1 f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸

(2c)

− δmn f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                      ︷︷                      ︸

(1b)

− δmn f (ω + (n + 1)Ω)
(z+ + (n + 1)Ω)(z− + (n + 1)Ω)︸                                   ︷︷                                   ︸

(1g)

− δm+1,n−1 f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + (m + 1)Ω)(z− + (n − 1)Ω)︸                                    ︷︷                                    ︸

(2f)

+
δm+1,n−1 f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + (m + 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸

(2d)

+
δmn f (ω + (n + 1)Ω)

(z+ + (n + 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸
(1c)

− δm−1,n+1 f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + (m − 1)Ω)(z− + (n + 1)Ω)︸                                    ︷︷                                    ︸

(3f)

− δmn f (ω + (n − 1)Ω)
(z+ + (n − 1)Ω)(z− + (n − 1)Ω)︸                                   ︷︷                                   ︸

(1h)

+
δmn f (ω + (n − 1)Ω)

(z+ + (n − 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸
(1d)

+
δm−1,n+1 f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + (m − 1)Ω)(z− + nΩ)︸                            ︷︷                            ︸

(3e)

}]
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+
Aα0 Aβ0 τ

αβ
k

16Ω

[
δm−1,n+1 f (ω + nΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(3c)

− δm+1,n−1 f (ω + nΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(2c)

+
δm+1,n−1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(2b)

− δm−1,n+1 f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ)︸                    ︷︷                    ︸

(3b)

+
δm−1,n+1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸

(3a)

− δm+1,n−1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + mΩ)︸                      ︷︷                      ︸

(2a)

+
δm+1,n−1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(2c)

− δm−1,n+1 f (ω + mΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ)︸                     ︷︷                     ︸

(3c)

]
(A.18)

の全 62項が現れる．各項は同じ δmn を持つものをアラビア数字，その中で同じ分母（極）を持つものを

ラテン文字でラベルしてある．一つ異なるインデックス間の行列要素は (4)と (5)でラベルされた 16項
であるが，これらは互いに打ち消す．対角成分 (1)のグループは δmn を含む 18項が属し，これらは以下
のように整理される．

(1a) =
(
1 − 3

4
− 3

4
+ 1 − 3

4
− 3

4

)
× δmn f (ω + nΩ)
(z+ + nΩ)(z− + nΩ) = − δmn f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ), (A.19)

(1b) =
δmn

4
f (ω + (n + 1)Ω) + f (ω + (n − 1)Ω)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ) , (A.20)

(1c) + (1d) =
δmn

4
f (ω + nΩ) − f (ω + (n + 1)Ω)
(z+ + (n + 1)Ω)(z− + nΩ) +

δmn

4
f (ω + nΩ) − f (ω + (n − 1)Ω)
(z+ + (n − 1)Ω)(z− + nΩ) , (A.21)

(1e) + (1f) =
δmn

4
f (ω + nΩ) − f (ω + (n + 1)Ω)
(z+ + nΩ)(z− + (n + 1)Ω) +

δmn

4
f (ω + nΩ) − f (ω + (n − 1)Ω)
(z+ + nΩ)(z− + (n − 1)Ω) , (A.22)

(1g) + (1h) =
δmn

4
f (ω + (n + 1)Ω)

(z+ + (n + 1)Ω)(z− + (n + 1)Ω) +
δmn

4
f (ω + (n − 1)Ω)

(z+ + (n − 1)Ω)(z− + (n − 1)Ω) . (A.23)

したがって，lesser Green関数の時間平均は

(G<
k)00(ω) =

2iη
(ω − ε0,k)2 + η2 ×

[{
1 −

(
vkA0

Ω

)2}
f (ω) +

(
vkA0

Ω

)2 f (ω +Ω) + f (ω − Ω)
4

]
+

1
4

(
vkA0

Ω

)2 [ 2iη f (ω +Ω)
(ω +Ω − ε0,k)2 + η2 +

2iη f (ω − Ω)
(ω − Ω − ε0,k)2 + η2

]
+

2iη
4

(
vkA0

Ω

)2 [ f (ω) − f (ω +Ω)
(ω +Ω − ε0,k + iη)(ω − ε0,k − iη) +

f (ω) − f (ω − Ω)
(ω − Ω − ε0,k + iη)(ω − ε0,k − iη)

+
f (ω) − f (ω +Ω)

(ω − ε0,k + iη)(ω +Ω − ε0,k − iη) +
f (ω) − f (ω − Ω)

(ω − ε0,k + iη)(ω − Ω − ε0,k − iη)

]
(A.24)

となる．

残りは δm+1,n−1 と δm−1,n+1 を含む 62 − (16 + 18) = 28項であり，δm+1,n−1 を含む項は次のように整理
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される．

(2a) = −
[
1
8

(
vkA0

Ω

)2
+

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω

]
f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + mΩ), (A.25)

(2b) = −
[
1
8

(
vkA0

Ω

)2
−

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω

]
f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ), (A.26)

(2c) =
(
vkA0

Ω

)2 2 f (ω + (m + 1)Ω) − f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
8(z+ + mΩ)(z− + nΩ) +

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ) ,

(A.27)

(2d) + (2e) =
1
4

(
vkA0

Ω

)2 [ f (ω + nΩ) − f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + (m + 1)Ω)(z− + nΩ) +

f (ω + mΩ) − f (ω + (n − 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + (n − 1)Ω)

]
, (A.28)

(2f) =
1
4

(
vkA0

Ω

)2 f (ω + (m + 1)Ω)
(z+ + (m + 1)Ω)(z− + (n − 1)Ω) . (A.29)

同様に，δm−1,n+1 を含む項は以下のようにまとめられる．

(3a) = −
[
1
8

(
vkA0

Ω

)2
−

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω

]
f (ω + mΩ)

(z+ + mΩ)(z− + mΩ), (A.30)

(3b) = −
[
1
8

(
vkA0

Ω

)2
+

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω

]
f (ω + nΩ)

(z+ + nΩ)(z− + nΩ), (A.31)

(3c) =
(
vkA0

Ω

)2 2 f (ω + (n + 1)Ω) − f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
8(z+ + mΩ)(z− + nΩ) −

Aα0 Aβ0 τ
αβ
k

16Ω
f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
(z+ + mΩ)(z− + nΩ) ,

(A.32)

(3d) + (3e) =
1
4

(
vkA0

Ω

)2 [ f (ω + mΩ) − f (ω + (n + 1)Ω)
(z+ + mΩ)(z− + (n + 1)Ω) +

f (ω + nΩ) − f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + (m − 1)Ω)(z− + nΩ)

]
, (A.33)

(3f) =
1
4

(
vkA0

Ω

)2 f (ω + (m − 1)Ω)
(z+ + (m − 1)Ω)(z− + (n + 1)Ω) . (A.34)

ここまでの結果をまとめると，遅延 Green関数は以下のように展開される．

(GR
k)mn(ω)

=

[
1 − 1

2

(
vkA0

Ω

)2
]

δmn

ω + nΩ − ε0,k + iη

+
1
4

(
vkA0

Ω

)2 [
δmn

ω + (n + 1)Ω − ε0,k + iη
+

δmn

ω + (n − 1)Ω − ε0,k + iη

]
+ (δm,n+1 + δm,n−1)

ivkA0

2Ω

(
1

ω + mΩ − ε0,k + iη
− 1
ω + nΩ − ε0,k + iη

)
+ δm+1,n−1


1
4

(
vkA0

Ω

)2

ω + (n − 1)Ω − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
+
τ
αβ
k

Aα
0 A

β
0

16Ω

ω + mΩ − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
− τ

αβ
k

Aα
0 A

β
0

16Ω

ω + nΩ − ε0,k + iη


+ δm−1,n+1


1
4

(
vkA0

Ω

)2

ω + (n + 1)Ω − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
− τ

αβ
k

Aα
0 A

β
0

16Ω

ω + mΩ − ε0,k + iη
−

1
8

(
vkA0

Ω

)2
+
τ
αβ
k

Aα
0 A

β
0

16Ω

ω + nΩ − ε0,k + iη

 + O(A3
0).

(A.35)
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Lesser Green関数については

(G<
k)mn(ω)
2iη

= δmn

[{
1 −

(
vkA0

Ω

)2
}

f (ω + nΩ)
(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2 +

1
4

(
vkA0

Ω

)2 f (ω + (n + 1)Ω) + f (ω + (n − 1)Ω)
(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2

+
1
4

(
vkA0

Ω

)2{ f (ω + (n + 1)Ω)
(ω + (n + 1)Ω − ε0,k)2 + η2 +

f (ω + (n − 1)Ω)
(ω + (n − 1)Ω − ε0,k)2 + η2

}
+

1
2

(
vkA0

Ω

)2{ f (ω + nΩ) − f (ω + (n + 1)Ω)
(ω + nΩ − ε0,k)(ω + (n + 1)Ω − ε0,k)

+
f (ω + nΩ) − f (ω + (n − 1)Ω)

(ω + nΩ − ε0,k)(ω + (n − 1)Ω − ε0,k)

}]
+ (δm,n+1 + δm,n−1)

ivkA0

2Ω

×
[

f (ω + mΩ)
(ω + mΩ − ε0,k)2 + η2 − f (ω + nΩ)

(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2 − f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

]
+ δm+1,n−1

[
1
4

(
vkA0

Ω

)2 {
f (ω + (n − 1)Ω)

(ω + (n − 1)Ω − ε0,k)2 + η2 +
2 f (ω + (n − 1)Ω) − f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
2(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

+
f (ω + mΩ) − f (ω + (n − 1)Ω)

(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + (n − 1)Ω − ε0,k − iη)

+
f (ω + nΩ) − f (ω + (m + 1)Ω)

(ω + (m + 1)Ω − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

}
−

{
1
8

(
vkA0

Ω

)2
+
τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

}
f (ω + mΩ)

(ω + mΩ − ε0,k)2 + η2

−
{

1
8

(
vkA0

Ω

)2
−
τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

}
f (ω + nΩ)

(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2

+
τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

]
+ δm−1,n+1

[
1
4

(
vkA0

Ω

)2 {
f (ω + (n + 1)Ω)

(ω + (n + 1)Ω − ε0,k)2 + η2 +
2 f (ω + (n + 1)Ω) − f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
2(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

+
f (ω + mΩ) − f (ω + (n + 1)Ω)

(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + (n + 1)Ω − ε0,k − iη)

+
f (ω + nΩ) − f (ω + (m − 1)Ω)

(ω + (m − 1)Ω − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

}
−

{
1
8

(
vkA0

Ω

)2
−
τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

}
f (ω + mΩ)

(ω + mΩ − ε0,k)2 + η2

−
{

1
8

(
vkA0

Ω

)2
+
τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

}
f (ω + nΩ)

(ω + nΩ − ε0,k)2 + η2

−
τ
αβ
k

Aα0 Aβ0
16Ω

f (ω + mΩ) − f (ω + nΩ)
(ω + mΩ − ε0,k + iη)(ω + nΩ − ε0,k − iη)

]
+ O(A3

0). (A.36)

Lesser Green関数の表式 (A.36)の第 4行の 2項は η に依存しないため，G< には寄与しない．

以上の Green 関数の表式 (A.35) および (A.36) を用いて，感受率 [式 (6.42)] を A0 の二次までの範囲

で展開する．煩雑さを避けるため，感受率を χq(ω) = (χq)00(ω) =
∑

l χ
(l)
q (ω)のように分ける． ここで
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χ
(l)
q (ω)は

χ
(l)
q (ω) = 2i

N

∑
k

∫ ∞

−∞

dω̄
2π

[
(GR

k+q)0,l(ω + ω̄)(G<
k)l,0(ω̄) + (G<

k+q)0,l(ω + ω̄)(GA
k)l,0(ω̄)

]
(A.37)

により定義される．式 (A.35)および (A.36)において，δm+1,n−1 または δm−1,n+1 を含む項は A2
0 に比例す

るため，δmn または δm,n±1 を含む項だけを考えれば良い．l = 0について，

χ
(0)
q (ω)

=
2
N

∑
k

[
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
−
A2

k+q f (ε0,k+q) − A2
k f (ε0,k)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
− 1

2
A2

k f (ε0,k+q) − A2
k+q f (ε0,k)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

+
1
4
A2

k+q f (ε0,k+q +Ω) − A2
k f (ε0,k +Ω)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
+

1
4
A2

k+q f (ε0,k+q − Ω) − A2
k f (ε0,k − Ω)

ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

+
A2

k+q +A2
k

4

{
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω +Ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
+

f (ε0,k+q) − f (ε0,k)
ω − Ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

}]
+ O(A3

0), (A.38)

を得る．ここで limη→0 η/(z2 + η2) = πδ(z)を用い，Ak = vkA0/Ωと定義した．これは Ω → ∞または
A0 → 0の極限で式 (6.45)に一致する．l = ±1に関しては

χ
(l)
q (ω) = 2

N

∑
k

Ak+qAk

4

[{
2{ f (ε0,k+q) − f (ε0,k)}
ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

−
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω + lΩ − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
−

f (ε0,k+q) − f (ε0,k)
ω − lΩ − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

}
+

∫ ∞

−∞

dω′

2π
i

ω + ω′ − ε0,k+q + iη

×
{

2iη{ f (ω′) − f (ω′ + lΩ)}
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+
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−∞

dω′

2π
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+
2iη{ f (ω + ω′) − f (ω + ω′ + lΩ)}

(ω + ω′ − ε0,k+q + iη)(ω + ω′ + lΩ − ε0,k+q − iη)

}
i

ω′ − ε0,k − iη

]
+ O(A3

0), (A.39)

となり，これより∑
l=±1

χ
(l)
q (ω) = 2

N

∑
k

Ak+qAk

2

[{
2{ f (ε0,k+q) − f (ε0,k)}
ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

−
f (ε0,k+q) − f (ε0,k)

ω +Ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη
−

f (ε0,k+q) − f (ε0,k)
ω − Ω − (ε0,k+q − ε0,k) + 2iη

}
+

∫ ∞

−∞

dω′

2π

{
i

ω + ω′ − ε0,k+q + iη

(
2iη{ f (ω′) − f (ω′ +Ω)}
(ω′ − ε0,k)(ω′ +Ω − ε0,k)

+
2iη{ f (ω′) − f (ω′ − Ω)}
(ω′ − ε0,k)(ω′ − Ω − ε0,k)

)
+

(
2iη{ f (ω + ω′) − f (ω + ω′ +Ω)}

(ω + ω′ − ε0,k+q)(ω + ω′ +Ω − ε0,k+q)
+

2iη{ f (ω + ω′) − f (ω + ω′ − Ω)}
(ω + ω′ − ε0,k+q)(ω + ω′ − Ω − ε0,k+q)

)
× i
ω′ − ε0,k − iη

}]
+ O(A3

0), (A.40)

を得る．式 (A.40)の第 3–5行の項は分子の η のために感受率に寄与しない．式 (A.38)および (A.40)を
χq(ω) =

∑
l χ

(l)
q (ω)に代入し，最終的な表式 (6.57)–(6.60)を得る．
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