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任意断面のせん断遅れを考慮できる梁要素 ∗

A beam element for shear lag analysis of beams with arbitrary cross section
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In wide box girder bridges or multi-girder bridges with wide girder spacing, the bending

strain on the flange or slab is not uniform in the direction perpendicular to the bridge axis due

to the shear lag effect. For the analysis of shear lag, an analytical method with the assumption

of displacement distribution due to shear lag has been proposed, then it has been developed

into the method in which displacement is expressed by series expansion. Authors have proposed

semi-analytical approach to solve the shear lag problem with the help of the homogenized beam

theory. In this paper, we propose a beam element that can take into account the distribution

of shear lag displacement from numerical analysis of the homogenized beam. A simple box

girder and a continuous box girder are analyzed by the present element and these results show

agreement with the analytical solution and ordinary three-dimensional finite element analysis.
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1. はじめに

橋梁等の鋼構造物で用いられる箱形断面梁のような

薄肉構造では，断面の変形によって初等梁理論による

たわみや応力の解析精度が低下することが知られてい

る．特に，支間に比べて幅が大きくなる梁では，曲げ

によるフランジの応力がウェブから離れるにつれ小さ

くなる，いわゆるせん断遅れが問題となる．

せん断遅れの先駆的な研究は，Reissner(1) によりな

された．Reissnerは極めて薄いフランジを有する箱形

断面の梁を対象とし，フランジにおける軸方向変位の

幅方向の分布を放物線と仮定し，その大きさを自由度

として追加した支配方程式を定式化している．その後，

せん断遅れ変位分布の高精度化の試みがなされており，

例えば Chang and Yun(2) はその近似に 4次関数を用い

てより高精度化し，断面高さの変化する桁に対するせ

ん断遅れ解析を行った．また Song and Scordelis(3) は調

和解析によるせん断遅れ解析を提案している．さらに，

Evans and Ahmad(4)は調和解析による合成箱桁のせん

断遅れ解析を有限要素解析と比較してその精度の検証
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を行っている．

一方，近年では，梁要素にそり等の変形モードを組

み込んだ一般化要素によるせん断遅れの数値解析
(5)

も報告されている．同様のアプローチとして，Luo et

al.(6) や Zhou(7) は Reissnerの手法で導入したせん断遅

れの程度を表す自由度を他の変位とともにそのまま離

散化する数値解析を提案している．これらの拡張した

梁要素に基づく方法では，通常の梁理論にせん断遅れ

を表す自由度を加えるだけなので計算コストに優れる

が，Reissnerと同様にせん断遅れに起因するフランジ

の橋軸方向変位分布を仮定する必要があり，適用範囲

や精度は断面形状と仮定する変位分布に依存する．

一方，著者らは周期境界条件を用いた梁の均質化法

により，梁の代表体積要素に曲げモーメントやせん断

力を独立に作用させることのできる数値要素試験を提

案している
(8, 9)

．さらにこの方法を援用して，前述の

せん断遅れ解析の鍵となる橋軸方向変位の橋軸直角方

向分布を，せん断変形を与えた代表体積要素のフラン

ジ等の変位によって数値的に求め，それを解析的手法に

組み込むせん断遅れの半解析的手法を構築した
(10, 11)

．

この方法によれば，代表体積要素の数値解析を行うこ

とで，複雑な形状の断面に対しても精度の良いせん断

遅れ変形が得られる．そこで本論文では，この方法と

組み合わせることのできる梁要素を提案することを目

的とした．



Fig. 1 Cross section of a beam and its subdomains.

2. せん断遅れの半解析的手法

この章では，本論文で用いる均質化梁を利用したせ

ん断遅れの半解析的手法を，著者らの既発表の文献
(10, 11)

を要約することにより概説する．

2.1 問題と変位場の設定

Fig.1に示すような長さ ℓの長さ方向に一様な任意形

状断面の梁を解析対象とする．解析対象の梁軸方向領

域 L，断面において主に曲げを受けせん断遅れを考慮

するフランジ領域 SF とそれ以外のウェブ領域 SW を定

義する
1
．梁軸方向を x1，梁軸直角水平方向を x2，鉛直

方向を x3 とする正規直交座標系を設定する．このと

き，x2，x3 の原点は断面に曲げのみが作用したときの

中立軸の位置とする．

ここで，せん断遅れを考慮する領域が非常に薄い場

合，せん断遅れによる橋軸方向の変位の鉛直方向分布

は無視することができる．これを利用して，Reissner(1)

や著者ら
(10)
では，SF における軸方向の変位 u1 を曲

げによる変位とせん断遅れによる変位の和として

u1 = h

(
−du3(x1)

dx1
+ f1(x2) g(x1)

)
(1)

と表した．ここで，hはフランジ領域図心の x3 軸座標

値，u3 は梁のたわみ，f1(x2)はせん断遅れの梁橋軸直

角方向分布形状を表す無次元関数，g(x1) は長さの次

元を持つせん断遅れ変位であり x1の関数である．せん

断遅れの変位の分布形状を表す f1 は，Reissner(1) は箱

形断面のフランジでは 2次関数を仮定しており，その

後より高次の関数も用いられている
(2)
．

著者ら
(11)
は，フランジが薄いとはみなせない梁に

おいてせん断遅れによる梁軸方向変位の分布を断面内

の 2方向の関数 f(x2, x3)と再定義することを提案して

いる．この f は任意の断面形に対して精度の良い仮定

をすることはできない．そこで，非均質梁の代表体積

要素
2
に周期境界条件のもとで一様せん断変形を与え

ることで数値的に f を求めておく．また，Timoshenko

1せん断遅れを考慮しなければならない薄肉断面において

は，ウェブ領域でのせん断遅れ変位は無視できる程度なので，

すべてをフランジ領域としても結果に与える影響はわずか

であるが，せん断遅れ変位 f の物理的意味を明確にするため

に SF と SW を定義した．
2ここでは，長さ方向に均質な梁を扱っているので，任意

の長さを有する梁の一部分を代表体積要素とする．

梁としての面外せん断ひずみ γ̃ も考慮すると，せん断

遅れの変位分布関数 f(x2, x3) を用いて，SF における

軸方向の変位 u1 が

u1 = x3θ + f(x2, x3)g(x1) (2)

と表すことができる．ここに，θ は断面の回転角で

θ := γ̃ − du3

dx1
(3)

と定義した．本論文においても，梁の変位場として上

式を用いることとする．

2.2 支配方程式の定式化

曲げを受ける梁の全ポテンシャルエネルギ Πを

Π := ΠF +ΠW +ΠQ −Πext (4)

と表す．ここに，ΠF は SF × Lの曲げおよび面内せん

断によるひずみエネルギ

ΠF :=
1

2

∫
L

∫
SF

(
Eϵ2 +Gγ2

12

)
dSdx1 (5)

ΠW は SW × Lの曲げひずみエネルギ

ΠW :=
(EI)W

2

∫
L

(
dγ̃

dx1
− d2u3

dx12

)2

dx1 (6)

ΠQ は梁の面外せん断ひずみエネルギ

ΠQ :=
1

2

∫
L

GκAγ̃2 dx1 (7)

であり，Πext :=

∫
L

q(x1)u3 dx1 は分布荷重の外力ポテ

ンシャルである．ここで，Young係数を E，せん断弾性

係数を G，単位長さあたりの鉛直方向外力を q(x1)，軸

ひずみを ϵ，x1-x2面内せん断ひずみを γ12，梁の面外せ

ん断ひずみを γ̃，せん断補正係数を κ，梁の断面積を A

とし，(EI)W はウェブ領域 SW の曲げ剛性に相当する

ように

(EI)W :=

∫
SF

E (x3)
2 dS (8)

と定義した．軸ひずみ ϵ および x1-x2 面内せん断ひず

み γ12 は，式 (2)より

ϵ =
∂u1

∂x1
= x3

(
dγ̃

dx1
− d2u3

dx12

)
+ f

dg

dx1
(9)

γ12 =
∂u1

∂x2
=

∂f

∂x2
g (10)

と表される．

梁の境界値問題は全ポテンシャルエネルギを停留さ

せる問題となる．詳細な式展開は文献
(11)
に譲り，結

果のみを示すと，Πの u3，γ̃，gに関する変分がそれぞ

れゼロになることから

−(EI)ϕ−R1
dg

dx1
+M = 0 (11)

GκAγ̃ − dM

dx1
= 0 (12)

−R1
dϕ

dx1
−R2

d2g

dx12
+R3g = 0 (13)



を得る．ここでM は断面に作用する曲げモーメント，

(EI)は断面全体の曲げ剛性，ϕは曲率，Ri (i = 1, 2, 3)

はせん断遅れに関するパラメタであり，それぞれ

(EI) :=

∫
SF∪SW

E (x3)
2 dS (14)

ϕ :=
dθ

dx1
(15)

R1 :=

∫
SF

Ex3f dS, R2 :=

∫
SF

Ef2 dS

R3 :=

∫
SF

G

(
∂f

∂x2

)2

dS

(16)

と定義した．Ri(i = 1, 2, 3)は 2.1節に記述した梁の代

表体積要素の解析により数値的に求めた f を数値積分

することにより得られる
(10, 11)

．

3. せん断遅れを組み込んだ梁要素の定
式化

Iwakuma et al.(12)の 2節点Timoshenko梁要素に，せ

ん断遅れの自由度を組み込んだ梁要素を定式化する．

要素長を ℓ，両端の節点を節点 1，節点 2とし，節点 1で

x1 = 0，節点 2で x1 = ℓとなる局所座標系 x1 を定義す

る．以後，梁のたわみを w，たわみ角を ϑ =
dw

dx1
，節点

i (i = 1, 2)におけるたわみを we
i，たわみ角を ϑe

i，断面

の回転角を θei と表す．Iwakuma et al.(12)のTimoshenko

梁要素では，梁の面外せん断ひずみ γ̃(x1)は要素内で

一定としており，要素内の面外せん断ひずみを

γ̃(x1) := γ̃e = constant (17)

と表す．ここで，たわみ角と断面の回転角の関係より，

節点でのたわみ角 ϑe
i (i = 1, 2)は

ϑe
i = θei − γ̃e (18)

と表される．

要素内任意点におけるたわみは 3次の内挿関数ψi(x1)

　 (i = 1, 2, 3, 4)を用いて

w(x1) = ψ1(x1)w
e
1 + ψ2(x1)ϑ

e
1 + ψ3(x1)w

e
2 + ψ4(x1)ϑ

e
2

= ψ1(x1)w
e
1 + ψ2(x1) θ

e
1 + ψ3(x1)w

e
2

+ ψ4(x1) θ
e
2 + (−ψ2(x1)− ψ4(x1)) γ̃

e (19)

と離散化する．ここに，内挿関数は

ψ1 = 1− 3(x1)
2

ℓ2
+

2(x1)
3

ℓ3
, ψ2 = −x1 +

2(x1)
2

ℓ
− (x1)

3

ℓ2

ψ3 =
3(x1)

2

ℓ2
− 2(x1)

3

ℓ3
, ψ4 =

(x1)
2

ℓ
− (x1)

3

ℓ2
(20)

とした．

節点 1, 2 におけるせん断遅れ変位 g をそれぞれ ge1,

ge2 と表す．要素内任意点におけるせん断遅れ変位は 1

次の内挿関数 ϕi(x1) (i = 1, 2)を用いて

g(x1) = ϕ1(x1) g
e
1 + ϕ2(x1) g

e
2 (21)

q

V2V1

M2M1

l

x1
x3

Fig. 2 Definitions of external loads applied to a

beam element.

と離散化する．ここに，内挿関数は

ϕ1(x1) = 1− x1
ℓ
, ϕ2(x1) =

x1
ℓ

(22)

とした．

Fig.2に示すように節点 iに作用する外力を Vi，モー

メント外力をMi とする．また，要素に作用する分布

外力を q(x1)とする．

要素剛性方程式を定式化するために，1要素の全ポ

テンシャルエネルギ (Π)eを，式 (4)により定義する．た

だし，外力ポテンシャルは Fig.2を参照して

Πext :=

∫
L

q(x1)w dx1

+V1w(0) + V2w(ℓ) +M1θ(0) +M2θ(ℓ)
(23)

とする．要素の全ポテンシャルエネルギに式 (2)で定義

した変位場を代入する．式 (9), (10)を考慮すると，要

素の全ポテンシャルエネルギは

(Π)e =
1

2

∫
L

{
(EI)

(
dθ

dx1

)2

+ 2R1
dθ

dx1

dg

dx1

+R2

(
dg

dx1

)2

+GκAγ̃2 +R3g
2

}
dx1

−Πext (24)

と表せる．つり合い状態では全ポテンシャル (Π)e の変

分がゼロになることから∫
L

{
EI

dθ

dx1

dδθ

dx1
+R1

dg

dx1

dδθ

dx1
+GκAγ̃ δγ̃ − q δu3

+R1
dθ

dx1

dδg

dx1
+R2

dg

dx1

dδg

dx1
+R3g δg

}
dx1

− V1δu3(0)− V2δu3(ℓ) +M1δθ(0) +M2δθ(ℓ) = 0

(25)

を得る．

式 (19), (21)で定義した内挿関数を用いて式 (25)を

離散化すると，要素剛性方程式

K0



we
1

θe1

ge1

we
2

θe2

ge2

γ̃e


=



qℓ

2
+ V1

−qℓ
2

12
+M1

0
qℓ

2
+ V2

qℓ2

12
+M2

0

0



(26)



を得る．ここに，要素剛性行列K0 は

K0 :=


(k0)1 (k0)2 (k0)4

(k0)
T
2 (k0)3 (k0)5

(k0)
T
4 (k0)

T
5 GκAℓ+

12EI

ℓ

 (27)

(k0)1 :=


12EI

ℓ3
−6EI

ℓ2
0

4EI

ℓ

R1

ℓ

symm.
R2

ℓ
+
R3ℓ

3

 (28)

(k0)2 :=


−12EI

ℓ3
−6EI

ℓ2
0

6EI

ℓ2
2EI

ℓ
−R1

ℓ

0 −R1

ℓ
−R2

ℓ
+
R3ℓ

6

 (29)

(k0)3 :=


12EI

ℓ3
6EI

ℓ2
0

4EI

ℓ

R1

ℓ

symm.
R2

ℓ
+
R3ℓ

3

 (30)

(k0)4 :=


12EI

ℓ2

− 6EI

ℓ

0

 , (k0)5 :=


−12EI

ℓ2

− 6EI

ℓ

0

 (31)

である．

式 (26)の 7行目を書き下すと

12EI

ℓ2
we

1 − 6EI

ℓ
θe1 − 12EI

ℓ2
we

2

− 6EI

ℓ
θe2 +

(
GκAℓ+

12EI

ℓ

)
γ̃e = 0

(32)

となるので，これを γ̃e
について解いて，式 (26)の 1∼6

行目に代入し静的縮約すると，1節点あたり 3自由度

の要素剛性方程式として

K



we
1

θe1

ge1

we
2

θe2

ge2


=



qℓ

2
+ V1

−qℓ
2

12
+M1

0
qℓ

2
+ V2

qℓ2

12
+M2

0


(33)

を得る．要素剛性行列K は

K :=

[
(k)1 (k)2

(k)T2 (k)3

]
(34)

(k)1 :=



6

ℓ2α
− 3

ℓα
0

2

α

(
1 +

3EI

ℓ2GκA

)
R1

ℓ

symm.
R2

ℓ
+
R3ℓ

3


(35)

14

1 78 1

3

3
( dimensions in mm)

x3

x2

Fig. 3 The box cross section of the beam.

x1

l

q

x3

Fig.4 The load and support conditions of the beam.
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である．ここに，αは

α :=
ℓ

2EI
+

6

ℓGκA
(38)

と定義した．

4. 提案要素の検証

3章で定式化したせん断遅れを組み込んだ梁要素に

よる解を 2 章で示した支配方程式 (11)∼(13) の解析解

と比較することで，提案要素の検証を行う．

Fig.3に示した箱形断面の梁が Fig.4のように単純支

持されて鉛直下向きの等分布荷重を受けるモデルを

解析する．断面を構成する材料の Young 係数および

Poisson比は E = 1.0×103 N/mm2, ν = 0 とした．x1の

原点を支点間の中央に設定して支間長を ℓ = 500 mm，

鉛直等分布荷重 q = 1.0 N/mm とする．支配方程式

(11)∼(13) に基づくこのモデルの解析解は著者らが文

献
(11)

で報告しており，ϕ, u3, g の解析解を付録 A に

示した．

提案梁要素の要素数は 10, 50, 250と変化させて解析

を行った．ここで用いるせん断遅れパラメタ R1, R2,

R3 は著者らの文献
(11)
で提案した方法によって数値的

に求め，解析解・提案要素解とも同じ値を用いた．な

お，せん断遅れパラメタを算出する際の代表体積要素



Table 1 The properties of the box beam.

axiail stiffness EA 5.080× 105 N

bending stiffness EI 3.550× 107 Nmm2

shear stiffness GkA 1.263× 104 N

shear lag parameter R1 2.420× 106 Nmm

shear lag parameter R2 2.089× 105 N

shear lag parameter R3 1.695× 102 N/mm2
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Fig. 5 The deflection distribution along the length

by the present beam element.

断面の要素分割は，要素サイズが 1mm× 1mm× 1mm

とした
3
．Fig.3の断面の曲げ剛性やせん断遅れパラメ

タの値を Table 1にまとめた．

解析解と 10要素，50要素の提案梁要素によって求め

た u3, gの軸方向分布をそれぞれ Fig.5, 6に示した．ど

の図においても本解析による結果は解析解と定性的に

一致していることが確認できる．

提案梁要素による解 βp と解析解 βa との差の L2
ノ

ルムを解析解の L2
ノルムで無次元化した値√√√√√√√
∫
L

(βp − βa)
2 dx1∫

L

(βa)
2 dx1

(39)

を L2
ノルム相対誤差として定義する．要素分割数と，

analytical

50 elements

10 elements

g
 (m

m
)

- 250 250

0
(mm)

- 0.1

0.1

Fig.6 The shear lag displacement distribution along

the length by the present beam element.

3この要素分割は f やせん断遅れパラメタの精度に影響を

およぼすが，ここでは本解析と解析解ともに同じせん断遅れ

パラメタを用いたことから，要素分割は本章での精度検証に

影響をおよぼさない．
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Fig.7 The relative error of the result by the present

beam element to the analytical solution.
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Fig. 8 The cross section of the stiffened girder.（di-

mensions in mm）

たわみ（β = u3）およびせん断遅れ変位（β = g）の L2

ノルム相対誤差の関係を Fig.7に示す．せん断遅れ変位

g の相対誤差は，たわみ u3 の相対誤差に比べ 2桁程度

大きく精度がよくない．式 (2) に示すように，軸方向

変位が u3の導関数と gの和として定義されていること

から，gの精度は u3 の導関数の精度で抑えられている

ために精度の差が生じていると考えられる．一方，た

わみおよびせん断遅れ変位の L2
ノルム相対誤差の傾

きはともに −2.0であった．以上より，非常に単純な問

題ではあるが，提案要素が解析解に収束することが確

認された．

5. 幅広補剛桁のせん断遅れ解析

本論文で提案したせん断遅れを組み込んだ梁要素の

実用性を検証するために，アーチ橋や斜張橋等で用い

られるような鋼床版を有する幅広の補剛桁を対象とし

た解析を行った．解析対象は幅 8.62m，桁高 2.1mの単

室箱桁とし，その断面図を Fig.8に示す．ただし，x1-x3

面で対称なため，半分の x2 > 0 の領域のみ示す． 床

版部には台形の閉リブを用い，下フランジは平鋼の補

剛材を配置した．これらの補剛材の詳細を Fig.9 に示

す．断面は，近年建設されている気仙沼大島大橋（中

路アーチ橋）
(13)
の補剛桁を参考に，形状を単純化し，
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Fig. 9 The detail of the stiffeners.（dimensions in
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Fig. 10 The four-span continuous beam subjected

to distributed load.

板厚は上下フランジ，ウェブ，補剛材すべて 20mmとし

た．鋼床版側の閉リブは中心間距離 690mmで計 12個，

下フランジの補剛材は中心間距離 500mmで計 16個配

置した．

実際の長大橋では，補剛桁は 10∼15m程度の間隔で

吊材に支持されている．ここでは吊材間隔を ℓ = 15m

とし，吊材による支持点をヒンジ支点としてモデル化

し，4径間分を解析領域 Lとした．解析対象の梁モデ

ルの境界条件を Fig.10に示す．図中にあるように，左

から第 1，第 3，第 4径間に q，第 2径間に 2q の分布荷

重を作用させた．図中 x1 軸を橋軸，x3 軸方向を鉛直

方向，紙面に垂直な x2軸方向を橋軸直角水平方向と呼

ぶこととする．

この断面の代表体積要素を 8節点 6面体要素で作成

した．要素分割に関しては，板厚方向 1要素，橋軸直角

水平方向 40mm，橋軸方向 40mm，鉛直方向 39mm程度

を基本とし，閉リブは 20mm程度，平鋼補剛材は 40mm

となっている．橋軸方向は一様なため，代表体積要素の

軸方向は 1要素とし，総要素数は 1,054，節点数は 4,168

となった．

この代表体積要素に，非均質梁の平均物性評価法
(8)
を適用し，一様せん断変形を与えた

4
ときの変形を

Fig.11に示す．図は三面図であり，コンターは橋軸方向

変位の分布を表す．補剛材はあるものの，基本的には

箱形断面なので，橋軸直角水平方向にはよく知られた

放物線に近い変位の分布となっている．前述のせん断

遅れパラメータを，この解析によって得られた橋軸方

向変位分布から，文献
(11)
で提案した方法で数値積分

により求めた．同様に，代表体積要素に一様曲率を与

4詳細は文献 (8) に譲るが，左右の両断面の対応する節点

にせん断変形に相当する鉛直方向相対変位を与え，かつ，代

表体積要素全体が剛体回転しないように平均回転がゼロに

なるような多点拘束条件を与えている．

x2
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u1

x2

x1

x3

x1

CL

CL

Fig. 11 The orthographic view of the out-of-plane

shear deformation of the representative volume ele-

ment with color-coded longitudinal displacement.

Table 2 The properties of the stiffened girder.

axial stiffness EA 1.258× 1011 N

bending stiffness EI 1.127× 1011 Nm2

shear stiffness GkA 7.776× 108 N

shear lag parameter R1 6.477× 1010 Nm

shear lag parameter R2 4.706× 1010 N

shear lag parameter R3 1.958× 109 N/m2

えて曲げ剛性 (EI)を数値的に求めた．これらの断面の

諸量を Table 2 にまとめた．これらのパラメータを用

いて，本提案要素により解析を行った．なお，要素分

割は後述する参照解の橋軸方向分割数と同じ 1,500要

素とした．

参照解とするため，この代表体積要素を橋軸方向に

1,500並べ，15m× 4 = 60mの 4径間梁のモデルを作成

した．ただし，x1-x3 面に関する対称性を考慮し，半解

析のモデルとした．この有限要素モデルによる解を，

以後，ソリッド要素解と呼ぶこととする．有限要素モ

デルの断面の分割は，前述の代表体積要素と同じとし，

軸方向の分割数は提案梁要素による本解析と同じとし

た．このモデルの要素数は 790,500，節点数は 1,567,044

である．支点は，支点上の断面を構成するすべての節

点の鉛直方向変位を拘束することで表現した．分布荷

重は，フランジ上に載荷すると梁理論で想定していな

い橋軸回りの曲げがフランジに生じることから，ウェ

ブに相当する領域の節点に単位橋軸方向長さ当たりの

荷重が梁と同じになるように載荷した．さらに，本論

文で想定している曲げ・面外せん断・せん断遅れ変形

以外の断面変形を拘束するため，すべての節点で橋軸

直角水平方向変位を拘束した．

参照解の変形と曲げ応力分布を Fig.12に示す．曲げ

応力は荷重の大きい第 2径間の両支点の負曲げおよび
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Fig. 12 The deformation and bending stress distri-

bution of the reference solution of the four-span con-

tinuous beam.
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Fig. 13 The shear strain distribution on the upper

flange of the second span.

支間中央付近の正曲げで比較的大きくなっている．さ

らに，せん断遅れ変形のため，橋軸直角水平方向では

ウェブ付近で曲げ応力が大きくなっている．Fig.13には

第 2径間上フランジ上面の面内せん断ひずみ γ12 の分

布を示す．両支点付近かつウェブ付近で面内せん断ひ

ずみが大きくなっており，せん断遅れ変形が確認でき

る．また，補剛材により面内せん断ひずみの分布が複

雑になっていることも確認できる．

Fig.14に提案要素とソリッド要素によるたわみの橋

軸方向分布を示す．ただし，橋軸方向位置は支間長 ℓで

無次元化した x で，たわみは後述する Bernoulli-Euler

梁によるたわみの最大値で無次元化したたわみ wで示

している．ソリッド要素解は，中立面に最も近いウェ

ブの外側の節点の鉛直方向変位である．図中の実線

の present は本論文で提案するせん断遅れを考慮した

Timoshenko 梁要素，Timoshenko はせん断遅れを考慮

しない従来の Timoshenko梁要素，Ber.-Eulerは面外せ

4
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Fig.14 The deflection distribution along the length

of the four-span continuous beam.
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Fig.15 The deflection distribution along the length

caused by shear lag.

ん断を考慮しない Bernoulli-Euler梁要素による解であ

る．また，対応するソリッド要素による解は〇マークで

示している．ソリッド要素による Timoshenkoはせん断

遅れ変形を拘束するために，材料を直交異方性弾性と

し，x1-x2 面内のせん断剛性G12 を 104 倍にしたモデル

による解である．ソリッド要素によるBer.-Eulerはせん

断遅れ変形と面外せん断変形を拘束するために，材料

を直交異方性弾性とし，x1-x2面内のせん断剛性G12と

x1-x3面内のせん断剛性G13をともに 104倍にしたモデ

ルによる解である．ソリッド要素によるBernoulli-Euler

梁および Timoshenko梁は，ソリッド要素による変形の

うち，曲げ・面外せん断・せん断遅れのそれぞれによ

る変形を明確に分離するために解析を行った．

本解析モデルは高さスパン比が 0.14程度と小さくな

いことから，面外せん断変形によるたわみが曲げによ

るたわみに比較して同程度かやや大きいくらいである

ことが，Ber.-Eulerと Timoshenkoの比較から確認でき

る．さらに，幅スパン比も 0.57程度と比較的大きいた

め，せん断遅れによるたわみも，曲げによるたわみと

同程度であることが Timoshenkoと presentの比較から

確認できる．ソリッド要素と本解析の比較から，本解

析の解はソリッド要素解と定性的に一致していること

が確認できる．

たわみのうちせん断遅れ変形によるたわみの橋軸

方向分布を Fig.15に示す．ただし，ここでも Bernoulli-

Euler 梁によるたわみの最大値で無次元化したたわみ

wshearlag で示している．せん断遅れ変形によるたわみ

は，presentによるたわみと Timoshenkoによるたわみ

の差で定義した．黒い実線が本提案要素によるせん断

遅れたわみで，赤い破線がソリッド要素によるせん断

遅れたわみである．図から，本提案要素によるせん断

遅れたわみはソリッド要素によるせん断遅れたわみと

定性的に一致していることが確認できる．ソリッド要

素を基準とした本解析によるせん断遅れによるたわみ

の最大値の相対差は 4.1 × 10−4
であった．また，前節

と同様の L2
ノルム相対誤差を計算すると 3.6×10−2

と

なった．

次に，せん断遅れによる橋軸方向変位の橋軸方向分

布を Fig.16に示す．せん断遅れによる橋軸方向変位は，
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Fig. 16 The shear lag displacement distribution

along the length.

断面の回転による橋軸方向変位の最大値で無次元化

した ushearlag で示している．図中の黒実線は提案要素

による解であり，下フランジ下面の橋軸直角水平方向

中心における橋軸方向変位と下フランジ下面のウェブ

外側位置における橋軸方向変位の差，換言すると下フ

ランジ下面の橋軸直角水平方向中心 (x2, x3) における

f(x2, x3)g(x1)である．赤い破線で示すソリッド要素に

よる解は，下フランジ下面の橋軸直角水平方向中心の

節点の橋軸方向変位と下フランジ下面のウェブ外側位

置の節点の橋軸方向変位の差である．図から，せん断

遅れによる橋軸方向変位は回転による変位と同程度の

大きさであることが確認できる．これは，たわみで見

たように，本解析モデルの幅スパン比が比較的大きい

ためである．ソリッド要素解を基準とした本解析によ

るせん断遅れによる橋軸方向変位の最大値の相対差は

4.3 × 10−2
であった．また，L2

ノルム相対誤差を計算

すると 5.2× 10−2
となった．

6. おわりに

著者らの提案したせん断遅れ解析を組み込んだ梁要

素を提案した．この方法では，せん断遅れの変位関数

を均質化梁の代表体積要素の数値解析により数値的に

求めるため，任意形状の断面に適用可能である．さら

に，せん断遅れに関するパラメタは，代表体積要素か

ら得られたせん断遅れの変位関数により数値積分で求

められる．その後のせん断遅れを考慮した梁としての

解析では，せん断遅れの大きさを表すスカラー g を 1

つ追加するだけなので，梁要素に追加する自由度も 1

節点当たり 1つとこれまでに提案されている要素に比

べて単純である．

提案した梁要素を解析解が存在する単純支持梁の問

題に適用し，解析解への収束を確認した．さらに，長

大橋の補剛桁を想定したリブを有する複雑な形状の箱

断面の 4径間連続梁の解析を行い，その結果をソリッ

ド要素による参照解と比較し，提案するせん断遅れ解

析とそのための梁要素を組み合わせた際の精度の確認

を行った．その結果，参照解のフランジは複雑な変形

性状を示したが，提案する梁要素はせん断遅れによる

たわみで最大値で 0.04%，L2
ノルムで 3.6%の相対差と

よい一致を示した．

謝辞

本研究は JSPS 科研費 15K14017 の助成を受けたもの

です．

付録A. せん断遅れを考慮した梁の境界値
問題の解析解

単純支持における境界条件を考慮すると，支配方程

式 (11)∼(13) は解析的に解くことができる．せん断力

に関する支配方程式 (12)は単独でせん断ひずみ γ̃ につ

いて解くことができ，γ̃ が求まれば曲率 ϕとせん断遅

れ変位 g の連立微分方程式となり，この解は著者らの

文献
(10)
に示されている．結果のみを示すと，曲率は

ϕ = −q(n− 1)

k2(EI)

{
cosh(kx1)

cosh(kℓ/2)
− 1

}
+

qℓ2

(EI)

{
1

8
− 1

2

(x1
ℓ

)2
} (40)

である．右辺第 2項は通常の Bernoulli-Euler梁におけ

る曲率であり，第 1項がせん断遅れの影響を表してい

る．同様に，たわみの解析解は

u3 =
q(n− 1)

k2(EI)

{
cosh(kx1)

k2 cosh(kℓ/2)
− x1

2

2
− 1

k2
+
ℓ2

8

}
+

qℓ4

(EI)

{
1

24

(x1
ℓ

)4

− 1

16

(x1
ℓ

)2

+
5

384

}
+

q

2GκA

(
ℓ2

4
− x1

2

)
(41)

となる．ここでも，第 2 項は Bernoulli-Euler 梁におけ

るたわみであり，第 1項がせん断遅れの影響を表して

いる．また，第 3項は面外せん断変形によるたわみで

ある．同様にせん断遅れ変位 g の解析解は

g = − q

R1R3

{(
R1

2

(EI)
−R2

)
(n− 1) cosh(kx1)

k cosh(kℓ/2)
+

R2
1

(EI)
x1

}
(42)

である．
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