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7.1 アフィン型量子群 Uq(ŝl2) の普遍 R 行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7.2 積公式の応用 (壁越え公式) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

7.3 積公式の応用 (三角関数解の構成) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3



0 序

0.1 はじめに

量子群はリー代数 g の普遍展開環 U(g) をパラメーター q ∈ C× で変形したホップ代数 (定義 2.9) Uq(g)

である. 数理物理学の可解格子模型において重要なヤン・バクスター方程式の解を扱うために 1985年に神保,

Drinfel’d によって独立に発見された ([神保-2], [Dri]). 最も簡単な量子群の例を挙げよう.

定義 0.1 (定義 2.17). q を 0,±1 でない複素数とする. Uq(sl2) を文字 X+, X−, K, K−1 を生成元として

KK−1 = K−1K = 1 (K は可逆),

KX± = q±2X±K,

[X+, X−] =
K − K−1

q − q−1

を基本関係式にもつ代数として定義する. ここで [X,Y ] = XY − Y X である.

これは sl2 の普遍展開環 U(sl2) を変形したものである. 一般に g が 一般化されたカルタン行列に付随する

カッツ・ムーディリー代数 (定義 2.31) のとき, Uq(g) が定義できる (定義 2.41).

定義 0.2 (定義 2.21). q を 0, ±1 でない複素数の元とする. Uq(ŝl2) は以下で定まる代数である.

生成元 : X+
i , X−

i , Ki, K−1
i (i = 0, 1), c, d

基本関係式 : K0K1 = K1K0 = qc, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1 (i = 0, 1),

[c, Uq(ŝl2)] = 0, [d,X±
i ] = ±δi,0X

±
i , (i = 0, 1)

KiX
±
i = q±2X±

i Ki, (i = 0, 1), KiX
±
j = q∓2X±

j Ki, (i, j = 0, 1, i 6= j)[
X+

i , X−
j

]
= δi,j

Ki − K−1
j

q − q−1
(i, j = 0, 1, i 6= j),

[X±
i , [X±

i , [X±
i , X±

j ]q2 ]q0 ]q−2 = 0 (i, j = 0, 1, i 6= j).

ここで [X,Y ]q = XY − qY X である.

定義 0.3 (定義 4.2). H をホップ代数. ∆ : H → H ⊗H を H の余積とする (定義 2.4). ホップ代数 H に対

して次の条件を満たす可逆な R ∈ H⊗̂H が存在するときH と R の組 (H,R) を準三角ホップ代数, R を H

の普遍 R 行列（universal R matrix) とよぶ.

τ∆(a) = R∆(a)R−1 (a ∈ H), (∆ ⊗ id)(R) = R13R23, (id ⊗ ∆)(R) = R13R12.

ここで, τ(a ⊗ b) = b ⊗ a. また R =
∑

i ai ⊗ bi のとき R12 =
∑

i ai ⊗ bi ⊗ 1, R13 =
∑

i ai ⊗ 1 ⊗ bi,

R23 =
∑

i 1 ⊗ ai ⊗ bi とおく.

上で述べた Uq(sl2) および Uq(ŝl2) はホップ代数の構造を入れることができ, さらに準三角ホップ代数にな

る. その普遍 R 行列は量子群と自分自身のテンソル積の無限和を許したある完備化 Uq⊗̂Uq の元である.

命題 0.4 (命題 4.3). (H,R) が準三角ホップ代数ならば, 次のヤン・バクスター方程式を満たす.

R12R13R23 = R23R13R12 ∈ H⊗̂H⊗̂H (0.1)
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普遍 R 行列は適切なテンソル積表現によって表現空間におけるヤン・バクスター方程式の解を与える. 例

えば, Uq(ŝl2) の 2 次元表現の二つのテンソル積による普遍 R 行列の像は氷の結晶模型におけるヤン・バクス

ター方程式の三角関数解を与える (命題 3.4). このことから, 普遍 R 行列の具体的な表示を与えることは重要

である.

本修士論文では g が C 上の単純リー代数の場合, および ŝl2 型の場合の量子群 Uq(g) における普遍 R 行

列の積公式を紹介した (定理 6.17, 定理 7.2) . さらに ŝl2 型の量子群の普遍 R 行列の積公式の応用として, 次

の非可換代数上の恒等式の証明に成功した.

定理 0.5 (定理 7.5). y1, y0 を y1y0 = q4y0y1 が成り立つ文字とする.

E(x) = (−qx ; q2)−1
∞ =

∞∏
m=0

(1 + q2m+1x)−1 (|q| < 1)

とおく. i, j ∈ Z≥0 に対して yij = q−2ijyi
0y

j
1 とおく. このとき,次の等式が成立する:

E(y1)E(y0) =
→∏

n≥0

E(yn+1,n) × E(q−1y1,1)E(qy1,1) ×
←∏

n≥0

E(yn,n+1)

= (E(y0)E(y2,1)E(y3,2)E(y4,3)E(y5,4) · · · )
× E(−q−1y1,1)−1E(−qy1,1)−1 × (· · ·E(y4,5)E(y3,4)E(y2,3)E(y1,2)E(y1)).

(0.2)

この定理は [DGS], [KS] における考察で得られた壁越え公式 (Wall Crossing Formula) と一致する.

0.2 構成

本修士論文の構成は以下のとおりである.

• 1 章では, 理論の展開で必要になるパラメーター q を持つ数, 関数の定義とその性質について述べる. 特

に q-指数関数 (定義 1.5) は普遍 R 行列を記述するのに重要である.

• 2 章ではホップ代数の基本的な定義を与え, 量子群にホップ代数の構造を導入することについて議論

する.

• 3 章ではヤン・バクスター方程式の由来を氷の結晶模型を題材にとりあげた. 準三角ホップ代数 (H,R)

が表現空間におけるヤン・バクスター方程式の解を与える仕組みを対称群の群環における類似物を用い

て説明する.

• 4 章では表現空間における普遍 R 行列の像の性質を述べ, その性質から三角関数解の構成を行った.

• 5 章では [谷崎] を参考に有限次元ホップ代数 H の普遍 R 行列を量子二重構成法を用いて構成した. 最

後にこの論法を形式的に Uq(sl2) の場合に適用した.

• 6 章では 5 章の手法を A, D, E 型の C 上の単純リー代数 g 型の量子群 Uq(g) の場合にも適用し, 普遍

R 行列の積公式を与えた.

• 7 章では ŝl2 型の量子群の普遍 R 行列の積公式を紹介し, その応用例として定理 7.5 を証明した. また

普遍 R 行列の適当な表現の像を計算することで 4 章における三角関数解を与えた.
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1 q-整数, パラメーター q を持つ関数たち

本修士論文の理論を展開するためにパラメーター q を持つ数, 関数を扱う. そのためにいくつか準備を行う.

これらは q → 1 にするとよく知られている数, 関数になる.

1.1 q-整数

定義 1.1 (q-整数). 文字 t に対して Z[t, t−1] の元を次で定める:

[n]t =
tn − t−n

t − t−1
(n ∈ Z), (1.1)

[n]t! = [n]t[n − 1]t · · · [1]t (n ∈ Z≥0), [0]t! = 1, (1.2)[
m
n

]
t

=
[m]t!

[n]t![m − n]t!
(m, n ∈ Z≥0, 0 ≤ n ≤ m). (1.3)

パラメーター q ∈ C に対して t = q を代入したものも [n]q, [n]!q,

[
m

n

]
q

と表記する. q → 1 とすることで

[n]q → n になることから [n]q を q-整数, また

[
m

n

]
q

を q-二項係数とよぶ. しばしば [n]q を [n] と略記する

ことがある. 二項定理に相当する次のことがなりたつ.

命題 1.2 (二項定理の量子版). x2x1 = q2x1x2 を満たす文字 x1, x2 を持つ代数系で

(x1 + x2)N =
N∑

k=0

[
N
k

]
q

qk(N−k)xk
1xN−k

2 (N = 1, 2, · · · ) (1.4)

が成り立つ.

証明. N = 1 のときは明らか. N − 1 で正しいとして N の場合で示す.

(x1 + x2)N = (x1 + x2)(x1 + x2)N−1

= (x1 + x2)
N−1∑
k=0

[
N − 1

k

]
q

qk(N−1−k)xk
1xN−1−k

2

=
N−1∑
k=0

[
N − 1

k

]
q

qk(N−1−k)xk+1
1 x

N−(k+1)
2 +

N−1∑
k=0

[
N − 1

k

]
q

qk(N+1−k)xk
1xN−k

2

= xN
1 + xN

2 +
N−1∑
k=1

([
N − 1
k − 1

]
q

q(k−1)(N−k) +
[
N − 1

k

]
q

qk(N+1−k

)
xk

1xN−k
2 .

ここで [
N − 1
k − 1

]
q

q(k−1)(N−k) +
[
N − 1

k

]
q

qk(N+1−k)

=
[N − 1]q!

[k]q![N − k]q!

(
[k]q−(N−k) + [N − k]qk

)
qk(N−k)

=
[N ]q!

[k]q![N − k]q!
qk(N−k)
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によって

(x1 + x2)N = xN
1 + xN

2 +
N−1∑
k=1

([
N − 1
k − 1

]
q

q(k−1)(N−k) +
[
N − 1

k

]
q

qk(N+1−k

)
xk

1xN−k
2

= xN
1 + xN

2 +
N−1∑
k=1

[N ]!
[k]![N − k]!

qk(N−k)xk
1xN−k

2

=
N∑

k=0

[
N
k

]
q

qk(N−k)xk
1xN−k

2 .

補題 1.3. m ≥ 1 のとき
m∑

k=0

[
m
k

]
q

zk =
m−1∏
j=0

(
1 + qm−1−2jz

)
. (1.5)

証明. m についての帰納法で示す. m = 1 のときは明らか. m − 1 で正しいとして m の場合で示す.
m−1∏
j=0

(
1 + qm−1−2jz

)
= (1 + q−m+1z)

m−2∏
j=0

(
1 + qm−2−2j(qz)

)
= (1 + q−m+1z)

m−1∑
k=0

[
m − 1

k

]
q

qkzk

=
m−1∑
k=0

[
m − 1

k

]
q

qkzk +
m−1∑
k=0

[
m − 1

k

]
q

q−m+1+kzk+1

= 1 + zm +
m−1∑
k=1

([
m − 1

k

]
q

qk +
[
m − 1
k − 1

]
q

q−m+k

)
zk

= 1 + zm +
m−1∑
k=1

[
m
k

]
q

zk =
m∑

k=0

[
m
k

]
q

zk.

命題 1.4.
m∑

k=0

(−1)k

[
m
k

]
q

q−(m−1)k = δm,0.

証明. 上の補題 1.3 において, z = −q−(m−1) とおくことで m ≥ 1 ならば
m∑

k=0

(−1)k

[
m
k

]
q

q−(m−1)k =
m−1∏
j=0

(1 − q−2j) = 0

を得る.

1.2 パラメーター q を持つ関数

定義 1.5 (q-指数関数). q-指数関数 expq(·) を次で定義する:

expq(x) =
∞∑

n=0

q−n(n−1)/2

[n]q!
xn. (1.6)
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これは普遍 R 行列を記述するのに基本的な関数になる.

命題 1.6.

(x; q)∞ =
∞∏

m=0

(1 − qmx) (1.7)

と置く.このとき,
expq(x) = (−q(q − q−1)x; q2)−1

∞ (1.8)

が成立する. 特に
E(x) = (−qx ; q2)−1

∞ (1.9)

とおくと
expq(x) = E((q − q−1)x) (1.10)

が成り立つ.

証明. (x; q2)−1
∞ を

(x; q2)−1
∞ =

∞∑
n=0

Anxn (1.11)

と級数に展開したとする. このとき

(q2x; q2)−1
∞ =

∞∑
n=0

q2nAnxn　 (1.12)

となる. 一方で

(q2x; q2)−1
∞ =

1
(1 − q2x)(1 − q4x)(1 − q6x) · · ·

= (1 − x)(x; q2)−1
∞ = (1 − x)

∞∑
n=0

Anxn

= A0 +
∞∑

n=1

(An − An−1)xn.　 (1.13)

よって (1.12), (1.13) を比べることで, n ≥ 1 ならば漸化式

q2An = An − An−1

が成立する. これを解くと

An =
q−n(n−1)/2

[n]!q
(−q(q − q−1))n (1.14)

となる.したがって

(x; q2)−1
∞ =

∞∑
n=0

q−n(n−1)/2

[n]!q
(−q(q − q−1)x)n = expq(−q(q − q−1)x).
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命題 1.7. q-指数関数は可逆であり,
expq(x)−1 = expq−1(−x) (1.15)

がなりたつ.

証明. 命題 1.6 から q-指数関数は無限積の形でかける. よって q-指数関数は可逆である. (1.15) が成立するこ

とは

(x; q2)∞ =
∞∑

n=0

Bnxn (1.16)

とおいたとき

Bn = (−1)n qn(n−1)/2

[n]!q
(1.17)

を示せばよい. 証明は命題 1.6 の証明と同様である.

命題 1.8. 文字 y について次が成り立つ.

exp

(
−

∞∑
m=0

yn

n(1 − qn)

)
= (y ; q)∞.

証明.

−
∞∑

n=1

yn

n(1 − qn)
= −

∞∑
n=1

yn

n

∞∑
m=0

qmn

=
∞∑

m=0

∞∑
n=1

−(yqm)n

n

=
∞∑

m=0

log(1 − qmy) = log(y ; q)∞.

命題 1.9 (q-指数関数の加法定理). q-指数関数が定義できる代数系の上で x2x1 = q2x1x2 を満たす x1, x2 に

対して次が成り立つ.
expq(x1 + x2) = expq(x1) expq(x2). (1.18)

証明. 1.2 を用いることで

expq(x1 + x2) =
∞∑

n=0

q−n(n−1)/2

[n]!q
(x1 + x2)n

=
∞∑

n=0

q−n(n−1)/2

[n]!q

n∑
k=0

[
n
k

]
q

qk(n−k)xk
1xn−k

2

=
∞∑

n=0

q−n(n−1)/2+k(n−k)

[k]!q[n − k]!q
xk

1xn−k
2 . (1.19)

ここで, l = n − k とおくと,
q−n(n−1)/2+k(n−k) = qk(k−1)/2ql(l−1)/2
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に注意すれば

expq(x1 + x2) =

( ∞∑
k=0

qk(k−1)/2

[k]!q
xk

1

)( ∞∑
l=0

ql(l−1)/2

[l]!q
xl

2

)
= expq(x1) expq(x2)

を得る.
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2 ホップ代数と量子群

ここではホップ代数の定義を述べる. 代数とは単位元をもつ結合代数であるが, これをテンソル積の言葉を

用いて定式化しておく.

定義 2.1. A を体 k 上のベクトル空間とする. A と次の条件 (1), (2) を満たす積とよばれる線形写像

mA : A⊗A → A, および単位射とよばれる uA : k → A の組 (A,mA, uA) を, K 上の代数 (algebra) という.

(1) 結合律 : mA ◦ (mA ⊗ id) = mA ◦ (id ⊗ mA) が成り立つ. すなわち次の図式が可換である:

A ⊗ A ⊗ A
mA⊗id−−−−−→ A ⊗ A

id⊗mA

y ymA

A ⊗ A
mA−−−−→ A.

(2.1)

(2) 単位律 : m ◦ (uA ⊗ id) = mA ◦ (id ⊗ uA) がなりたつ. すなわち次の図式が可換である:

k ⊗ A
uA⊗id−−−−→ A ⊗ A

id⊗uA←−−−− A ⊗ k

' mA

y '

A A A.

(2.2)

しばしば mA, uA の各々の添え字を省略して m, u と記す.以下 mA(a ⊗ b) を a · b と略記する. 式で書く

と結合律は (a · b) · c = a · (b · c) (a, b, c ∈ A) のことである. また単位律は, k の単位元 1k の uA による像を

1A と置いたとき, 1A · a = a = a · 1A のことである. 1A を A の単位元という.

二つの代数 A, A′ が与えられたときテンソル積 A ⊗ A′ 上の積を次で与えることができる:

mA⊗A′ : (A ⊗ A′) ⊗ (A ⊗ A′) T23−−−−→ (A ⊗ A) ⊗ (A′ ⊗ A′)
mA⊗mA′−−−−−−→ A ⊗ A (2.3)

ここで, T23 は

T23(a1 ⊗ a′
1 ⊗ a2 ⊗ a′

2) = a1 ⊗ a2 ⊗ a′
1 ⊗ a′

2 (a1, a2 ∈ A a′
1, a

′
2 ∈ A′)

で定まる線形写像.

定義 2.2 (代数射). 代数 A,B に対して k 上の線形写像 f : A → B が代数射であるとは, 任意の a, a′ ∈ A

に対して f(a · a′) = f(a) · f(a′) および f(1A) = 1B がなりたつことである.

これは次の図式が可換であることと同値である:

A ⊗ A
f⊗f−−−−→ B ⊗ B

mA

y mB

y
A

f−−−−→ B.

(2.4)

定義 2.3 (反代数射). 代数 A,B に対して k 上の線形写像 f : A → B が反代数射であるとは, 任意の

a, a′ ∈ A に対して f(a · a′) = f(a′) · f(a) および f(1A) = 1B がなりたつことである. 反代数射は積の順序

を逆にすることに注意する.
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代数の定義における図式を双対化 ( 矢印を逆に ) して得られるのが余代数である.

定義 2.4 (余代数). C を体 k 上のベクトル空間とする. C と次の条件 (1), (2) を満たす余積とよばれる線形

写像∆C : C → C ⊗ C および余単位射とよばれる εC : C → k の組 (C,∆C , εC) を, K 上の余代数という.

(1) 余結合律 : (id ⊗ ∆C) ◦ ∆C = ∆C ◦ (∆C ⊗ id) が成り立つ. すなわち次の図式が可換である:

C
∆C−−−−→ C ⊗ C

∆C

y yid⊗∆C

C ⊗ C
∆C⊗id−−−−→ C ⊗ C ⊗ C.

(2.5)

(2) 余単位律 : (εC ⊗ id) ◦ ∆C(c) = 1 ⊗ c, (id ⊗ εC) ◦ ∆C(c) = c ⊗ 1 c ∈ C がなりたつ. すなわち次の図

式が可換である:
C C C

' ∆

y '

k ⊗ C
εC⊗id←−−−− C ⊗ C

id⊗εC−−−−→ C ⊗ k.

(2.6)

定義 2.5 (余代数射). 余代数 C,D に対して k 上の線形写像が余代数射であるとは, 任意の c ∈ C に対して

∆D(f(c)) = (f ⊗ f)(∆C(c)) および εD(f(c)) = εC(c) が成り立つことである. 前者の式は可換図式でいえば

次の図式が可換ということである.
C

f−−−−→ D

∆C

y ∆D

y
C ⊗ C

f⊗f−−−−→ D ⊗ D.

(2.7)

二つ余代数 C,C ′ が与えられたとき, C ⊗ C ′ に次のようにして余代数 (C ⊗ C ′, ∆C⊗C′ , εC⊗C′) の構造を

入れることができる.

∆C⊗C′ : C ⊗ C ′ ∆C⊗∆C′−−−−−−→ (C ⊗ C) ⊗ (C ′ ⊗ C ′) T23−→ (C ⊗ C ′) ⊗ (C ⊗ C ′),

εC⊗C′ : C ⊗ C ′ εC⊗ε′C−−−−→ k ⊗ k ' k.

ここで, T23 は T23(c1 ⊗ c2 ⊗ c′1 ⊗ c′2) = c1 ⊗ c′1 ⊗ c2 ⊗ c′2 (c1, c2 ∈ C, c′1, c
′
2 ∈ C ′) で定まる線形写像とする.

命題 2.6. 二つの余代数 C から代数 A への k 線形写像 f, g ∈ Hom(C,A) に対して f ∗ g = m ◦ (f ⊗ g) ◦∆

とおく. 右辺は C
∆→ C ⊗ C

f⊗g−→ A ⊗ A
m→ A という合成写像である. このとき, Homk(C,A) は ∗ を積とし,

u ◦ ε を単位元として代数をなす.

証明. 積 ∗ が結合律を満たす, すなわち, f, g, h ∈ Hom(C,A) について (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) が成り立つ

ことは次の図式が可換であることから従う:

C
∆−−−−→ C ⊗ C

∆⊗id−−−−→ C ⊗ C ⊗ C
(f⊗g)⊗h−−−−−−→ A ⊗ A ⊗ A

m⊗id−−−−→ A ⊗ A
m−−−−→ A∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥ ∥∥∥

C
∆−−−−→ C ⊗ C

id⊗∆−−−−→ C ⊗ C ⊗ C
f⊗(g⊗h)−−−−−−→ A ⊗ A ⊗ A

id⊗m−−−−→ A ⊗ A
m−−−−→ A.

(2.8)

左側の図式の可換性は C の余積 ∆ の余結合律から, 右側の図式の可換性からは A の積 m の結合律から従

う. また u ◦ ε が単位元であることは f ∈ Hom(C,A) に対して (u ◦ ε) ∗ f = f = f ∗ (u ◦ ε) を示せばよい.
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また (u ◦ ε) ∗ f = f については次の図式の可換性から従う:

C
∆−−−−→ C ⊗ C

(u◦ε)⊗f−−−−−→ A ⊗ A
m−−−−→ A∥∥∥ ε⊗id

y u⊗id

x ∥∥∥
C

'−−−−→ k ⊗ C
id⊗f−−−−→ K ⊗ A

'−−−−→ A.

(2.9)

左側の図式の可換性は余代数 C の余単位律から, 右側の図式の可換性は A の単位律から従う. f = f ∗ (u ◦ ε)

についても同様に示すことができる.

特に C の双対空間 C∗ = Hom(C, k) は転置写像を用いて mC∗ = t∆C , uC∗ = tεC と定めることで代数を

なす.

定義 2.7 (双代数). k 上のベクトル空間 B が代数および余代数の構造を持っているとする. このとき B の余

積 ∆B : B → B ⊗ B および 余単位射 εB : B → k がともに代数射となるとき B を双代数 (bialgebra) と

いう.

命題 2.8. B が双代数ならば, 積 mB : B ⊗ B → B および 単位射 uB : k → B がともに余代数射になる. ま

たその逆も成り立つ.

証明. 余積が代数射であることは次の図式が可換であることと同値である.

B ⊗ B
∆B⊗∆B−−−−−−→ (B ⊗ B) ⊗ (B ⊗ B)

mB

y mB⊗B

y
B

∆B−−−−→ B ⊗ B

(2.10)

一方で, mB⊗B の定義を思い出すと, mB⊗B = (mB ⊗ mB) ◦ T23 だったので

B ⊗ B
∆B⊗∆B−−−−−−→ (B ⊗ B) ⊗ (B ⊗ B) T23−−−−→ B ⊗ B ⊗ B ⊗ B

mB

y mB⊗B

y mB⊗mB

y
B

∆B−−−−→ B ⊗ B B ⊗ B

(2.11)

が可換になる. ∆B⊗B = (∆B ⊗ ∆B) ◦ T23 に注意すると上の図式の可換性は mB が余代数射であることに他

ならない.

定義 2.9 (ホップ代数). 双代数 H は, idH ∈ Hom(H,H) が積 ∗ について逆元を持つとき, ホップ代数とい

う. すなわち,
S ∗ idH = u ◦ ε = idH ∗ S (2.12)

を満たす S ∈ Homk(H,H) が存在するときである. この S を対合射 (antipode) とよぶ.

例 2.10 (ホップ代数の例). G を有限群とし, 群環 kG =
⊕

g∈G kg は(∑
i

aigi

)
·

∑
j

bjgj

 =
∑
i,j

aibjgihj

で定まる積で代数をなし, 余積および余単位律を各々 ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1 で定めることで双代数の構造を

入れることができる. S : kG → kG として S(g) = g−1 とおくと S は対合射となり kG はホップ代数とな
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る. 実際,
(S ∗ id)(g) = m(S ⊗ id)(g ⊗ g) = m(g−1 ⊗ g) = e = u ◦ ε(g)

が成り立つからである.

注意. 上の例で S(gh) = (gh)−1 = h−1g−1 = S(h)S(g) となることに注意. 一般にホップ代数の対合射は反

代数射である.

2.1 普遍展開環

量子群は普遍展開環の一般化である. それを述べるためにいくつか用語を定義する.

定義 2.11 (テンソル代数). V を体 k 上のベクトル空間とする. 正整数 r に対して T r(V ) = V ⊗ . . . ⊗ V︸ ︷︷ ︸
r 個

=

V ⊗r とおく. また T 0(V ) = k とおく. T (V ) :=
⊕∞

r=0 T r(V ) に対して次のように代数の構造を入れたもの

を V のテンソル代数という:

x = x1 ⊗ · · · ⊗ xr ∈ T r(V ), y = y1 ⊗ · · · ⊗ ys に対して x · y = x1 ⊗ · · · ⊗ xr ⊗ y1 ⊗ · · · ⊗ ys ∈ T r+s とおく.

r = 0 (resp. s = 0) の場合, x · y は x の y (resp. y の x) へのスカラー倍の作用でさだめる.

定義 2.12 (リー代数). ベクトル空間 g は, 次の条件 (1),(2),(3) を満たす二項演算 [ · , · ] : g × g → g を持つ

とき, リー代数という.

(1) [ · , · ] は双線形写像である,

(2) [Y,X] = −[X,Y ] (X,Y ∈ g),

(3) [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (X,Y, Z ∈ g).

[ · , · ] をリー括弧という. (3) をヤコビ律という.

定義 2.13 (普遍展開環). リー代数 g のテンソル代数 T (g) =
⊕∞

r=0(g) に対して

I = {X ⊗ Y − Y ⊗ X − [X,Y ] ; X,Y ∈ g }

で生成される両側イデアルを I とおく. このとき代数 U(g) = T (g)/I を g の普遍展開環という. U(g) は g

を生成系として XY − Y X = [X,Y ] を基本関係式に持つ代数である.

2.1.1 U(g) のホップ代数の構造

命題 2.14. U(g) は余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S を次のように定義することでホップ代数の構造を入れるこ

とができる:

まず X ∈ g に対しては

∆(X) = X ⊗ 1 + 1 ⊗ X, ε(X) = 0, S(X) = −X (2.13)

で定義する. T (g)上に∆ : T (g) → T (g)⊗T (g)および ε : T (g) → kは代数射となるように, S : T (g) → T (g)

は反代数射となるように拡張することができる. これらから U(g) からの写像として誘導される ∆, ε, S を余
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積, 余単位射, 対合射として定義する.

証明. 余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S が well-defined であること, すなわち, U(g) における基本関係式が ∆,

ε, S によって保たれることの確認すればよい. ここでは余積に関して確認する. X,Y ∈ g に対して

∆(XY − Y X) = ∆(X)∆(Y ) − ∆(Y )∆(X)

= (X ⊗ 1 + 1 ⊗ X)(Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y ) − (Y ⊗ 1 + 1 ⊗ Y )(X ⊗ 1 + 1 ⊗ X)
= XY ⊗ 1 + X ⊗ Y + Y ⊗ X + 1 ⊗ XY

− Y X ⊗ 1 − Y ⊗ X − X ⊗ Y − 1 ⊗ Y X

= [X,Y ] ⊗ 1 + 1 ⊗ [X,Y ]

= ∆([X,Y ])

となるからよい.

2.2 sl2(C) 型の量子群

量子群はリー代数の普遍展開環を変形したものとして定義される. まずは, 簡単のために sl2(C) 型の量子群

を定義する.

定義 2.15 (リー代数 sl2(C)).

sl2(C) := {X ∈ Mat(2, C) ; TrX = 0} (2.14)

とおくと, [X,Y ] = XY − Y X で閉じておりリー代数をなしている.

E =
[
0 1
0 0

]
, F =

[
0 0
1 0

]
, H =

[
1 0
0 −1

]
(2.15)

とおくと, これらは基底をなしており

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H (2.16)

をみたす.

定義 2.16 (sl2(C) の普遍展開環). U(sl2(C)) を文字 E,F,H を生成元として

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H (2.17)

を基本関係式にもつ代数として定義する. ここで [X,Y ] = XY − Y X としている.

注意. X,Y ∈ sl2(C) のとき X と Y の行列としての積 XY は XY ∈ sl2(C) とは限らない. 一方で

XY ∈ U(sl2(C)) である.

これを変形したものが sl2(C) 型の量子群である.

定義 2.17 (sl2(C)型の量子群). q を 0,±1 でない複素数とする. Uq(sl2(C)) を文字 X+, X−, K, K−1 を

生成元として

KK−1 = K−1K = 1 (K は可逆), KX± = q±2X±K, (2.18)

[X+, X−] =
K − K−1

q − q−1
(2.19)
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を基本関係式にもつ代数として定義する. ここで [X,Y ] = XY − Y X である.

注意. qHEq−H = qadHE = q2E である. ここで adH : X 7→ [H,X] = HX − XH である. 形式的に

X+ = E, X− = F,K = qH とみなせる. q → 1 にすると最後の基本関係式 (2.19) は

qH − q−H

q − q−1
→ H (2.20)

となり, U(sl2(C)) の基本関係式 [E,F ] = H に退化する. この意味で Uq(sl2(C)) は sl2(C) の普遍展開環の

変形になっている.

2.2.1 Uq(sl2) のホップ代数の構造

命題 2.18. Uq(sl2) は余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S を次のように定義することでホップ代数の構造を入れる

ことができる: 生成元 K±1, X± に対しては

∆(K) = K ⊗ K, ∆(K−1) = K−1 ⊗ K−1, ε(K±1) = 0, S(K) = K−1, S(K−1) = K,

∆(X+) = X+ ⊗ 1 + K ⊗ X+, ε(X±) = 0, S(X+) = −K−1X+,

∆(X−) = X− ⊗ K−1 + 1 ⊗ X+, S(X−) = −X−K

で定義する. T (sl2) 上に ∆ : T (sl2) → T (sl2) ⊗ T (sl2), ε : T (sl2) → k が代数射となるように, S : T (sl2) →
T (sl2) が反代数射となるように拡張する. これらから U(sl2) からの写像として誘導される ∆, ε, S を余積,

余単位射, 対合射として定義する.

余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S の定義が well-defined であることは, Uq(sl2) における基本関係式が ∆,

ε, S によって保たれることを確認すればよい. ここでは ∆ に関してのみ確認する. その他は容易である.

KK−1 = K−1K = 1 について:

∆(KK−1) = ∆(K)∆(K−1) = (K ⊗ K)(K−1 ⊗ K−1) = KK−1 ⊗ KK−1 = 1 ⊗ 1 = ∆(1).

KX+ = q2X+K について:

∆(KX+) = ∆(K)∆(X+) = (K ⊗ K)(X+ ⊗ 1 + K ⊗ X+)

= KX+ ⊗ K + K2 ⊗ KX+) = q2(X+K ⊗ 1 + K ⊗ X+K)

= q2(X+ ⊗ 1 + K ⊗ X+)(K ⊗ K) = ∆(X+)∆(K).

同様に KX− = q−2X−K についても示すことができる.

[X+, X−] = ((K − K−1)/(q − q−1) について:　

∆([X+, X−]) = [∆(X+), ∆(X−)] = [∆(X+), ∆(X−)]

= [X+ ⊗ 1 + K ⊗ X+, X− ⊗ K−1 + 1 ⊗ X−1]

= [X+, X−] ⊗ K−1 + K ⊗ [X+, X−]

=
K − K−1

q − q−1
⊗ K−1 + K ⊗ K − K−1

q − q−1

=
∆(K) − ∆(K−1)

q − q−1
= ∆

(
K − K−1

q − q−1

)
.
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2.3 ŝl2(C) 型の量子群

ここではアフィンリー代数 ŝl2(C) 型の量子群を定義する.

定義 2.19 (A(1)
1 型のアフィンリー代数). t, c, d を文字とし, ベクトル空間 ŝl2(C) :=

(
sl2(C) ⊗ C[t, t−1]

)
⊕

Cc ⊕ Cd に以下のようにしてリー代数の構造を入れたものを A(1)
1 型のアフィンリー代数という.

[X ⊗ tm, Y ⊗ tn] = [X,Y ] ⊗ tm+n + mδm+n,0Tr(XY )c for X,Y ∈ sl2(C),m, n ∈ Z (1)

[ŝl2(C), c] = 0, (2)

[d,X ⊗ tm] = mX ⊗ tm. (3)

式 (3) は ad(d) = t d
dt とも書ける.

命題 2.20. hi, xi ∈ ŝl2(C) (i = 0, 1) を

x+
0 = F ⊗ t, x−

0 = E ⊗ t−1, h0 = c − h1, (2.21)

x+
1 = E ⊗ 1, x−

1 = F ⊗ 1, h1 = H ⊗ 1, (2.22)

でさだめる. h = Ch0 ⊕ Ch1 ⊕ Cd とおく. また

αi(hi) = 2, αi(hj) = −2 (i 6= j), αi(d) = δi,0 i = 0, 1 (2.23)

とおく. このとき次が成り立つ:

[h, h′] = 0, (h, h′ ∈ h), [h, x±
j ] = ±αj(h)x±

j (h ∈ h), (2.24)

[x+
i , x−

j ] = δi,jhj , (2.25)

(adx±
i )3(x±

j ) = 0 (i 6= j). (2.26)

注意. ŝl2(C) は xi (i = 0, 1) と h ∈ h を生成元とし (2.24), (2.25), (2.26) を基本関係式として定まる A(1)
1

型のリー代数と同形であることが知られている. この命題の証明は計算によって容易である.

定義 2.21. q を 0, ±1 でない複素数の元とする. ŝl2(C) の普遍展開環を次のように変形した結合代数を

Uq(ŝl2(C) とおく.

生成元 : X+
i , X−

i , Ki, K−1
i (i = 0, 1), c, d

基本関係式 : KiKj = KjKi, K0K1 = K1K0 = qc, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1 (i = 0, 1),

[c, Uq(ŝl2)] = 0, [d,X±
i ] = ±δi,0X

±
i , (i = 0, 1)

KiX
±
i = q±2X±

i Ki, (i = 0, 1), KiX
±
j = q∓2X±

j Ki, (i, j = 0, 1, i 6= j)[
X+

i , X−
j

]
= δi,j

Ki − K−1
j

q − q−1
(i, j = 0, 1, i 6= j),

[X±
i , [X±

i , [X±
i , X±

j ]q2 ]q0 ]q−2 = 0 (i, j = 0, 1, i 6= j).

ここで [X,Y ]q = XY − qY X である.
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2.3.1 Uq(ŝl2) のホップ代数の構造

命題 2.22. Uq(ŝl2) には余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S を次のように定義することでホップ代数の構造を入れ

ることができる ([神保-1]§ 6 ): 生成元 K±1
i , X±

i (i = 0, 1) に対しては

∆(Ki) = Ki ⊗ Ki, ∆(K−1
i ) = K−1

i ⊗ K−1
i , ε(K±1

i ) = 0, S(Ki) = K−1
i , S(K−1

i ) = Ki,

∆(X+
i ) = X+

i ⊗ 1 + Ki ⊗ X+
i , ε(X±

i ) = 0, S(X+
i ) = −K−1

i X+
i ,

∆(X−
i ) = X−

i ⊗ K−1
i + 1 ⊗ X+

i , S(X−
i ) = −X−

i Ki.

注意. 余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S が well-defined であること, すなわち, U(g) における基本関係式が ∆,

ε, S によって保たれることの確認は sl2 型の量子群にホップ代数の構造を入れる議論と同様にできる. ただ

し, 余積がセール関係式を保つことは非自明である. このことについては後により一般の場合で確認する.

2.4 単純リー代数, カッツ・ムーディリー代数

リー代数 sl2 の普遍展開代数を変形した代数 Uq(sl2) を定義した. 一般に単純リー代数 g に対して代数

Uq(g) を定義することができる. ここでは, [神保-1] に倣いその準備を行う. カルタン行列およびカッツ・ムー

ディリー代数は [Kac] を参照することにする.

定義 2.23 (カルタン行列). 整数係数の行列 A = (aij)1≤i,j≤l ∈ Mat(l, Z) が次の性質を満たすとき, A をカ

ルタン行列という.

(1) aii = 2,

(2) 相異なる i, j について aij ≥ 0,

(3) 相異なる i, j について aij = 0 が成り立つことは aji = 0 が成り立つことは同値である.

定義 2.24. カルタン行列 A ∈ Mat(l, Z) が行と列を同じ置換によってブロック行列[
A1 0
0 A2

]
の形にすることができるとき, 分解可能であるという. 分解可能でないときは分解不可能という.

定義 2.25. カルタン行列 A = (aij)1≤i,j≤l ∈ Mat(l, Z) が有限型とは, 任意の r = 1, 2, . . . , l について

det

a11 · · · a1r

...
. . .

...
ar1 · · · arr

 > 0 (2.27)

が成り立つことである. A が対称行列であれば A が正定値であることと同値である.

例 2.26. 次の行列は有限型なカルタン行列である.[
2 −1
−1 2

]
,

[
2 −1
−3 2

]
,

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 .

定義 2.27. カルタン行列 A が次の条件を満たすとき, アフィン型という:
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(1) A は分解不可能

(2) detA = 0

(3) 任意の i について A から i 行と i 列を除いて得られる行列が有限型のカルタン行列になる.

例 2.28. 次の行列はアフィン型のカルタン行列である.

[
2 −2
−2 2

]
,

[
2 −1
−4 2

]
,


2 −1 0 0
−2 2 −1 0
0 −1 2 −2
0 0 −1 2

 .

カルタン行列はディンキン図形とよばれるグラフで表示することができる.

定義 2.29. A = (aij)l
i,j=1 ∈ Mat(l, Z) のディンキン図形は次で定められる頂点と辺をもつグラフである.

頂点 行列の添字 i = 1, . . . , lごとに頂点
i◦ が与えられる.

辺 異なる 2 頂点
i◦,

j
◦ には aijaji 本の辺で結ばれるとする. さらに |aji| > |aij | ならば

i◦ から
j
◦ への向

きに対して矢印をつけるとする.

例えば, 下の図 ([神保-1] p51 より転載）のように定める：

カルタン行列が分解不能であるということは対応するディンキン図形が連結, すなわち, 任意の 2 点を結ぶ経

路が存在するということを意味する. また, カルタン行列の行と列を同じ置換で入れ替えることは, 対応する

ディンキン図形の頂点の番号を置換することに対応する.

命題 2.30. 分解不可能な有限型カルタン行列のディンキン図形は頂点の置換を除いて次のディンキン図形の

いずれかで表示される. 図は [神保-1]の§ 5 の図 5.1 から転載した.
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Al, Bl, Cl, Dl を古典型, 残りを例外型と呼ぶ. 各々の図形 X に対応するカルタン行列を X 型のカルタン行

列とよぶことにする. 古典型のディンキン図形に対応するカッツ・ムーディリー代数は行列の単純リー代数と

して具体的に表示できる.

定義 2.31. 　

(1) detA > 0 なるカルタン行列 A = (aij)1≤i,j≤l に対して次の生成元と関係式で定まる C 上のリー代数
g = g(C) を A に付随するカッツ・ムーディリー代数という.

生成元 : x+
i , x−

i , hi (1 ≤ i ≤ l) (2.28)

基本関係式 : [hi, hj ] = 0. (2.29)

[hi, x
+
j ] = aijx

+
j , [hi, x

−
j ] = aijx

−
j (2.30)

[x+
i , x−

i ] = δijhj , (2.31)

ad(x±
i )1−aij (x±

j ) = 0. (2.32)

ここで, [X,Y ] = XY − Y X である. 定義により g の元 は

ξ = [ξk1 , [ξk2 , · · · , [ξkp−1 , ξkp ] · · · ]] (2.33)

という形の線形結合で表示できる. ただし, ξkm は x+
i , x−

i , hi のいずれかとする.

(2) {hi}l
i=1 で生成される g の部分空間 h =

⊕l
i=1 Chi をカルタン部分代数という. [hi, hj ] = 0 だから h

は g の可換リー代数となる.
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注意. アフィン型のカルタン行列に対応するカッツムーディリー代数も 定義 2.31 と類似した定義ができるが,

いくつか修正が必要である.

有限次元のカッツ・ムーディリー代数は次で特徴づけられる:

命題 2.32. カッツムーディリー代数 g(A) が有限次元ということと, A が有限型のカルタン行列であること

は同値である.

古典型のディンキン図形に対応するカルタン行列 A に付随するカッツ・ムーディリー代数 g(A) は古典単

純リー代数とよばれる.

例 2.33. １行１列の行列 A = (2) は A1 型のカルタン行列である. これに付随する g(A) は x+, x−, h を生

成元とし,

[h, x+] = 2x+, [h, x−] = −2x−, [x+, x−] = h (2.34)

を基本関係式に持つリー代数である. これは定義 2.15 と一致するので g(A) = sl2(C) であることがわかる.

例 2.34. 一般に Al (l ≥ 1) 型のカルタン行列 A に付随する g(A) は

sll+1(C) = {X ∈ Mat(l + 1, C) ; TrX = 0 }

に [X,Y ] = XY − Y X をリー括弧として定まるリー代数と同型になる. 実際, Eij を (i, j) 成分が 1, その他

の成分が 0 の行列とおいたとき

x+
i = Ei,i+1, x−

i = Ei+1,i, hi = Eii − Ei+1,i+1

は sll+1(C) をリー代数として生成し基本関係式 (2.29), (2.30), (2.31), (2.32) を満たすことがわかる.

h =
l⊕

i=1

Chi =

{
t = diag(t1, · · · , tl+1) ;

l+1∑
i=0

ti = 0

}

は g のカルタン部分代数となる.

古典型のディンキン図形に対応するカルタン行列 A に付随するカッツ・ムーディリー代数 g(A) は行列の

なすリー代数として実現される ([神保-1], [Kac]).

2.5 ルート系

g をカルタン行列 A = (aij)1≤i,j≤l ∈ Mat(l, C) に付随するカッツ・ムーディリー代数とする. h をそのカ

ルタン部分代数, h∗ は h の双対空間とする.

定義 2.35. α ∈ h に対して

gα = {X ∈ g ; [h,X] = α(h)X (h ∈ h) } (2.35)

とおく. gα 6= 0 になるとき, α を g のルート, gα を α に属すルート空間, X ∈ gα をルートベクトルという.

例 2.36. αi ∈ h∗ を
αi(hj) = aji (1 ≤ i ≤ l) (2.36)
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で定める. このとき, (2.28) の x+
i , x−

i (1 ≤ i ≤ l) は各々 αi, −αi に属すルート空間のルートベクトルであ

る. このことは容易に確かめられる. αi を単純ルートという.

命題 2.37. detA 6= 0 のカルタン行列 A = (aij)1≤i≤l に付随するカッツ・ムーディリー代数 g の単純ルート

α1, . . . , αl はカルタン部分代数 h =
⊕l

i=1 hi の双対空間 h∗ の基底をなす.

証明. α1, . . . , αl が一次独立であることを示せばよい.∑
j

cjαj = 0 (cj ∈ C)

とする. このとき, ∑
j

cjαj(hi) = 0 (i = 1, . . . , l) (2.37)

となる. αj(hi) = aij に注意すると (2.37) は

A

c1

...
cl

 = 0

と同値. detA 6= 0 だから c1 = · · · = cl = 0. ゆえに, α1, . . . , αl は一次独立.

命題 2.38. カッツ・ムーディリー代数 g の元

ξ = [ξk1 , [ξk2 , · · · , [ξkp−1 , ξkp ] · · · ]] (ξkm = x+
i , x−

i , hi, m = 1, . . . , p)

に対して, m±
j = m±

j (ξ) を {ξkm}p
m=1 のなかに x±

j が現れる個数とする. このとき h ∈ h に対して

[h, ξ] =
l∑

j=1

(m+
j − m−

j )αj(h)ξ (2.38)

が成り立つ. これは任意のルートが単純ルートの整数係数の一次結合でかけることを意味している.

証明. (2.38) の p に関する帰納法で示す. p = 1 のときは ξ は x+
i , x−

i , hi のいずれかである.

[h, x±
i ] = ±αi(h)x±

i , [h, hi] = 0 (h ∈ h)

となるので, p = 1 で正しい. いま p − 1 まで正しいとして n の場合を示す.

ξ′ = [ξk2 , [· · · , [ξkp−1 , ξkp ]] · · · ]

とおく. このとき ξ = [ξk1 , ξ
′] となる. ヤコビ律 (定義 2.12) と帰納法の仮定によって

[h, ξ] = [h, [ξk1 , ξ
′]]

= [ξk1 , [h, ξ′]] + [[h, ξk1 ], ξ
′]

=

ξk1 ,
l∑

j=1

(m+
j (ξ′) − m−

j (ξ′))αj(h)ξ′

 +

 l∑
j=1

(m+
j (ξk1) − m−

j (ξk1))αj(h)ξk1 , ξ
′


=

l∑
j=1

(
(m+

j (ξk1) + m+
j (ξ′) ) − (m−

j (ξk1) + m−
j (ξ′)

)
αj(h)[ξk1 , ξ

′]

=
l∑

j=1

(
m+

j (ξ) − m−
j (ξ)

)
αj(h)ξ
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となる. 以上から示したいことが示された.

例 2.39 (sll+1(C) のルート系). 各記号は例 2.34 を参照する. 対角行列 t = diag(t1, . . . , tl+1) に対して,

εi(t) = ti とおくと εi ∈ h∗ となる. このとき g のルート全体の集合は

∆ = { εi − εj ; 1 ≤ i 6= j ≤ l + 1 }

で与えられる.対応するルート空間は gεi−εj = CEij で与えられる. また, 単純ルートは

αi = εi − εi+1 (1 ≤ i ≤ l)

で与えられる.

例 2.40 (ŝl2(C) のルート系). 記号は定義 2.19 および 命題 2.20 を参照する. δ ∈ h∗ を

δ = α0 + α1 (2.39)

で定める. ルート全体の集合 ∆ は
∆ = ∆re t ∆im (2.40)

で与えられる. ただし,

∆re = {α + nδ ; α ∈ {±α}, n ∈ Z }, (2.41)

∆im = {nδ ; n ∈ Z \ {0} } (2.42)

とおいた. ∆re の元を実ルート, ∆im の元を虚ルートという. 各ルートに対応するルート空間は次のように

なる:

gnδ = {h ⊗ tn ; h ∈ sl2(C) } (2.43)

gα1+nδ = CE ⊗ tn, g−α1+nδ = CF ⊗ tn (n ∈ Z) (2.44)

正ルートの集合 ∆+ は

∆+ = {α1 + mδ ; m ∈ Z≥0 } t {−α1 + (n + 1)δ ; n ∈ Z≥0 } t {nδ ; n ∈ Z>0 } (2.45)

でさだめる.

2.6 一般の量子群

一般カルタン行列 (GCM [Kac]) A ∈ Mat(l, Z) は, t(DA) = DA なる非退化 1 対角行列 D ∈ Mat(l, Z)

が存在するとき, 対称化可能という. Al, Dl 型に対応するカルタン行列はすでに対称行列であるので, 対称化

可能である.

定義 2.41. A ∈ Mat(l, Z) を対称化可能なカルタン行列とし, D = diag(d1, d2, . . . , dl) を A を対称化させる

行列とする. q ∈ C× を q2di 6= 1 i = 0, 1, . . . , l − 1 なるものとし qi = qdi とおく. このとき 代数 Uq(A,D)
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を次で定める.

生成元 : X+
i , X−

i , Ki,K
−1
i (1 ≤ i ≤ l).

基本関係式 : KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,

KiX
±
j = q

±aij

i X±
j Ki,[

X+
i , X−

j

]
= δij

Ki − K−1
i

q − q−1
,

1−aij∑
k=0

(−1)k

[
1 − aij

k

]
qi

(X±
i )1−aij−kX±

j (X±
i )k = 0.

最後の関係式はセール関係式と呼ばれる.

q → 1 のとき, この関係式はカルタン行列 A が定める半単純リー代数 g の普遍展開環 U(g) のホップ代数

としての変形を与える.

2.6.1 ホップ代数の構造

Uq(g) には余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S を次のように定義することでホップ代数の構造を入れることがで

きる: 生成元 K±1
i , X±

i (i = 0, 1) に対しては

∆(Ki) = Ki ⊗ Ki, ∆(K−1
i ) = K−1

i ⊗ K−1
i , ε(K±1

i ) = 0, S(Ki) = K−1
i , S(K−1

i ) = Ki,

∆(X+
i ) = X+

i ⊗ 1 + Ki ⊗ X+
i , ε(X±

i ) = 0, S(X+
i ) = −K−1

i X+
i ,

∆(X−
i ) = X−

i ⊗ K−1
i + 1 ⊗ X+

i , S(X−
i ) = −X−

i Ki.

余積 ∆, 余単位射 ε, 対合射 S が well-defined であること, すなわち, U(g) における基本関係式が∆, ε, S に

よって保たれることの確認は, セール関係式を除いて, sl2 型の量子群にホップ代数の構造を入れたときの議論

と同様である. ここではセール関係式を余積が保つことをしめす. n = 1−aij とおいて相異なる i, j に対して

n∑
k=0

(−1)k

[
n
k

]
q

(X+
i )n−kX+

j (X+)k = 0 ならば
n∑

k=0

(−1)k

[
n
k

]
q

(∆(X+
i ))n−k∆(X+

j )(∆(X+))k = 0

を示せばよい. X− に関するセール関係式も同様である. 計算を見通しよくするためいくつか記号の準備を

する.

x1 = X+
i ⊗ 1, x2 = K ⊗ X+

i , y1 = X+
j ⊗ 1, y2 = Kj ⊗ X+

j (2.46)

とおく. このとき q
aij

i = q
aji

j に注意すると

x2x1 = q2
i x1x2, x2y1 = q1−n

i y1x2, y2x1 = q1−n
i x1y2

が成り立つ. この関係式をもとに次を示していく. ここでは qi を改めて q と置いていることに注意する.

補題 2.42.

φ(x, y) =
n∑
k

[
n
k

]
q

(−x)kyxn−k (2.47)

とおく. このとき (2.46) の xi, yi (i = 1, 2) について

φ(x1 + x2, y1 + y2) = φ(x1 + x2, y1) + φ(x1 + x2, y2) = φ(x1, y1) + φ(x2, y2).
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証明. φ(x1 + x2, y1) = φ(x1, y1) について: 命題 1.2 を用いることで

φ(x1 + x2, y1) =
n∑

k=0

[
n
k

]
q

(−x1 − x2)ky1(x1 + x2)n−k

=
n∑

k=0

[
n
k

]
q

(−1)k

(
k∑

t=0

[
k
t

]
q

qt(k−t)xt
1x

k−t
2

)
y1

(
n−k∑
s=0

[
n − k

s

]
q

qs(n−k−s)xs
1x

n−k−s
2

)

=
n∑

k=0

k∑
t=0

n−k∑
s=0

[
n
k

]
q

[
k
t

]
q

[
n − k

s

]
q

(−1)kqt(k−t)+s(n−k−s)xt
1x

k−t
2 y1x

s
1x

n−k−s
2 .

ここで (−1)kqt(k−t)+s(n−k−s)xt
1x

k−t
2 y1x

s
1x

n−k−s
2 = q(1−n)(k−t)+2s(k−t)xt

1y1x
s
1x

n−(s+t)
2 と[

n
p + u

]
q

[
k
u

]
q

[
n − (p + u)

m − u

]
q

=
[
n − m

p

]
q

[
n
m

]
q

[
m
u

]
q

に注意して, m = s + t, p = k − t, u = t とおくことで

φ(x1 + x2, y1)

=
∑

0 ≤ m ≤ n
0 ≤ p ≤ n − m

0 ≤ u ≤ m

[
n

p + u

]
q

[
k
u

]
q

[
n − (p + u)

m − u

]
q

(−1)pqp(1−n+m)(−1)uq(m−u)(n−m)xu
1y1x

m−u
1 xn−m

2

=
∑

0 ≤ m ≤ n
0 ≤ p ≤ n − m

0 ≤ u ≤ m

[
n − m

p

]
q

[
n
m

]
q

[
m
u

]
q

(−1)pq−p(n−m−1)(−1)uq(m−u)(n−m)xu
1y1x

m−u
1 xn−m

2 .

最後に
n−m∑
p=0

(−1)p

[
n − m

p

]
q

q−p(n−m−1) = δmn

だから

φ(x1 + x2, y1) =
m∑

u=0

(−1)uxu
1y1x

n−u
1 = φ(x1, y1).

φ(x1 + x2, y2) = φ(x2, y2) について:

φ(x1 + x2, y2) は定義に従い計算すると

φ(x1 + x2, y2) =
∑

0 ≤ k ≤ n
0 ≤ t ≤ k

0 ≤ s ≤ n − k

=
[
n
k

]
q

[
k
t

]
q

[
n − k

s

]
q

(−1)kqt(k−t)+s(n−k−s)xt
1x

k−t
2 y2x

s
1x

n−k−s
2 .

となる. ここで
xt

1x
k−t
2 y2x

s
1x

n−k−s
2 = q(1−n)s+2s(k−t)xt+s

1 xk−t
2 y2x

n−k−s
2

に注意する. m = s + t, p = k − t, u = t と変換することで

φ(x1 + x2, y2)

=
n∑

m=0

n−m∑
p=0

(
m∑

u=0

(−1)uqu(m−1)

[
m
u

]
q

)
(−1)pqm(1+p−m)

[
n − m

p

]
q

[
n
m

]
q

xm
1 xp

2y2x
n−p−m
2 (2.48)

となる. m = 0 の項のみ残り, これは φ(x2, y2) と等しい.
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ところで,

x1 = X+
i ⊗ 1, x2 = K ⊗ X+

i , y1 = X+
j ⊗ 1, y2 = Kj ⊗ X+

j

だったことに注意すると, セール関係式

n∑
k=0

(−1)k

[
n
k

]
q

(X+
i )n−kX+

j (X+)k = 0

によって

φ(x1, y1) =
n∑

u=0

[
n
u

]
q

(−1)u(X+
i ⊗ 1)u(X+

j ⊗ 1)(X+
i ⊗ 1)n−u

=

(
n∑

u=0

[
n
u

]
q

(−1)u(X+
i )uX+

j (X+
i )n−u

)
⊗ 1 = 0.

同様に,

φ(x2, y2) = Kn
i Kj ⊗

n∑
v=0

[
n
v

]
q

(−1)v(X+
i )vX+

j (X+
i )n−v = 0.

最後に
∆(X+

i ) = x1 + x2, ∆(X+
j ) = y1 + y2

となることに注意すると,

n∑
k=0

(−1)k

[
n
k

]
q

(∆(X+
i ))n−k∆(X+

j )(∆(X+))k = φ(x1 + x2, y1 + y2) = φ(x1, y1) + φ(x2, y2) = 0.

よって余積が X+ に関してのセール関係式を保つことが分かった. X− に関してのセール関係式を保つことは

x1 = 1 ⊗ X−
i , x2 = X−

i ⊗ K−1
i (2.49)

y1 = 1 ⊗ X−
j , y2 = X−

j ⊗ K−1
j (2.50)

とおき直したときも

x2x1 = q2
i x1x2, x2y1 = q1−n

i y1x2, y2x1 = q1−n
i x1y2, ∆(X−

i ) = x1+x2, ∆(X−
j ) = y1+y2. (2.51)

が成り立つことに注意すれば同様に示すことができる.
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3 ヤン・バクスター方程式

ここではヤン・バクスター方程式の定義とその由来について説明する.

定義 3.1 (ヤン・バクスター方程式). ヤン・バクスター方程式はベクトル空間 V の二つのテンソル積上の自

己準同形 R(u) ∈ End(V ⊗ V ) に関しての方程式である.

(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(R(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ R(v))(R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u))

ここで, u, v はスペクトルパラメーターとよばれる変数である.

量子群はリー代数のある種の拡張として 1985年に発見されたホップ代数である. 数理物理学における可解

格子模型を直接の契機として発見された ([神保-2], [Dri]). R 行列は量子群の生みの親ともいえ, ヤン・バクス

ター方程式の解の親玉となっている.

3.1 ヤン・バクスター方程式の由来

ここでは量子群の発見のきっかけになった統計力学におけるヤン・バクスター方程式の由来に説明する.統

計力学とは非常にたくさんの粒子の集合的な運動を統計的に扱う物理学である.ここでは水分子による 2 次元

的な氷の結晶の模型を考える下図 ( [武部] から転載) のように格子状に水分子が並んでるとする. 格子の各頂

点には酸素分子があるとし辺上で水素分子が酸素分子と結合しているとする.

各水素原子がどの酸素原子と結合しているかの様子を矢印で表示し, 格子の様子を下図 ( [武部] 1章から転載

）のように矢印の配置と同一視する.
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矢印が配置されている様子をその格子の「状態」と呼ぶことにする.各々の「状態」s になりうる確率はボルツ

マンウェイト W (s) を用いて

P (s) =
W (s)

Z
, W (s) := exp

(
−E(s)

kBT

)
(3.1)

で与えられるとする. ここで, E(s), kB , T, Z =
∑

s:状態W (s) は各々状態 s でもつ系のエネルギー, ボルツ

マン定数, 温度, 分配関数である. Z がわかることで系の比熱などがわかることが知られている. いま E(s) は

各格子点 (i, j)におけるエネルギー Eij(s) の総和で得られ, Eij(s) は点 (i, j) から伸びている辺の上にある 4

本の矢印の配置で決まるものとする:
E(s) =

∑
ij

Eij(s). (3.2)

配置の仕方は数学的には 24 = 16 通り存在するが, 氷の模型では状態 s での頂点 (i, j) におけるボルツマン

ウェイト Wij(s) = exp (−Eij(s)/kBT ))が次で決まるものとする. そのデータを

R = R(x) :=

↑→ ↑← ↓→ ↓←
→↑
→↓
←↑
←↓


a

c b
b c

a

 (3.3)

行列で表示する. ここで

a =
qx − q−1x−1

q − q−1
, b =

x − x−1

q − q−1
, c = 1.

命題 3.2. R を 2 × 2 の行列のテンソル積の元 R ∈ End(C2 ⊗ C2) とみると次の方程式を満たす ([武部]).

(R(x) ⊗ 1)(1 ⊗ R(xy))(R(y) ⊗ 1) = (1 ⊗ R(y))(R(xy) ⊗ 1)(1 ⊗ R(x)). (3.4)

この方程式をヤン・バクスター方程式という. また, 方程式の解を R 行列とよぶ.

逆にこの方程式を満たすような R を作れば新しい模型が定まり, それは Z が計算できるという意味で一般

に可解であると期待されている.

a = qx−q−1x−1

q−q−1 , b = x−x−1

q−q−1 , c = 1 について, x = eiuq = eiη と置きなおすと R(x) は定数倍を除いて三角

関数を成分に持つ行列

R(u) :=


sin(u + η) 0 0 0

0 sin η sinu 0
0 sin u sin η 0
0 0 0 sin(u + η)

 (3.5)

と等しい. この R(u) についてのヤン・バクスター方程式は

(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(R(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ R(v))(R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u)) (3.6)

となる. 実は, アフィン型の量子群の表現を用いることで三角関数型のヤン・バクスター方程式の解を系統的

につくることができる.

3.2 対称群の群環の表現を用いたヤン・バクスター方程式の解の構成法

前章では, ヤン・バクスター方程式の三角関数解はアフィン型量子群の表現を導入することで得ることがで

きると述べた. ここでは, そのプロセスを紹介するために, [神保-1] に基づいて対称群の群環を用いてヤン・バ

クスター方程式の解を作ることにする.
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3.2.1 ヤン・バクスター方程式の気持ち

Sn を n 次の対称群と置く. 番号 i と i + 1 を入れ替える互換を σi ∈ Sn とおこう. これは組みひも関係

式とよばれる次の関係式を満たしている.

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1. (3.7)

一方でヤン・バクスター方程式

(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(R(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ R(v))(R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u))

において, R をテンソル積の成分を互換する作用素とみると, 組みひも関係式と形が似ている.

命題 3.3. n 次対称群の群環 CSn := {
∑

σ∈Sn
aσσ ; aσ ∈ C } の元 Ri(u)を Ri(u) = 1 + σiu とおく. この

とき
Ri(u)Ri+1(u + v)Ri(v) = Ri+1(v)Ri(u + v)Ri+1(u)　 (3.8)

が成り立つ.

証明. 示したい式は次と同値:

(1 + uσi)(1 + (u + v)σi+1)(1 + vσi) = (1 + vσi+1)(1 + (u + v)σi)(1 + uσi+1).

u について 2次式とおもって両辺の係数を比較すれば容易に等式 (3.8) が示される.

上記で得た関係式を次で定める CSn の表現に移す. すなわち,

CSn −→ End(V ⊗n) ; σi 7−→ id ⊗ · · · ⊗ P
î,i+1

⊗ · · · ⊗ id

という代数準同型を与える. ここで, V = C2, P はテンソルの成分を入れ替える互換である: P : x⊗y 7→ y⊗x.

R(u) :=


u + 1

1 u
u 1

u + 1

 (3.9)

とおくと, (3.8) からヤン・バクスター方程式を満たす：

(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(R(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ R(v))(R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u)). (3.10)

以上のようにして適当な代数と表現をとることで, その中においてヤン・バクスター方程式に相当する関係

式を満たす元（親玉）を構成することでヤン・バクスター方程式の解を得ることができた. 三角関数解に関し

ていえば代数としてアフィン型の量子群を持ってくることができる. 以下では, 量子群における親玉である普

遍 R 行列について述べる.
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4 普遍 R 行列

ヤン・バクスター方程式に相当する関係式を満たす量子群の「親玉」である普遍 R 行列について述べる.

命題 4.1. V をベクトル空間とする. u ∈ C 上の関数 Ř ∈ End(V ⊗ V ) が

(Ř(u) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(u + v))(Ř(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ Ř(v))(Ř(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(u)) (4.1)

を満たすことは, R = PŘ (ただし P : x ⊗ y 7→ y ⊗ x) の変換のもとで

R12(u)R13(u + v)R23(v) = R23(v)R13(u + v)R12(u) (4.2)

を満たすことと同値である. ここで R =
∑

i ai ⊗ bi のとき

R12 =
∑

i

ai ⊗ bi ⊗ 1, R13 =
∑

i

ai ⊗ 1 ⊗ bi, R23 =
∑

i

1 ⊗ ai ⊗ bi

と置いた.

証明. R(u) =
∑

i ai(u) ⊗ bi(u) であるとする. (4.2) の左辺は

R12(u)R23(u + v)R23(v)

=

(∑
i

ai(u) ⊗ bi(u) ⊗ 1

) ∑
j

aj(u + v) ⊗ 1 ⊗ bj(u + v)

 (∑
k

1 ⊗ ak(v) ⊗ bk(v)

)

=
∑
i,j,k

ai(u)aj(u + v) ⊗ bi(u)ak(v) ⊗ bj(u + v)bk(v) (4.3)

となる. また (4.2) の右辺は

R23(v)R13(u + v)R12(u)

=

(∑
k

1 ⊗ ak(k) ⊗ bk(v)

)∑
j

aj(u + v) ⊗ 1 ⊗ bj(u + v)

 (∑
i

ai(u) ⊗ bi(u) ⊗ 1

)

=
∑
i,j,k

aj(u + v)ai(u) ⊗ ak(v)bi(u) ⊗ bk(v)bj(u + v) (4.4)

となる. 一方で, x, y, z ∈ V に対して (4.1) の左辺は

(Ř(u) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(u + v))(Ř(v) ⊗ 1)(x ⊗ y ⊗ z)

=(Ř(u) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(u + v))

(∑
i

bi(v)y ⊗ ai(v)x ⊗ z

)

=(Ř(u) ⊗ 1)

∑
i,j

bi(v)y ⊗ bj(u + v)z ⊗ aj(u + v)ai(v)x


=

∑
i,j,k

bk(u)bj(u + v)z ⊗ ak(u)bi(v)y ⊗ aj(u + v)ai(v)x (4.5)
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また (4.1) の右辺は

(1 ⊗ Ř(v))(Ř(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(u))(x ⊗ y ⊗ z)

=(1 ⊗ Ř(v))(Ř(u + v) ⊗ 1)

(∑
k

x ⊗ bk(u)z ⊗ ak(u)y

)

=(1 ⊗ Ř(v))

∑
j,k

bj(u + v)bk(u)z ⊗ aj(u + v)x ⊗ ak(u)y


=

∑
i,j,k

bj(u + v)bk(u)z ⊗ bi(v)ak(u)y ⊗ ai(v)aj(u + v)x (4.6)

となる. 等式 (4.5)=(4.6) において u と v の立場を交換すると等式 (4.3)=(4.4) となることがわかる.

定義 4.2. ホップ代数 H に次の条件を満たす R ∈ H⊗̂H があるとき, (H,R) を準三角ホップ代数という.

τ∆(a) = R∆(a)R−1 (a ∈ H),

(∆ ⊗ id)(R) = R13R23, (id ⊗ ∆)(R) = R13R12.

ここで, τ(a ⊗ b) = b ⊗ a. H⊗̂H は H ⊗ H の適当な無限和を許した完備化である. この R を普遍 R 行列

(universal R-matrix) という.

命題 4.3. 準三角ホップ代数 (H,R) の R は次の関係式を満たす.

R12R13R23 = R23R13R12 (4.7)

証明. R =
∑

i ai ⊗ bi とすれば次の通りである:

R12(R13R23) = (R⊗ 1)((∆ ⊗ id)(R)) =
∑

i

R∆(ai) ⊗ bi,

(R23R13)R12 = (
∑

i

1 ⊗ ai ⊗ bi)(
∑

j

aj ⊗ 1 ⊗ bj)R12

= (
∑
i,j

τ(ai ⊗ aj) ⊗ bibj)R12 = (τ ⊗ id)(R13R23)R12

= (τ∆ ⊗ id)(R)(R⊗ 1) =
∑

i

τ∆(ai)R⊗ bi.

この R が量子群における親玉になることを説明する. いま Uq の表現でパラメーター λi に依存する表現

πλi
: Uq −→ End(Vi) (4.8)

がつくれたとき, R(λi, λj) := (πi ⊗ πj)(R) とおけば

(π1 ⊗ π2 ⊗ π3)(R12R13R23) = R12(λ1, λ2)R13(λ1, λ3)R23(λ2, λ3),

(π1 ⊗ π2 ⊗ π3)(R23R13R12) = R23(λ2, λ3)R13(λ1, λ3)R12(λ1, λ2)

が成立する. R(λi, λj) に対して Rkl(λi, λj) は式 (4.1) と同様に定める. さらに P をテンソル積の互換とし,

Ř(λi, λj) := PR(λi, λj) ∈ End(Vi ⊗ Vj ,⊗Vj ⊗ Vi) とおく. R(λi, λj) が λi と λj の比 λi/λj で決まる, す
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なわち, R(λi, λj) = R(λi/λj) と仮定すれば関係式 R12R13R23 = R23R13R12 であるような R の表現の像
によって

(Ř(x) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(xy))(Ř(y) ⊗ 1) = (1 ⊗ Ř(y))(Ř(xy) ⊗ 1)(1 ⊗ Ř(x)) (4.9)

という Hom(V1 ⊗ V2 ⊗ V3, V3 ⊗ V2 ⊗ V1) における関係式を得る.

例 4.4. Uq(sl2) に対する普遍 R 行列は次で与えられる.

R = expq(−(q − q−1)X+ ⊗ X−)q−H⊗H/2. (4.10)

このことはより一般の形で後で示す.

注意. 厳密にいえば R は無限和（無限積）の形をとるので Uq(sl2)⊗2 の中には納まらない. 無限和（無限積）

を許すように完備化をしなければならない.

4.1 普遍 R 行列の像の性質

R の存在を認めて議論を進める. Uq は Uq(ŝl2) などのパラメーター q をもつホップ代数とする.

4.1.1 表現と加群の関係

(Vi, πi) (i = 1, 2)を Uq = Uq(ŝl2(C))の表現, すなわち, Uq から End(V ) への代数射とする:

πi : Uq −→ End(Vi).

表現が与えられると,
a · vi := πi(a)(vi) (a ∈ Uq, vi ∈ Vi) (4.11)

によって Vi に Uq-加群の構造を入れることができる. Uq には余積が備わっていたので, 以下のようにテンソ

ル積 V1 ⊗ V2 を表現空間とする表現を得ることができる:

Uq
∆−→ Uq ⊗ Uq

π1⊗π2−→ End(V1 ⊗ V2).

加群の言葉で言い直すと, V1 ⊗ V2 に Uq が次のように作用することができる.

a · (v1 ⊗ v2) := (π1 ⊗ π2)(∆(a))(v1 ⊗ v2) (a ∈ Uq, v1 ∈ V1, v2 ∈ V2). (4.12)

パラメーターに依存する表現 (4.8) の像に関して以下の事が成立する.

命題 4.5.
PV1,V2 : V1 ⊗ V2 → V2 ⊗ V1, v1 ⊗ v2 7→ v2 ⊗ v1

と置く.このとき
RV 1,V 2 = PV 1,V 2(π1 ⊗ π2)(R) ∈ Hom(V1 ⊗ V2, V2 ⊗ V1) (4.13)

は Uq-加群の準同形になっている. すなわち,

a · RV1,V2(v1 ⊗ v1) = RV1,V2(a · (v1 ⊗ v2)) (a ∈ Uq, vi ∈ Vi)). (4.14)
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証明. τ∆(a) = R∆(a)R−1 (a ∈ Uq) より

(π1 ⊗ π2)(τ∆(a)R) = (π1 ⊗ π2)(R∆(a))

⇔(π1 ⊗ π2)(τ∆(a))P−1
V1,V2

RV1,V2 = P−1
V1,V2

RV1,V2(π1 ⊗ π2)∆(a)

⇔(π2 ⊗ π1)(∆(a))RV1,V2 = RV1,V2(π1 ⊗ π2)(∆(a)).

最後の式は R = RV1,V2 についての線型方程式と思うことができる. もともと, ヤン・バクスター方程式は

R(u) についての非線形な方程式であったが, 量子群とその表現をもちいることで R-行列を求めることを線形

な連立方程式を解くことに帰着できることになる. すなわち, 普遍 R 行列 R の形を知らなくても線型方程式
を解くことによってヤン・バクスター方程式の解を感じる ( 見つける）ことができる.

4.2 三角関数解の構成

冒頭で取り上げたヤン・バクスター方程式の三角関数解の R-行列を得よう.

定義 4.6. z を 0 でない複素数として πz : Uq(ŝl2(C)) −→ End(C2 ⊗ C[z, z−1]) を次で定める:

πz(X+
0 ) = zF, πz(X−

0 ) = z−1E, πz(K0) = q−H =
[
q−1 0
0 q

]
, (4.15)

πz(X+
1 ) = E, πz(X−

1 ) = F, πz(K1) = qH =
[
q 0
0 q−1

]
, (4.16)

πz(c) = 0, πz(d) = z
d
dz

. (4.17)

Uq-加群の準同形であるための条件を与える R = R(z, w) ∈ Mat(4, C) の線型方程式

R(z, w)(πz ⊗ πw)∆(a) = (πw ⊗ πz)(∆(a))R(z, w) (a ∈ Uq)

を解くことで三角関数解を導出できる. たとえば

a = K1 のとき

R(z, w)(qH ⊗ qH) = (qH ⊗ qH)R(z, w)

⇐⇒ R(z, w)


q2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 q−2

 =


q2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 q−2

R(z, w). (4.18)

a = X+
0 のとき

R(z, w)(zF ⊗ I2 + wq−H ⊗ F ) = (wF ⊗ I2 + zq−H ⊗ F )R(z, w)

⇐⇒ R(z, w)


0 0 0 0

wq−1 0 0 0
z 0 0 0
0 z wq 0

 =


0 0 0 0

zq−1 0 0 0
w 0 0 0
0 w zq 0

R(z, w). (4.19)
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a = X−
0 のとき

R(z, w)(z−1E ⊗ qH + w−1I2 ⊗ E) = (w−1E ⊗ qH + z−1I2 ⊗ E)R(z, w)

⇐⇒ R(z, w)


0 w−1 z−1q 0
0 0 0 z−1q−1

0 0 0 w−1

0 0 0 0

 =


0 z−1 w−1q 0
0 0 0 w−1q−1

0 0 0 z−1

0 0 0 0

 R(z, w). (4.20)

これらの連立方程式 (4.18), (4.19), (4.20) を解くと R(z, w) は定数倍を除いて
qz − q−1w 0 0 0

0 z − w (q − q−1)w 0
0 (q − q−1)z z − w 0
0 0 0 qz − q−1w

 (4.21)

に等しい. 新しいパラメータ u を用いて

z =
qu

q − q−1
, w =

q−u

q − q−1

と置くと (4.21) は

R(u) =


qu+1−q−u−1

q−q−1 0 0 0

0 qu qu−q−u

q−q−1 0

0 qu−q−u

q−q−1 q−u 0

0 0 0 qu+1−q−u−1

q−q−1

 (4.22)

と等しい. この R = R(u) はヤン・バクスター方程式を満たす. 最後に

R′(u) =
([

qu 0
0 1

]
⊗ I2

)−1

R(u)
(

I2 ⊗
[
qu 0
0 1

])

=


qu+1−q−u−1

q−q−1 0 0 0

0 1 qu−q−u

q−q−1 0

0 qu−q−u

q−q−1 1 0

0 0 0 qu+1−q−u−1

q−q−1

 (4.23)

と変換する. (4.23) は (3.3) における R(x) に対して x = qu とおいたものに等しい. ここで R′(u) もヤン・

バクスター方程式の解であることは次の命題から従う:

命題 4.7. R ∈ EndC(V ⊗ V ) がヤン・バクスター方程式

(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(R(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ R(v))(R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u)) (4.24)

の解であり, 任意の対角行列 t ∈ EndC(V ) に対して

[R(u), t ⊗ t ] = 0 (4.25)

を満たすとする. R′ = R′(u) を対角行列 X ∈ EndC(V ) を用いて

R′(u) =
(
euX ⊗ 1

)
R(u)

(
1 ⊗ e−uX

)
(4.26)

と定める. このとき, R′ もヤン・バクスター方程式の解である.
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証明. (4.25) によって

(euX ⊗ 1)R(u)(1 ⊗ e−uX) = (1 ⊗ e−uX)R(u)(euX ⊗ 1)

が成り立つことに注意する. 実際,

(euX ⊗ 1)R(u)(1 ⊗ e−uX) = (1 ⊗ e−uX)(euX ⊗ euX)R(u)(1 ⊗ e−uX)

= (1 ⊗ e−uX)R(u)(euX ⊗ euX)(1 ⊗ e−uX)

= (1 ⊗ e−uX)R(u)(euX ⊗ 1)

となるからである.

(R′(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R′(u + v))(R′(v) ⊗ 1) = (1 ⊗ R′(v))(R′(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R′(u)) (4.27)

が成り立つことを示す. (4.27) の左辺は

(R′(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R′(u + v))(R′(v) ⊗ 1)

=(euX ⊗ 1 ⊗ 1)(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ e−uX ⊗ 1)(1 ⊗ e(u+v)X ⊗ 1)

× (1 ⊗ R(u + v))(1 ⊗ 1 ⊗ e−u+v)X)(evX ⊗ 1 ⊗ 1)(R(v) ⊗ 1)(1 ⊗ e−vX ⊗ 1)

=(euX ⊗ 1 ⊗ 1)(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ evX ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(1 ⊗ 1 ⊗ e−vX)

× (1 ⊗ e−vX ⊗ 1)(R(v) ⊗ 1)(evX ⊗ 1 ⊗ 1)(1 ⊗ 1 ⊗ e−uX)

=(euX ⊗ 1 ⊗ 1)(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ 1 ⊗ e−vX)(1 ⊗ R(u + v))(1 ⊗ evX ⊗ 1)

× (1 ⊗ e−vX ⊗ 1)(R(v) ⊗ 1)(evX ⊗ 1 ⊗ 1)(1 ⊗ 1 ⊗ e−uX)

=(euX ⊗ 1 ⊗ e−vX)(R(u) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u + v))(R(v) ⊗ 1)(evX ⊗ 1 ⊗ e−uX) (4.28)

となる. 一方で, (4.27) の右辺は

(1 ⊗ R′(v))(R′(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R′(u))

=(1 ⊗ evX ⊗ 1)(1 ⊗ R(v))(1 ⊗ 1 ⊗ e−vX)(e(u+v)X ⊗ 1 ⊗ 1)

× (R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ e−(u+v)X ⊗ 1)(1 ⊗ euX ⊗ 1)(1 ⊗ R(u))(1 ⊗ 1 ⊗ e−uX)

=(e(u+v)X ⊗ 1 ⊗ 1)(1 ⊗ evX ⊗ 1)(1 ⊗ R(v))

× (R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ e−vX ⊗ e−vX)(1 ⊗ R(u))(1 ⊗ 1 ⊗ e−uX)

=(e(u+v)X ⊗ 1 ⊗ 1)(1 ⊗ evX ⊗ 1)(1 ⊗ R(v))

× (R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u))(1 ⊗ e−vX ⊗ e−vX)(1 ⊗ 1 ⊗ e−uX)

=(e(u+v)X ⊗ evX ⊗ 1)(1 ⊗ R(v))(R(u + v) ⊗ 1)(1 ⊗ R(u))(1 ⊗ e−vX ⊗ e−(u+v)X) (4.29)

となる. (4.28), (4.29) を見比べると (4.27) が成り立つことは (4.24) が成り立つことと同値である.

以上のようにして, アフィン型量子群とその表現を考えることで三角関数解を構成することができた.

注意. R の具体的な形は (7.2) で参照できる. Uq(ŝl2(C)) の普遍 R 行列 R の πz ⊗ πw による像を求めるこ

とで三角関数解を直接出すことができる. 計算は大変であるが, 命題 7.7 を参照せよ.
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5 有限次元ホップ代数の量子二重構成法

ここでは H = (H,mH , uH , ∆H , εH , SH) を体 k 上の有限次元ホップ代数とする. さらに, H の対合射 SH

は可逆と仮定する.

5.1 双対空間の構造

命題 2.6 で見たように H の双対空間 H∗ = Hom(H, k) は,

mH∗ = t∆H , ∆H∗ = tmH , uH∗ = tεH , εH∗ = tuH , SH∗ = tSH

と定めることでホップ代数 H∗ = (H∗, mH∗ , uH∗ , ∆H∗ , εHast , SH∗) の構造が入る.

注意. τ をテンソル積の成分の互換 τ(x ⊗ y) = y ⊗ x とする. H∗ の余代数の構造を ∆opp
H∗ := τ∆H∗ で定め

ると tS−1 を対合射とするホップ代数となる. この構造が入ったものを (H∗)opp と書くことにする.

5.2 記号法の準備

ここで一般の余代数 (C,∆, ε) の余積に関する Sweedler の記号法を導入する. 合成写像

C
∆−−−−→ C ⊗ C

∆⊗id−−−−→ C ⊗ C ⊗ C
∆⊗id⊗id−−−−−−→ · · · −−−−→ C⊗n

を ∆(n−1) とおく. たとえば, ∆(1) = ∆, ∆(2) = (∆ ⊗ 1) ◦ ∆, ∆(3) = (∆ ⊗ 1 ⊗ 1) ◦ (∆ ⊗ 1) ◦ ∆ などのよう

に定める. 余結合律を要請することで途中の写像 ∆⊗ id⊗ · · · ⊗ id を id⊗ · · · ⊗∆⊗ . . . id と置き換えてもよ

い. c ∈ C の ∆(n−1) による像を

∆(n−1)(c) =
∑

(c)n−1

c(0) ⊗ c(1) ⊗ . . . ⊗ c(n−1) (5.1)

と置くことにする. 例えば

∆(c) =
∑
(c)1

c(0) ⊗ c(1), ∆(2)(c) =
∑
(c)2

c(0) ⊗ c(1) ⊗ c(2)

のように表記する.

5.3 D = H ⊗ H∗ の代数構造

ここではベクトル空間 D := H ⊗ H∗ に代数構造をいれることを考える. 得られる D はホップ代数 H を

「二重にしたもの」の意味で量子二重化 (quantum double) とよばれる. テンソル空間の元 h ⊗ ξ ∈ H ⊗ H∗

を代数構造が入った D の元とみなすとき [h ⊗ ξ] と書くことにする.

命題 5.1. ベクトル空間 D := H ⊗ H∗ は, 次で定義する mD : D ⊗ D → D によって代数をなす.

mD([h ⊗ ξ] ⊗ [h′ ⊗ ξ′]) =
∑

(h′)2,(ξ)2

〈ξ(0), h
′
(2)〉〈S

−1(ξ(2)), h′
(0)〉[hh′

(1) ⊗ ξ(1)ξ
′]. (5.2)

ここで 〈·, ·〉 : H ⊗ H∗ → k は自然なペアリング 〈h, ξ〉 = ξ(h)のことである.

単位元は [1 ⊗ 1] であって, 次が成り立つ.
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(1) H ' H ⊗ 1 ↪→ D は代数射,

(2) H∗ ' 1 ⊗ H∗ ↪→ D は代数射,

(3) [h ⊗ 1] = [1 ⊗ ξ],

(4) [1 ⊗ ξ] · [h ⊗ 1] =
∑

(h)2,(ξ)2
〈ξ(0), h(2)〉〈S−1(ξ(2)), h(0)〉[h(1) ⊗ ξ].

証明. 結合律の確認を行う. h, h′, h′′ ∈ H, ξ, ξ′ξ′′ ∈ H∗ について

[h ⊗ ξ]([h′ ⊗ ξ′][h′′, ξ′′]) = ([h ⊗ ξ][h′ ⊗ ξ′]) [h′′, ξ′′] (5.3)

をしめせばよい.

[h ⊗ ξ]([h′ ⊗ ξ′][h′′, ξ′′]) の計算:

[h ⊗ ξ]([h′ ⊗ ξ′][h′′, ξ′′])

=[h ⊗ ξ]
∑

(h′′)2,(ξ′)2

〈ξ(0), h
′′
(2)〉〈S

−1(ξ′(2), h
′′
(0)〉[h

′h′′
(1) ⊗ ξ′(1)ξ

′′].

ここで
∑

(h′h′′
(1))2

=
∑

(h′)2,(h′′
(1))2

と
∑

(h′′)4
=

∑
(h′′)2,(h′′

(1))2
に注意する.

∆(4)(h′′) =
∑
(h)4

h′′
(0) ⊗ h′′

(1) ⊗ h′′
(2) ⊗ h′′

(3) ⊗ h′′
(4),

∆(4)(h′′) = (id ⊗ ∆(2) ⊗ id) ◦ ∆(2)(h′′)

=
∑
(h′′)2

h′′
(0) ⊗ ∆(2)(h′′

(1)) ⊗ h′′
(2)

=
∑
(h′′)2

∑
(h′′

(1))2

h′′
(0) ⊗ h′′

(1)(0) ⊗ h′′
(1)(1) ⊗ h′′

(1)(2) ⊗ h′′
(2)

という対応で

[h ⊗ ξ]([h′ ⊗ ξ′][h′′, ξ′′])

=
∑

(h′′)4, (ξ′)2
(ξ)2, (h′)2

〈ξ′(0), h
′′
(4)〉〈S

−1(ξ′(2)), h
′′
(0)〉〈ξ

′
(0), h

′
(2)h

′′
(3)〉〈S

−1(ξ(2)), h′
0h

′′
(1)〉[hh′

(1)h
′′
(2) ⊗ ξ(1)ξ

′
(1)ξ

′′].

ところで, 一般に h, k ∈ H, ξ ∈ H∗ に対して

〈ξ, hk〉 = 〈ξ,m(h ⊗ k)〉
= 〈∆(ξ), h ⊗ k〉

=
∑
(ξ)

〈ξ(0), h〉〈ξ(1), k〉,

〈S−1(ξ), hk〉 = 〈∆ ◦ S−1(ξ), h ⊗ k〉
= 〈τ ◦ (S−1 ⊗ S−1) ◦ ∆(ξ), h ⊗ k〉

=
∑
(ξ)1

〈S−1(ξ(1)), h〉〈S−1(ξ(0)), k〉
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によって

〈ξ′(0), h
′
(2)h

′′
(3)〉 =

∑
(ξ(0))1

〈ξ(0)(0), h
′
(2)〉〈ξ(0)(1), h

′′
(3)〉,

〈S−1(ξ(2)), h′
0h

′′
(1)〉 =

∑
(ξ(2))1

〈S−1(ξ(2)(1)), h(0)〉〈S−1(ξ(2)(0)), h′′
(1)〉

となる. さらに

∆(5)(ξ) =
∑
(ξ4)

ξ(0) ⊗ ξ(1) ⊗ ξ(2) ⊗ ξ(3) ⊗ ξ(4) ⊗ ξ(5),

∆(5)(ξ) = (∆ ⊗ id ⊗ ∆ ⊗ id) ◦ ∆(3)(ξ)

=
∑
(ξ)2

∆(ξ(0)) ⊗ ξ(1) ⊗ (∆(ξ(2)) ⊗ ξ(3)

=
∑

(ξ)2,(ξ(0))1,(ξ(2))1

ξ(0)(0) ⊗ ξ(0)(1)ξ(1) ⊗ ξ(2)(0) ⊗ ξ(2)(1) ⊗ ξ(3)

という対応で

[h ⊗ ξ]([h′ ⊗ ξ′][h′′, ξ′′])

=
∑

(h′′)4, (ξ′)2
(ξ)2, (h′)2

〈ξ′(0), h
′′
(4)〉〈S

−1(ξ′(2)), h
′′
(0)〉〈ξ

′
(0), h

′
(2)h

′′
(3)〉〈S

−1(ξ(2)), h′
0h

′′
(1)〉

× [hh′
(1)h

′′
(2) ⊗ ξ(1)ξ

′
(1)ξ

′′]

=
∑

(h′′)4, (ξ′)2
(ξ)2, (h′)2

〈ξ′(0), h
′′
(4)〉〈S

−1(ξ′(2)), h
′′
(0)〉〈ξ(0), h

′
(2)〉〈ξ(1), h

′′
(3)〉〈S

−1(ξ(4)), h′
0〉〈S−1(ξ(3)), h′′

1〉

× [hh′
(1)h

′′
(2) ⊗ ξ(2)ξ

′
(1)ξ

′′].

([h ⊗ ξ][h′ ⊗ ξ′]) [h′′, ξ′′] の計算:

([h ⊗ ξ][h′ ⊗ ξ′]) [h′′, ξ′′]

=
∑

(h′)2, (ξ)2
(ξ(1))2, (ξ′)2, (h′′)2

〈ξ(0), h
′
(2)〉〈S

−1(ξ(2)), h′
(0)〉〈ξ(1)(0)ξ

′
(0), h

′′
(2)〉〈S

−1(ξ(1)(2)ξ
′
(2)), h

′′
(0)〉

× [hh′
(1)h

′′
(1) ⊗ ξ(1)(1)ξ

′
(1)ξ

′′].

ここで

∆(4)(ξ) =
∑
(ξ)4

ξ(0) ⊗ ξ(1) ⊗ ξ(2) ⊗ ξ(3) ⊗ ξ(4)

∆(4)(ξ) = (id ⊗ ∆(2) ⊗ id) ◦ ∆(2)

=
∑

(ξ)2,(ξ(1))2

ξ(0) ⊗ ξ(1)(0) ⊗ ξ(1)(1) ⊗ ξ(1)(2) ⊗ ξ(2)
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という対応に注意すると

([h ⊗ ξ][h′ ⊗ ξ′]) [h′′, ξ′′]

=
∑

(h′)2, (ξ)4
(ξ′)2, (h′′)2

〈ξ(0), h
′
(2)〉〈S

−1(ξ(4)), h′
(0)〉〈ξ(1)ξ

′
(0), h

′′
(2)〉〈S

−1(ξ(3)ξ
′
(2)), h

′′
(0)〉[hh′

(1)h
′′
(1) ⊗ ξ(2)ξ

′
(1)ξ

′′].

一般に h ∈ H, η, ξ ∈ H∗ について

〈ξη, h〉 = 〈ξ ⊗ η, ∆(h)〉 =
∑
(h)1

〈ξ, h(0)〉〈η, h(1)〉,

〈S−1(ξη), h〉 = 〈m ◦ (S−1 ⊗ S−1) ◦ τ(ξη), h〉

= 〈S−1 ⊗ S−1) ◦ τ(ξ ⊗ η), ∆(h)〉 =
∑
(h)1

〈ξ, h(1)〉〈η, h(0)〉

となる. このことから

〈ξ(1)ξ
′
(0), h

′′
(2)〉 =

∑
(h′′

(2))1

〈ξ(1), h(2)(0)〉〈ξ(0), h
′′
(2)(1)〉

〈S−1(ξ(3)ξ
′
(2)), h

′′
(0)〉 =

∑
(h′′

(0))1

〈S−1(ξ(3)), h′′
(0)(1)〉〈S

−1(ξ(2)), h′′
(0)(0)〉

さらに

∆(5)(h) =
∑
(h)4

h(0) ⊗ h(1) ⊗ h(2) ⊗ h(3) ⊗ h(4) ⊗ h(5),

∆(5)(h) = (∆ ⊗ id ⊗ ∆ ⊗ id) ◦ ∆(3)

=
∑

(h′′
(2))1, (h(0))

′′
1

h′′
(0)(0) ⊗ h′′

(0)(1) ⊗ h′′
(1) ⊗ h′′

(2)(0) ⊗ h′′
(2)(1) ⊗ h′′

(3)

という対応によって,

([h ⊗ ξ][h′ ⊗ ξ′]) [h′′, ξ′′]

=
∑

(h′)2, (ξ)4
(ξ′)2, (h′′)2

〈ξ(0), h
′
(2)〉〈S

−1(ξ(4)), h′
(0)〉〈ξ(1)ξ

′
(0), h

′′
(2)〉〈S

−1(ξ(3)ξ
′
(2)), h

′′
(0)〉[hh′

(1)h
′′
(1) ⊗ ξ(2)ξ

′
(1)ξ

′′]

=
∑

(h′)2, (ξ)4
(ξ′)2, (h′′)2

〈ξ(0), h
′
(2)〉〈S

−1(ξ(4)), h′
(0)〉〈ξ(1), h

′′
(3)〉〈ξ(0), h

′′
(4)〉〈S

−1(ξ′(2)), h
′′
(0)〉〈S

−1(ξ(3)), h′′
(1)〉

× [hh′
(1)h

′′
(2) ⊗ ξ(2)ξ

′
(1)ξ

′′]

=
∑

(h′)2, (ξ)4
(ξ′)2, (h′′)2

〈ξ(0), h
′′
(4)〉〈S

−1(ξ′(2)), h
′′
(0)〉〈ξ(0), h

′
(2)〉〈ξ(1), h

′′
(3)〉〈S

−1(ξ(4)), h′
(0)〉〈S

−1(ξ(3)), h′′
(1)〉

× [hh′
(1)h

′′
(2) ⊗ ξ(2)ξ

′
(1)ξ

′′]

=[h ⊗ ξ] ⊗ ([h′ ⊗ ξ′] ⊗ [h′′ ⊗ ξ′′]) .

以上から結合律が成立することが分かった. [1 ⊗ 1] ∈ D が単位元になることをみる.

〈1, h(2)〉 = ε(h(2)), 〈S−1(1), h(0)〉 = 〈1, h(0)〉 = ε(h(0))
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から

[1 ⊗ 1][h ⊗ ξ] =
∑
(h)2

〈1, h(2)〉〈S−1(1), h(0)〉[h(1) ⊗ ξ] =

∑
(h)2

ε(h(0))ε(h(2))h(1) ⊗ ξ


となることから従う. ここで, 余単位射の性質 (ε ⊗ id) ◦ ∆(h) = (id ⊗ ε) ◦ ∆(h) を用いることで∑

(h)2

ε(h(0))ε(h(2))h(1) =
∑
(h)2

ε(h(0))(1 ⊗ ε) ◦ ∆(h(1)) =
∑
(h)1

ε(h(0))h(1) = (ε ⊗ 1) ◦ ∆(h) = h.

よって [1⊗ 1][h⊗ ξ] = [h⊗ ξ] が示すことができた. [h⊗ ξ][1⊗ 1] = [h⊗ ξ] も同様に示すことができる.

5.4 D = H ⊗ H∗ のホップ代数の構造

命題 5.2. 代数 D は, 次のようにして余積 ∆D : D → D ⊗ D, 余単位射, εD : D → k, 対合射 SD : D → D

を定めることで, ホップ代数となる. h ∈ H, ξ ∈ H∗ に対して

(1) ∆D([h ⊗ ξ]) =
∑

(h)1,(ξ)1
[h(0) ⊗ ξ(1)] ⊗ [h(1) ⊗ ξ(0)],

(2) εD([h ⊗ ξ]) = ε(h)ε(ξ),

(3) SD([h ⊗ ξ]) = [1 ⊗ S−1(ξ)][S(h) ⊗ 1].

注意. ∆D|H = ∆H および ∆D|H∗ = ∆D|(H∗)opp が成り立つ.

ここでは 余積, 余単位射 が代数射ということ, SD が対合射であることを確認する.

注意. 証明をするにあたって今まではテンソル空間の元 h ⊗ ξ ∈ H ⊗ H∗ を代数の元としてみなすときは

[h⊗ ξ] ∈ Dと書いていた. {ei}i∈I を H の基底, {ei}i∈I を H∗ の基底とする. 以降では [ei ⊗1] などの H の

元どうしの積, または [1 ⊗ ei] などの H∗ の元どうしの積を扱うので ei := [ei ⊗ 1], ei = [1 ⊗ ei] と略記する.

補題 5.3. {eα}α∈I を H の基底とする. eα と eβ の積が

eαeβ =
∑

γ

mγ
αβeγ (5.4)

で与えられ, eα の余積の像が
∆(eγ) =

∑
γ

µαβ
γ eα ⊗ eβ (5.5)

で与えられるとする. このとき, {eα} の双対基底 {eα} において

eαeβ =
∑

γ

µαβ
γ eγ ,　 (5.6)

∆(eα) =
∑
β,γ

mα
βγeβ ⊗ eγ (5.7)

が成り立つ.
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証明.

eαeβ =
∑

γ

Mαβ
γ eβ ⊗ eγ ,

∆(eα) =
∑

γ

∆α
βγeβ ⊗ eγ

とする.

Mαβ
γ = 〈eαeβ , γ〉

= 〈eα ⊗ eβ , ∆(γ)〉

=
∑
λ,ν

〈eα ⊗ eβ , µλν
γ eλ ⊗ eν〉

=
∑
λ,ν

µλ,ν
γ 〈eα, eλ〉〈eβ , eν〉 = µαβ

γ

これから (5.6) が示された. また

∆α
βγ = 〈∆eα, eβ ⊗ eγ〉

= 〈eα,m(eβ ⊗ eγ)〉

=
∑

δ

mδ
βγ〈eα, eδ〉

= mα
βγ .

以上から (5.7) が示された.

注意. mα
rst, µ

uvr
β を各々 〈eα, ereset〉, µuvr

β = 〈∆(2)(eβ), eu ⊗ ev ⊗ er〉 で定める. m, µ の添え字が増えたも

のも以下同様に定義される.

補題 5.4. 対合射の逆像が S−1(ek) =
∑

t σk
t et k ∈ I となっているとする. このとき,

mD(eαeβ) =
∑

r,s,t,u,v

mα
rstµ

uvr
β σt

ueves, (5.8)

∆(eαeβ) =
∑

r,s,u,v

µrs
α mβ

uvere
v ⊗ ese

u. (5.9)

証明. 式 (5.9) は ∆D の定義を書き換えたものに他ならない. 式 (5.8) の証明は次の通り.

mD(eαeβ)

=
∑

(eα)2,(eβ)2

〈(eα)(0), (eβ)(2)〉〈S−1((eα)(2)), (eβ)(0)〉[(eβ)(1) ⊗ (eα)(1)]

=
∑

r,s,t,u,v,w

mα
rstµ

uvw
β 〈er, ew〉〈S−1(et), eu〉eves

=
∑

r,s,t,u,v,w

mα
rstµ

uvw
β σt

k〈er, ew〉〈ek, eu〉eves

=
∑

r,s,t,u,v

mα
rstµ

uvr
β σt

ueves.
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(1) ∆D が代数射であること:
∆(eαeβ) = ∆(eα)∆(eβ) (5.10)

を確認すれば十分である. まず右辺を計算する.

∆(eα)∆(eβ) =

∑
ij

mα
ije

j ⊗ ei

(∑
p,q

µpq
β ep ⊗ eq

)

=
∑

i,j,p,q

mα
ijµ

pq
β ejep ⊗ eieq

となる. ここで

ejep =
∑

r,s,t,u,v

mj
rstµ

uvr
p σt

ueves,

eieq =
∑

a,b,c,x,y

mi
abcµ

xya
q σc

xeyeb

と展開して積の結合律, 余積の余結合律を用いることで

∆(eα)∆(eβ) =
∑

i, j, a, b, c, p, q,
r, s, t, u, v, x, y

mα
ijm

j
rstm

i
abcµ

pq
β µuvr

p µxya
q σt

uσc
xeves ⊗ eyeb

=
∑

a, b, c,
r, s, t, u, v, x, y

mα
abcrstµ

uvrxya
β σt

uσc
xeves ⊗ eyeb

=
∑

a, b, s, t,
u, v, y

mα
abstσ

t
uµuvya

β eves ⊗ eyeb

とまとまる. 最後の等式は以下で述べる補題を用いる.

補題 5.5. εk := εH(ek) ∈ k, 1 =
∑

l E
lel (El ∈ k, l ∈ I) とすれば∑

i,j,t

µij
k σt

jm
l
ti = εkEl, (5.11)

∑
l

Elmα
lij = mα

ij ,
∑

k

µijk
α εk = µij

α (i, j, α ∈ I). (5.12)

証明.
∑

i,j,t µij
k σt

jm
l
ti = εkEl について:

m ◦ (S−1 ⊗ 1) ◦ ∆opp(ek) =m

∑
i,j

µij
k S−1(ej) ⊗ ei


=

∑
i,j,t,l

µij
k σt

jm
l
tiel.

一方で,
u ◦ ε(ek) = εku(1) = εk

∑
l

Elel

だから ∑
i,j

µij
k σt

jm
l
ti = εkEl.
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∑
l E

lmα
lij = mα

ij について:　

1Heiej =

(∑
l

Elel

)(∑
q

mq
ijeq

)
=

∑
l,q,α

Elmq
ijm

α
lqeα =

∑
l,α

Elmα
lijeα

と
eiej =

∑
α

mα
ijeα

によって両辺を比べることで示したい式が得られる.∑
k µijk

α εk = µij
α (i, j, α ∈ I) について:

　余単位律から得られる等式

∆(ek) =
∑
jk

µαej ⊗ ek,

∆(ek) = (ε ⊗ 1 ⊗ 1) ◦ ∆(2)(eα) =
∑
i,j,k

ε(ei)µijk
α ej ⊗ ek

から ∑
i

εiµ
ijk
α = µjk

α

を得る.

さて, 上記の補題 5.5 によって ∑
a, b, c, p, q,
r, s, t, x, y

mα
abcrstµ

uvrxya
β σc

x　

=
∑

a, b, c, i, j, k, l,
p, q, r, s, t, x, y

µiya
β µuvj

i µrx
j σc

xmk
crm

l
kstm

α
abl

=
∑

a, b, i, j, k, l,
p, q, s, t, y

µiya
β µuvj

i εjE
kml

kstm
α
abl

=
∑

a, b, i, k, l,
p, q, s, t, y

µiya
β µuv

i ml
stm

α
abl

=
∑

a, b, s, t,
u, v, y

µuvya
β mα

abst

を示すことができたので,
∆(eα)∆(eβ) =

∑
mα

abstσ
t
uµuvya

β ev ⊗ es ⊗ eyeb (5.13)

がわかった. 一方で ∆(eαeβ) を計算すると∑
j

mα
ijkmj

zw =
∑
j,r

, mα
irm

r
jkmj

zw =
∑

r

mα
irm

r
zwk = mα

izwk,

∑
q

µpqi
β µxy

q =
∑
q,s

µps
β µqi

s µxy
q =

∑
s

µps
β µxyi

s = µpxyi
β
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などから

∆(eαeβ) =
∑

i, j, k, p, q,
x, y, z, w

mα
i,j,kµpqi

β σk
pµxy

q mj
zwexew ⊗ eyez

=
∑

i, k, p, q, r,
x, y, z, w

mα
izwkσk

pµpxyi
β ere

w ⊗ eyez

=
∑

a, b, s, t,
u, v, y

mα
abstσ

t
uµuvya

β eves ⊗ eyeb

となる. 最後の等式は

z 7→ b, i 7→ a, x 7→ v, k 7→ t, w 7→ s, p 7→ u,

と和の走るパラメータを変更する. 以上から

∆(eαeβ) = ∆(eα)∆(eβ)

が従う.

(2) εD([h ⊗ ξ]) = εH(h)εH∗(ξ) が代数射を与えることについて:

εD(eαeβ) = εD(eα)εD(eβ) α, β ∈ I

を確認すればよい.

証明. 実際,

ε(ev) = εv, ε(es) = Es,

mα
rstE

s =
∑

a

ma
rsE

smα
at =

∑
a

δramα
at = mα

rt,

µuvr
β εv =

∑
b

µuv
b εvµbr

β = µur
β

に注意すれば

εD

( ∑
r,s,t,u,v

mα
rstµ

uvr
β σt

yeves

)
=

∑
r,s,t,u,v

mα
rstµ

uvr
β σt

yεvEs

=
∑

r,s,t,u,v

mα
rtµ

ur
β σt

u (5.14)

=Eαεβ = εD(eα)εD(eβ).

最後から 2 番目の式 (5.14) は∑
α

mα
rtσ

t
uµur

β eα = m ◦ (S−1 ⊗ id)(eβ) = (u ◦ ε)(eβ) = εβ

∑
α

Eαeα

から従う.

(3) SD が対合射であることについて:

m ◦ (id ⊗ S) ◦ ∆([h ⊗ ξ]) = u ◦ ε([h ⊗ ξ]) = m ◦ (S ⊗ id) ◦ ∆([h ⊗ ξ])

45



を示せばよい.実際,

m ◦ (id ⊗ S) ◦ ∆([h ⊗ ξ])

=m

 ∑
(h)1,(ξ)1

[h(0) ⊗ ξ(1)] ⊗ S([h(1) ⊗ ξ(0)])


=

∑
(h)1

[h(0) ⊗ 1]

∑
(ξ)1

[1 ⊗ ξ(1)S
−1(ξ(0))]

 [S(h(1)) ⊗ 1]

=ε(ξ)
∑
(h)1

[h(0)S(h(1) ⊗ 1] = u ◦ ε([h ⊗ ξ]).

ただし, ∑
(ξ)1

[1 ⊗ ξ(1)S
−1(ξ(0))] = [1 ⊗ u ◦ ε(ξ)] = ε(ξ)[1 ⊗ 1],

∑
(h)1

[h(0)S(h(1)) ⊗ 1] = [u ◦ ε(h) ⊗ 1] = ε(h)[1 ⊗ 1]

を用いた.
m ◦ (S ⊗ id) ◦ ∆([h ⊗ ξ]) = u ◦ ε([h ⊗ ξ])

についても同様である.

5.5 有限次元ホップ代数の普遍 R 行列

定義 5.6. H を有限次元ホップ代数とする. H の基底 {ei}i∈I を固定する. それに対する H∗ の双対基底を

{ei} と置くことにする. このとき H ⊗ H∗ の標準元 (canonical element) を D ⊗ D に埋め込んで得られる

元を
R =

∑
i

[ei ⊗ 1] ⊗ [1 ⊗ ei]

とおく.

命題 5.7. (D,R) は準三角ホップ代数である. すなわち, R は可逆で次を満たす.

τ ◦ ∆D(d)R = R∆D(d), d ∈ D

(∆D ⊗ 1)(R) = R13R23,

(1 ⊗ ∆D)(R) = R13R12.

注意. τ : x ⊗ y 7→ y ⊗ x.ここでは, ei := [ei ⊗ 1], ei = [1 ⊗ ei] と略記する.
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証明. τ∆D(d) = R∆D(d) について d = eαeβ の場合にいえばよい.

R∆(eαeβ) =R∆(eα)∆(eβ)

=

(∑
k

ek ⊗ ek

)(∑
pq

µpq
α ep ⊗ eq

) ∑
i,j

mβ
ije

j ⊗ ei


=

∑
i,j,k,p,q

mβ
ijµ

pq
α ekepe

j ⊗ ekeqe
i

=
∑

i,j,k,p,q,r,s,t,u,v

mβ
ijm

l
kpm

k
rstσ

t
uµpq

α µuvr
q µsi

wele
j ⊗ evew

=
∑

mβ
ijm

l
rstpσ

t
uµpuvr

α µsi
wele

j ⊗ evew

=
∑

mβ
ijm

l
rsama

tpσ
t
uµpu

b µbvr
α µsi

wele
j ⊗ evew

=
∑

mβ
ijm

l
rsaEaεbµ

bvr
α µsi

wele
j ⊗ evew

=
∑

mβ
ijm

l
rsµ

vr
α µsi

wele
j ⊗ evew

.

一方で, ∆′ = τ ◦ ∆ と置いたとき

∆′(eαeβ)R =∆′(eα)∆′(eβ)R

=

(∑
pq

µpq
α eq ⊗ ep

)(∑
r,s

mβ
rse

r ⊗ es

)(∑
t

et ⊗ et

)
=

∑
p,q,r,s,t

µpq
α mβ

rseqe
ret ⊗ epe

set

となるが,

eset =
∑
w

µst
w ew,

eret =
∑

i,j,k,u,v

mr
ijkµuvi

t σt
uevej ,

eqev =
∑

l

ml
qvel

に注意すれば

∆′(eαeβ) =
∑

p,q,r,s,t

µpq
α mβ

rseqe
ret ⊗ epe

set

=
∑

i,j,k,p,q,r,s,t,u,v

µpq
α µuvi

t µst
w σk

umβ
rsm

r
ijkml

qvele
j ⊗ epe

w

=
∑

i,j,k,p,q,r,s,t,u,v

µpq
α µsuvi

w σk
umβ

ijksm
l
qvele

j ⊗ epe
w

=
∑

i,j,k,p,q,s,t,u,v

µpq
α µvi

w mβ
ijm

l
qvele

j ⊗ epe
w

=
∑

i,j,p,q,t,v

mβ
ijm

l
qvµpq

α µvi
w ele

j ⊗ epe
w

=
∑

i,j,p,q,t,v

mβ
ijm

l
rsµ

pr
α µsi

wele
s ⊗ epe

w.

47



最後の式は v ↔ s, q ↔ r と和のパラメータを入れかえた. さらに p ↔ v とすれば R∆(eαeβ) と一致する.

(∆ ⊗ id)(R) = R13R23 について:

(∆ ⊗ id)(R) =
∑

i

∆(ei) ⊗ ei

=
∑

i

∑
j,k

µjk
i ej ⊗ ek ⊗ ei

=
∑
j,k

(ej ⊗ ek) ⊗

(∑
i

µjk
i ei

)
=

∑
j,k

(ej ⊗ ek) ⊗ ejek

=
∑

j

(ej ⊗ 1 ⊗ ej)

(∑
k

1 ⊗ ek ⊗ ek

)
= R13R23.

(1 ⊗ ∆D)(R) = R13R12 も同様に示すことができる.

R が可逆であることについて:　

次を示せばよい:
(S ⊗ id)(R) = (id ⊗ S−1

D )(R) = R−1

(id ⊗ S−1
D )(R)R =

(∑
i

ei ⊗ S−1
D (ei)

) ∑
j

ej ⊗ ej


=

∑
j

ej ⊗ ej

∑
i,j

eiej ⊗ SH∗(ei)ej

=
∑

k

ek ⊗
∑
i,j

mk
ijSH∗(ei)ej .

ここで,

∑
i,j

mk
ijSH∗(ei)ej =SH∗

∑
i,j

mk
ijS

−1(ej)ei


=SH∗

(
mH ◦ (S−1

H∗ ⊗ id) ◦ ∆opp(ek)
)

=SH∗
(
ε(ek)1H∗

)
= 〈ek, 1H〉1H

に注意すれば,

(id ⊗ S−1
D )(R)R =

∑
k

ek ⊗ 〈ek, 1H〉1H

=
∑

k

〈ek, 1H〉ek ⊗ 1H∗ = 1H ⊗ 1H∗ .

同様に R
(
id ⊗ S−1

D

)
(R) = 1H ⊗ 1H∗ も示すことができる.
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5.6 普遍 R 行列の構成 (Uq(sl2) の場合)

有限次元ホップ代数 H とその双対 H∗ のテンソル積 D = H ⊗ H∗ は準三角ホップ代数になることを示し

た. R 行列を得るためこの方法を D が U = Uq(sl2) のときに適用したい. ここでは Uq(sl2) は

生成元 : X+, X−, H.

関係式 : [H,X+] = 2X+, [H,X−] = −2X−, [X+, X−] =
K − K−1

q − q−1

で定まる代数 k(q) 上の代数とする. ただし, K = qH とし, q = exp(~) とする. 定義 2.17 との違いは生成元

を K でとるか K = qH なる H で取るかの違いだけである. H の余積, 余単位射, 対合射の像は各々次で定

める:
∆(H) = H ⊗ 1 + 1 ⊗ H, ε(H) = 0, S(H) = −H.

定義 5.8. U+ を K と X+ で生成される U = Uq(sl2) の部分代数, U+ を K と X− で生成される

U = Uq(sl2) の部分代数とおく. ここではこれらを k(q) 上の代数と考えている. さらに D = U+ ⊗ U− と

おく.

有限次元ホップ代数の議論と対応させると H と U+ が, H∗ と U− が対応する. H と H∗ には自然なペア

リングがあったが, U+ と U− の間にもペアリング (双線形写像)を作ることができる.

命題 5.9. 次の条件を満たす k(q) 上の双線形写像 〈·, ·〉 : U+ × U− → k(q) が一意に存在する:

〈x, y0y1〉 = 〈∆(x), y0 ⊗ y1〉, x ∈ U+, y0, y1 ∈ U−　 (5.15)

〈zw, y〉 = 〈w ⊗ z, ∆(y)〉, z, w ∈ U+, y ∈ U− (5.16)

〈Km,Kn〉 = q−2mn m,n ∈ {±1}, (5.17)

〈K±, X−〉 = 0, 〈X+, K±〉 = 0, (5.18)

〈X+, X−〉 = − 1
q − q−1

. (5.19)

ただし, (5.15), (5.16) の右辺は 〈a ⊗ b, a′ ⊗ b′〉 = 〈a, a′〉〈b, b′〉 で定まるものとする.

一意性は U の生成元に対する像が上の条件で定まっていることから明らか. 以下, 存在を示すためにいくつ

か準備をする. φ+, φ−, η ∈ (U+)∗ を次で定める. U+ は (X+)nKm の形の元の線形和で与えられることに注

意する.

φ+((X+)nKm) = q−2mδn,0, (5.20)

φ−((X+)nKm) = q2mδn,0, (5.21)

η((X+)nKm) = δ1,n (5.22)

とおく. 一般の元についてはこれを線形に拡張する.

補題 5.10. Φ : U− → (U+)∗ を

K+ 7→ φ+,

K− 7→ φ−,

X− 7→ − 1
q − q−1

η
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で定めると Φ は k(q) 上の代数準同型. ただし, (U+)∗ の代数構造は U+ を余代数とみたとき Hom(U+, k)

に定まる代数構造とする.

証明. Φ が well-defined であること, すなわち, 関係式

KK−1 = K−1K = 1, KX−K−1 = q−2X−

を保つことを確認すればよい. このことは次を示せばい:

φ+ ∗ φ−1 = ε, φ+ ∗
(
− 1

q − q−1

)
η = −q−2 1

q − q−1
η ∗ φ+.

φ+ ∗ φ−1 = ε について:

実際,

∆((X+)nKm) =
n∑

µ=0

[
n
µ

]
q

qµ(n−µ)(X+)µKn−µ+m ⊗ (X+)nKm

が成り立つこととで

φ+ ∗ φ−((X+)nkm) =〈φ+ ⊗ φ−, ∆((X+)nKm)〉

=
n∑

µ=0

[
n
µ

]
q

qµ(n−µ)φ+((X+)µKn−µ+m) ⊗ φ−(X+)nKm)

=
n∑

µ=0

[
n
µ

]
q

qµ(n−µ)q−2(n−µ+m)δµ0 ⊗ q2mδnµ

=

{
0 (n 6= 0),
1 (n = 0)

=ε((X+)nKm).

φ− ∗ φ+ = ε についても同様.

φ+ ∗
(
− 1

q−q−1

)
η = −q−2 1

q−q−1 η ∗ φ+ について:

η((X+)n−µKm) = δ1,n−µ = δµ,n−1 だから

(φ+ ∗ η)((X+)nKm) =

{
0 (n 6= 1),
q−2(1+m) (n = 1).

一方で, η((X+)µKn−µ+m) = δ1,µ, φ+((X+)n−µKm) = δnµq−2m に注意すれば.

(η ∗ φ+)((X+)nKm) =

{
0 (n 6= 1),
q−2m (n = 1).

補題 5.11 (〈·, ·〉 : U+ × U− → k(q) の存在). x ∈ U+, y ∈ U− に対して, 〈x, y〉 = Φ(y)(x) で定まる双線形

写像は命題 5.9 の関係式 (5.15), (5.16), (5.17), (5.18), (5.19) をみたす.
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証明. 生成元の像の計算 (5.17), (5.18) (5.19)は次の通り:

〈X+, X−〉 = Φ(X−)(X+) = − η(X+)
q − q−1

= − 1
q − q−1

,

〈X+,K±〉 = Φ(X−)(K±) = φ±(X+) = 0,

〈K±, X−〉 = Φ(X−)(K±) = − η(K±

q − q−1
= 0,

〈Km, Kn〉 = Φ(Kn)(Km) = q−2mn.

(5.15)について:

〈x, y0y1〉 = Φ(y0y1)(x)

=(Φ(y0) ⊗ Φ(y1))(∆(x))

=
∑
(x)1

Φ(y0)(x(0))Φ(y1)(x(1))

=
∑
(x)1

〈x(0), y0〉〈x(1), y1〉

=
∑
(x)1

〈x(0) ⊗ x(1), y0 ⊗ y1〉 = 〈∆(x), y0 ⊗ y1〉.

(5.16)について:

y ∈ U− を生成元の積 y = y1y2 . . . yp で書いたときの長さ p の帰納法で示す.

z = (X+)nKm, w = (X+)n′
Km′

とする. まず y = K の場合

〈zw, y〉 =〈en+n′
q2mm′

km+m′
, k〉

=q2mn′
φ+((X+)n+n′

Km+m′
)

=q2mn′
δn+n′,0q

−2(m+m′)

となる. 一方で,

〈w ⊗ z, ∆(y)〉 =φ+(w)φ+(z)

=δn′,0q
−2m′

δn,0q
−2m

=δn+n′,0q
−2(m+m′).

したがって y = K の場合は正しい. 次に y = X− の場合

〈(X+)nKm(X+)n′
Km′

, X−〉 =〈q2mn′
(X+)n+n′

Km+m′
, X−〉

= − 1
q − q−1

q2mn′
δn+n′,1

となる. 一方で

〈(X+)n′
Km′

⊗ (X+)nKm,∆(X−)〉

=〈(X+)n′
Km′

, X−〉〈(X+)nKm,K−1〉 + 〈(X+)n′
Km′

, 1〉〈(X+)nKm, X−〉

= − 1
q − q−1

δn,0δn′,1 −
1

q − q−1
δn′,0δn,1
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となるが, (n, n′) = (0, 1), (1, 0) とそうでない時で場合分けをすることで y = X− のときも正しいことがわか

る. 以上で p = 1 で正しいことが分かった. p − 1 で正しいとし p の場合を示す. y = y′y′′ とする. ここで y′

は長さが 1, y′′ は長さが p − 1 の元とする.

〈w ⊗ z, ∆(y)〉 =〈w ⊗ z, ∆(y′)∆(y′′)〉

=〈w ⊗ z,
∑

(y)′1,(y)′′1

y′
(0)y

′′
(0) ⊗ y′

(1)y
′′
(1)〉

=
∑

〈∆(w), y′
(0) ⊗ y′′

(0)〉〈∆(z), y′
(1)y

′′
(1)〉

=
∑

〈w(0), y
′
(0)〉〈w(1), y

′′
(0)〉〈z(0), y

′
(1)〉〈z(1), y

′′
(1)〉

となる. 一方,

〈zw, y〉 =〈∆(zw), y′ ⊗ y′′〉

=
∑

〈z(0)w(0), y
′〉〈z(1)w(1), y

′′〉

=
∑

〈z(0), y
′
(0)〉〈z(0), y

′
(1)〉〈w(1), y

′′
(0)〉〈z(1), y

′′
(1)〉

以上で 〈·, ·〉 が満たす条件を確認できた.

有限次元ベクトル空間 H の基底 {ei} を与えると, 〈ei, e
j〉 = δij を満たすように H∗ の基底 {ei} を与える

ことができた. 同様に U+ の基底 {xi} と U− の基底 {xi} で 〈xi, x
i〉 を満たすようなものを構成する.

命題 5.12. 命題 5.9 で与えた双線形写像 〈·, ·〉 : U+ × U− → k(q) は次を満たす.

〈(X+)nKm, (X−)n′
Km′

〉 = δn,n′q−2mm′
q−n(n−1)/2[n]q!〈X+, X−〉n. (m,m′ ∈ Z, n, n′ ∈ Z≥0) (5.23)

これを示すためにいくつか補題を用意する.

補題 5.13.
〈Km,Kn〉 = q−2mn (m,n ∈ Z). (5.24)

証明.

〈Km,Kn〉 =〈Km,KKn−1〉
=〈∆(K)m,K ⊗ Kn−1〉
=〈Km,K〉〈Km,Kn−1〉

であることに注意してm と n に関する帰納法で簡単に示すことができる.

補題 5.14. n 6= 0 ならば
〈(X+)nKm,Km′

〉 = 0 (n ∈ Z≥0,m,m′ ∈ Z). (5.25)

証明.

〈(X+)nKm,Km′
〉 =〈Km ⊗ (X+)n, ∆(Km′

)〉

=〈Km,Km′
〉〈(X+)n,Km′

〉.
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ここで n 6= 0 のとき

〈(X+)n,Km′
〉 =〈(X+)n−1X+,Km′

〉

=〈X+ ⊗ (X+)n−1, ∆(Km′
)〉

=〈X+,Km′
〉〈(X+)n−1,Km′

〉.

m′ についての帰納法で
〈X+,Km〉 = 0

が示せるため

〈X+,Km′
〉 = 0

となる.

補題 5.15.
〈(X+)nKm, (X−)n′

〉 = 〈(X+)n, (X−)n′
〉 (n, n′ ∈ Z≥0, m ∈ Z). (5.26)

証明.

〈(X+)nKm, (X−)n′
〉

=〈Km ⊗ (X+)n, ∆(X−)n′
〉

=
n′∑

ν=0

〈Km ⊗ (X+)n,

[
n′

ν

]
q

qν(n′−ν)(1 ⊗ (X−)ν)((X−)n′−ν ⊗ K−(n′−ν))〉

=
n′∑

ν=0

[
n′

ν

]
q

qν(n′−ν)〈Km, (X−)n′−ν〉〈(X+)m, (X−)νK−(n′−ν)〉.

=〈(X+)n, (X−)n′
〉.

ただし, n′ 6= 0 のとき 〈Km, (X−)n′〉 = 0 に注意した. 証明は前補題と同様な計算を行えばよい.

補題 5.16.
〈(X+)m, (X−)n〉 = δmn〈X+, X−〉n (m, n ≥ 0) (5.27)

証明.

〈(X+)m, (X−)n〉
=〈∆((X+)m), X− ⊗ (X−)n−1〉

=
m∑

µ=0

[
m
µ

]
q

〈(X+)µKm−µ, X−〉〈(X+)m−µ, (X−)n−1〉.

ここで µ ≥ 2 のときと µ = 0 の項は 0 になる. 実際, µ ≥ 2 の場合

〈(X+)µKm−µ, X−〉
=〈(X+)µ, X−〉
=〈X+ ⊗ eµ−1, X− ⊗ K−1 + 1 ⊗ X−〉
=〈X+, X−〉〈(X+)µ−1,K−1〉 + 〈X+, 1〉〈(X+)µ−1, X−〉 = 0.
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最後の等式は 〈(X+)m, X−〉 = 0 に注意した. これは簡単な帰納法で示すことができる. したがって

〈(X+)m, (X−)n〉 = [m]qqm−1〈X+, X−〉〈(X+)m−1, (X−)n−1〉.

ところで, m > n のとき

〈(X+)m, (X−)n〉 =

n︷ ︸︸ ︷
〈X+, X−〉 · · · 〈X+, X−〉〈(X+)m−n, 1〉 = 0.

また m < n のとき

〈(X+)m, (X−)n〉 =

m︷ ︸︸ ︷
〈X+, X−〉 · · · 〈X+, X−〉〈1, (X−)n−m〉 = 0.

以上の計算から
〈(X+)m, (X−)n〉 = δmn[n]!qn(n−1)/2〈X+, X−〉n

がわかった.

準備が整ったので
〈(X+)nKm, (X+)n′

Km′
〉 m, m′ ∈ Z, n, n′ ∈ Z≥0

を計算すると

〈(X+)nKm, (X+)n′
Km′

〉

=〈∆((X+)nKm), (X−)n′
⊗ Km′

〉

=
n∑
ν

[
n
ν

]
q

qν(n−ν)〈(X+)νKn−ν+m, (X−)n′
〉〈en−νKm,Km′

〉

=〈(X+)n, (X−)n′
〉〈Km,Km′

〉 (補題 5.14, 補題 5.15)

=q−2mm′
〈(X+)n, (X−)n′

〉

=δm,nq−2mm′
qn(n−1)/2〈X+, X−〉n[n]q! (補題 5.16)

以上から

〈(X+)nKm, (X−)n′
Km′

〉 = δn,n′q−2mm′
q−n(n−1)/2[n]q!〈X+, X−〉n. (m,m′ ∈ Z, n, n′ ∈ Z≥0) (5.28)

が示された.

注意. H を含むペアリングの値は次で定義される.

〈H,H〉 = −2~−1, 〈H,X−〉 = 〈X+,H〉 = 0, 〈1, 1〉 = 1.

K = qH に注意すると 〈Km,Kn〉 = q−2mn を得る. また

〈(X+)nH l, (X−)n′
H l′〉 = 〈(X+)n, (X−)n′

〉〈H l,H l′〉,
〈Hm,Hn〉 = δm,nn!〈H,H〉n.
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以上の考察のもとで U+ の基底を
Xm,n = (X+)mHn, (5.29)

U− の基底を
Xm,n = Cm,n(X−)mHn (5.30)

にとる. そして
C−1

m,n = qm(m−1)/2[m]!(−(q − q−1))−mn!(−2~−1)n. (5.31)

このとき 〈Xmn, Xm′n′〉 = δ(m,n),(m′,n′) がなりたつ. そして

R =
∑
m,n

Xm,n ⊗ Xm,n

=

(∑
m

q−m(m−1)/2

[m]!
(−(q − q−1)X+ ⊗ X−)m

)(∑
n

1
n!

(
−~

2
H ⊗ H

)n
)

=expq(−(q − q−1)X+ ⊗ X−)q−H⊗H/2. (5.32)

となる (式 (4.10) を参照せよ). これは U+ ⊗ U− の無限和を許した完備化に属している.

命題 5.17. (Uq(sl2),R) は準三角ホップ代数である. すなわち, R は可逆で次を満たす.

τ∆(x)R = R∆(x) x ∈ Uq(sl2), (5.33)

(∆ ⊗ 1)(R) = R13R23, (5.34)

(1 ⊗ ∆)(R) = R13R12. (5.35)

証明. τ∆(x) = R∆(x) については x = X+, X−,K の場合にのみ示せば十分. (∆ ⊗ 1)(R) = R13R23 につ

いては x1 = −(q − q−1)X+ ⊗ 1 ⊗ X−, x2 = −(q − q−1)K ⊗ X+ ⊗ X− とおいたとき x2x1 = q2x1x2 が成

り立つことに注意しよう. q-指数関数の性質から

expq(x1 + x2) = expq(x1) expq(x2)

がなりたつ. よって

(∆ ⊗ 1)R

= expq(−(q − q−1)∆(X+) ⊗ X−)q−∆(H)⊗H/2

=expq(x1 + x2)q−H⊗1⊗H/2q−1⊗H⊗H/2

=expq(x1) expq(x2)q−H⊗1⊗H/2q−1⊗H⊗H/2

=expq(x1)q−H⊗1⊗H/2 expq(1 ⊗ X+ ⊗ X−)q−1⊗H⊗H/2

=R13R23.

同様に (1 ⊗ ∆)(R) = R13R12 も示せる.
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6 普遍 R 行列の積公式

g を A, D, E 型の C 上の単純リー代数とする. 一般の量子展開環 Uq(g) についても Uq(sl2) と同様に R

行列が構成できることを示そう ([CP] Chapter 8).

6.1 記号の準備

g を A, D, E 型の有限次元リー代数, (aij)n
i,j=1 を g に付随する対称なカルタン行列とする. Uq = Uq(g) を

生成元 : X+
i , X−

i ,Hi 1 ≤ i ≤ n.

関係式 : [Hi, Xj ] = ±aijX
±
j ,

[Hi,Hj ] = 0 ,

[X+
i , X−

j ] = δij
Ki − K−1

i

q − q−1

1−aij∑
k=0

(−1)k

[
1 − aij

k

]
q

(X±
i )1−aij−kX±

j (X±
i )k = 0 (i, j = 1, 2, . . . , n)

で定まる C[[h]] 上の代数とする. ただし, Ki = qHi , q = exp(~) とする.

Uq(g) は次で定まる余積 ∆ : Uq → Uq ⊗ Uq をもつ:

∆(Hi) = Hi ⊗ 1 + 1 ⊗ Hi,

∆(X+
i ) = X+

i ⊗ e~Hi + 1 ⊗ X+
i ,

∆(X−
i ) = e−~Hi ⊗ X−

i + X−
i ⊗ 1 (i = 1, . . . , n).

6.2 組みひも群

定義 6.1. i = 1, 2, . . . , n に対して Ti ∈ Aut(Uq(g) を次で定める:

Ti(X+
i ) = −X−

i Ki, (6.1)

Ti(X−
i ) = −K−1

i X+
i , (6.2)

Ti(Hj) = H − aijHi, (6.3)

Ti(X+
j ) =

1−aij∑
r=0

(−1)r−aij q−r(X+
i )(−aij−r)Xj(Xi)(r), (6.4)

Ti(X−
j ) =

1−aij∑
r=0

(−1)r−aij qr(X+
i )(r)Xj(Xi)(−aij−r). (6.5)

ただし
(X+

i )(r) = (X+
i )r/[r]q! (6.6)

と置いてある.

W を g のワイル群, si を単純ルート αi に対応する鏡映とする. sMax を W の中での最長元としそれの最

短表示を一つ固定する.
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例. g = sl3(C) の場合. W = 〈s1, s2〉, sMax = s1s2s1 ととれる.

定義 6.2. sMax の最短表示 sMax = si1si2 . . . siN
を一つ固定する. このとき N は g の正ルートの数に等し

いことに注意する. ルートベクトルを次で定義する.

X+
βr

= Ti1Ti2 . . . Tir−1(X
+
ir

), (6.7)

X−
βr

= Ti1Ti2 . . . Tir−1(X
−
ir

), (6.8)

Hβr = Ti1Ti2 . . . Tir−1(Hir ). (6.9)

これらは Ad(qHj ) (j = 1, . . . , n) の同時固有ベクトルであり, その意味で g のルートベクトルの類似である.

このとき ~s = (s1, . . . , sN ),~t = (s1, . . . , sn) (si ∈ Z≥0, ti ∈ Z≥0) に対して,

(X+)~s = (X+
βN

)sN . . . (X+
β1

)s1 , (6.10)

(X−)~s = (X−
βN

)sN . . . (X−
β1

)s1 , (6.11)

H
~t = Ht1

1 Ht2
2 . . .Htn

n (6.12)

と置いて Uq(g) の元を定める.

例 6.3. g = sl3 の場合. sMax = s1s2s1 とすれば

X+
β1
＝ X+

1 , X+
β2

= T1(X+
2 ) = −X+

1 X+
2 + q−1X+

2 X+
1 , Xβ3 = X+

2 .

このようにルートベクトルを作るとルートベクトルの余積の計算がしやすくなる. それを見るために一度,

g = sl2 の話に戻る.

6.3 g = sl2 の場合

m ≥ 0 とする. Vm =
⊕m

s=0 Cv
(m)
s を Uq = Uq(sl2) の m + 1 次元既約表現空間とする ([神保-1] § 3). 加

群としてみたとき, Uq の Vm への作用は次の通りである.

H · v(m)
s = (m − 2s)v(m)

s , (6.13)

X+ · v(m)
s = [m − s + 1]qv

(m)
s−1, (6.14)

X− · v(m)
s = [s + 1]qv

(m)
s+1. (6.15)

ここで, 一般の元 x ∈ Uq に対して

x · v(m)
s =

m∑
r=0

C(m)
rs (x)v(m)

r (∗)

となっているとする. C
(m)
rs ∈ U∗

q と思うことができる. 定義から r, s = 0, 1, . . . ,m に対して

〈X+, C(m)
rs 〉 = [m − s + 1]qδr,s−1, 〈X−, C(m)

rs 〉 = [s + 1]qδr,s+1, 〈H,C(m)
rs 〉 = (m − 2s)δr,s

が従う.

補題 6.4. 式 (∗) の C
(m)
rs ∈ U∗

q (n, s,m ∈ Z≥0) について,

∆(C(m)
rs ) =

m∑
t=0

C
(m)
rt ⊗ C

(m)
ts ∈ U∗

q ⊗ U∗
q .
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証明.
〈∆(C(m)

rs ), x ⊗ y〉 = 〈C(m)
rs , xy〉

であって ∑
r

C(m)
rs (xy)v(m)

r =(xy) · v(m)
s

=x(y · v(m)
s )

=x
∑

t

C
(m)
ts (y)v(m)

t

=
∑
t,r

C
(m)
ts (y)C(m)

rt (x)v(m)
r

に注意すると
∆(C(m)

rs ) =
∑

t

C
(m)
rt ⊗ C

(m)
ts

が従う.

C
(m)
rs は U∗

q をベクトル空間として生成すると考えられる ([CP]).

ここで w ∈ U∗∗
q を

w(C(m)
rs ) = δr+s,m(−1)rqr+ 1

4 m2
(6.16)

で定義する. w は C
(m)
rs の張る空間上で可逆である.

命題 6.5. (U∗
q )∗ で次の等式が成立する.

wX+w−1 = −qX−, (6.17)

wX−w−1 = −q−1X+, (6.18)

wHw−1 = −H. (6.19)

証明. U∗
q の元 C

(m)
rs とのペアリングを取ることで確かめる.

wX+w−1 = −qX− について:

〈wX+, C(m)
rs 〉

=〈w ⊗ X+, ∆(C(m)
rs )〉

=
∑

t

〈w,C
(m)
rt 〉〈X+, C

(m)
ts 〉

=
∑

t

δr+t,m(−1)rqr+ 1
4 m2

[m − s + 1]qδt,s−1

=δr+s,m+1(−1)rq
1
4 m2+r[m − s + 1]q.

一方で

−q〈X−1, C(m)
rs 〉 = − q

∑
t

〈X−, C(m)
rs 〉〈w,C

(m)
ts 〉

=
∑

t

[t + 1]δr,t+1δr+s,m(−1)rq
1
4 m2+t

=δr+s,m+1(−1)r[m − s + 1]qq
1
4 m2+r.
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以上から wX+w−1 = −qX− が分かった.

wHw−1 = H について:

〈wH,C(m)
rs 〉 =

∑
t

〈w,C
(m)
rt 〉〈H,C

(m)
ts 〉

=
∑

t

δr+t,m(−1)rq
1
4 m2+r(m − 2s).

一方で

〈Hw,C(m)
rs 〉 =

∑
t

〈H,C
(m)
rt 〉〈H,C

(m)
ts 〉

=
∑

t

δr,t(m − 2t)δt+s,m(−1)tq
1
4 m2+t

=δr+s,m(m − 2r)(−1)rq
1
4 m2+r

= − δr+s,m(m − 2s)(−1)rq
1
4 m2+r.

wHw−1 = H が証明された.

命題 6.6. w̃ = wq
H2
4 = q

H2
4 w とおく. このとき T ∈ Aut(Uq) に対して

T (a) = w̃aw̃−1 a ∈ Uq. (6.20)

証明. a = X+, X−,H の場合に確認すればよい.

a = H の場合は

w̃Hw̃−1 = q
H2
4 wHw−1q−

H2
4 = −H = T (H).

a = X+ の場合は

w̃Hw̃−1 =q
H2
4 wX+w−1q−

H2
4

= − qq
H2
4 X−q−

H2
4

= − qX−qH−1 = −X−K = T (X+).

命題 6.7. Uq ⊗ Uq の形式的な無限和で

R =
∞∑

n=0

qn(n+1)/2(1 − q2)n

[n]!
qH⊗H/2(X+)n ⊗ (X−)n

とおく. このとき
∆(w) = R−1(w ⊗ w) (6.21)

となる ([CP]).

∆(T (a)) =∆(w̃aw̃−1)

=R−1(w ⊗ w)∆(q
H2
4 )∆a∆(q−

H2
4 )(w ⊗ w)−1,

∆(q
H2
4 ) =(q

H2
4 ⊗ q

H2
4 )qH⊗H/2
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だから

∆(T (a)) = R−1qH⊗H/2(w̃ ⊗ w̃−1)∆(a)(w̃ ⊗ w̃−1)−1q−H⊗H/2R

= R̃−1(T ⊗ T )(∆(a))R̃.

ここで R̃ = q−H⊗H/2R とおいた.

注意. 一般の場合, g を複素数体上の有限次元単純リー代数とする. Ui を X+
i , X−

i Ki で生成される

Uq = Uq(g) の部分代数とする. Ui ' Uq(sl2) とによって各 Ui において定まる w, w̃ などを wi, w̃i = wiq
H2

i
4

とおく. このとき式 (6.20), (6.21) は次のように一般化できる.

Ti(a) = w̃iaw̃−1
i , (6.22)

∆(wi) = R̃−1
i (wi ⊗ wi) (6.23)

ただし

R̃i =
∞∑

n=0

(1 − q−2)n

[n]q!
qn(n+1)/2(X+

i )n ⊗ (X−
i )n (6.24)

とおいた.

6.4 ルートベクトルの余積の計算

以上の準備の下で定義 6.2 で定めた X+
βr
の余積 ∆(X+

βr
) の計算をする. r = 2 の場合 p, q ∈ Uq について

(w̃i1 ⊗ w̃i1)(p ⊗ q)(w̃−1
i1

⊗ w̃−1
i1

) =(w̃i1pw̃−1
i1

) ⊗ w̃i1qw̃
−1
i1

=Ti1(p) ⊗ Ti1(q)

に注意すると

∆(X+
β2

) = ∆(Ti1(X
+
i2

))

= ∆(w̃i1)∆(X+
i2

)∆(w̃−1
i1

)

= R̃−1
i1

(w̃i1 ⊗ w̃i1)(X
+
i2
⊗ Ki2 + 1 ⊗ X+

i2
)(w̃i1

−1 ⊗ w̃i1
−1)R̃i1

= R̃−1
i1

(Ti1(X
+
i2

) ⊗ Ti1(Ki2) + 1 ⊗ Ti1(X
+
i2

))R̃i1

= R̃−1
i1

(X+
β2

⊗ Kβ2 + 1 ⊗ X+
β2

)R̃i1 .

一般の場合は次で与えられる:

命題 6.8. r, k = 1, . . . , N に対して Uq⊗̂Uq の元を

R̃βk
= (Ti1 · · ·Tik−1)

⊗2(R̃k),

R̃<r = R̃βr−1 · · · R̃β1 .

とおく. このとき
∆(X+

βr
) = R̃<r(X+

βr
⊗ Kβr + 1 ⊗ Kβr )R̃<r

となる.
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証明. まず,

∆(X+
βr

) = ∆(Ti1 ◦ Ti2 ◦ · · · ◦ Tir−1(X
+
βr

))

= ∆(w̃i1)∆(w̃i2) · · ·∆(w̃ir−1)∆(X+
ir

)∆(w̃−1
ir−1

)∆(w̃−1
ir−2

) · · ·∆(w̃−1
i1

)

である.
∆(w̃ir−1)∆(X+

ir
)∆(w̃−1

ir−1
) = R̃−1

ir−1(Tir−1 ⊗ Tir−1)(X
+
ir

)R̃ir−1

に左から ∆(wir−2), 右から ∆(w−1
ir−2

) をかけると

∆(wir−2)∆(wir−1)∆(X+
ir

)∆(w−1
ir−1

)∆(w−1
ir−2

)

=R̃−1
ir−2

T⊗2
ir−2

(R̃−1
ir−1

)(Tir−2Tir−1)
⊗2∆(X+

ir
)T⊗2

ir−2
(R̃ir−1)R̃ir−2 .

以下順に

∆(wir−3)∆(wir−2)∆(wir−1)∆(X+
ir

)∆(w−1
ir−1

)∆(w−1
ir−2

)∆(w−1
ir−3

),

∆(wir−4)∆(wir−3)∆(wir−2)∆(wir−1)∆(X+
ir

)∆(w−1
ir−1

)∆(w−1
ir−2

)∆(w−1
ir−3

)∆(w−1
ir−4

),

...

を計算することで

∆(X+
βr

) = R̃−1
i1

T⊗2
i1

(R̃−1
i2

)(Ti1Ti2)
⊗2(R−1

i3
) · · · (Ti1 · · ·Tir−2)

⊗2(R̃−1
ir−1

)

× (Ti1 · · ·Tir−1)
⊗2(∆(X+

ir
)(Ti1 · · ·Tir−2)

⊗2(R̃ir−1) · · ·T⊗2
i1

(R̃i2)R̃i1

= R̃−1
β1

R̃−1
β2

· · · R̃−1
βr−1

(Ti1 · · ·Tir )
⊗2(∆(X+

ir
)R̃βr−1 · · · R̃β2R̃β1

= R̃<r(X+
βr

⊗ Kβr + 1 ⊗ Kβ)R̃<r

を得る.

6.5 Uq(g) の普遍 R 行列の構成 (g = sl2 のとき)

有限次元ホップ代数 H に対して D = D(H) = H ⊗ H∗ に代数構造を入れてその中での普遍 R 行列を与

えた. それを一般の C 上の有限次元単純リー代数でも考える. g = sl2 の場合で考える.

命題 6.9. U+
q を X+ と H で生成される Uq(sl2) の部分代数とする. U+

q の双対の元を ξ, η を次で定めるこ

とにする.
ξ(Hs(X+)t) = δs1δt,0~−1, η(Hs(X+)t) = δs0δt1~−1 (s, t ≥ 0) (6.25)

ここで ~ は q = exp(~) なる複素数である. このとき, ξ, η で U+
q の双対は生成され, 自然なペアリング 〈·, ·〉

のもとで次が成立する.

〈ξsηt, Hs′
(X+)t′〉 = 〈ξs, Hs′

〉〈ηt, (X+)t′〉 = δss′δtt′s!q−t(t−1)/2[t]q! (s, s′, t, t′ ≥ 0) (6.26)

この命題は後で一般の場合で示す.

命題 6.10. ξ と η の関係式および余積は次で与えられる.

[ξ, η] = −η, (6.27)

∆(ξ) = ξ ⊗ 1 + 1 ⊗ ξ, (6.28)

∆(η) = η ⊗ e−2~ξ + 1 ⊗ η. (6.29)
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証明. [ξ, η] = −η について:

まず 〈ξη,Hs(X+)t〉 = 〈η ⊗ ξ,∆(H)s∆(X+)t〉 6= 0 という s, t を探すと s, t ∈ {0, 1} となる. 実際, s ≥ 2 な

らば

∆(H)s =
∑

p+q=s

(
s

p

)
Hp ⊗ Hq.

p ≥ 1 のとき Hp ⊗ Hq の項は η の寄与によって 0 になる. 同様の議論を X+ にも行うことで t ≤ 1 を得る.

あとは 〈ηξ,Hs(X+)t〉 の値が非自明な場合に各々計算する.

• (s, t) = (0, 0) の場合.
〈ηξ,Hs(X+)t〉 = 0.

• (s, t) = (1, 0) の場合.

〈ηξ,Hs(X+)t〉 = 〈η ⊗ ξ,H ⊗ 1 + 1 ⊗ H〉 = 0.

• (s, t) = (0, 1) の場合.

〈ηξ,X+〉 = 〈η ⊗ ξ,X+ ⊗ K + 1 ⊗ X+〉 = 〈η ⊗ ξ,X+ ⊗ K〉 = ~−2.

• (s, t) = (1, 1) の場合.

〈ηξ,HX+〉 =〈η ⊗ ξ, (H ⊗ 1 + 1 ⊗ H)(X+ ⊗ K + 1 ⊗ X+)〉
=〈η,X+〉〈ξ,HK〉 = 〈η,X+〉〈ξ,H〉 = h−2

これから ηξ = ξη + η がわかり, [ξ, η] = −η がわかる.

D(U+
q ) の代数構造を確認する. x ∈ Uq と α ∈ U∗

q に対して

α · x =
∑

〈α(0), x(2)〉〈α(2), S
−1(x(0)〉x(1)α(1) (6.30)

で定まる.

命題 6.11. X+, ξ, η D(U+
q ) の関係式は次の通りである.

[X+, η] =
e~H − e−2~ξ

~
,

[X+, ξ] = −X+,

[H, η] = −2η, [H, ξ] = 0.

証明. [X+, η] = e~H−e−2~ξ

~ について:

(S−1 ⊗ id ⊗ id)(∆(2)(X+)

=(S−1 ⊗ id ⊗ id)(X+ ⊗ K ⊗ K + 1 ⊗ X+ ⊗ K + 1 ⊗ 1 ⊗ X+)

= − K−1X+ ⊗ K ⊗ K + 1 ⊗ X+ ⊗ K + 1 ⊗ 1 ⊗ X+.

一方で

∆(2)(η) = η ⊗ e−2~ξ ⊗ e−2~ξ + 1 ⊗ η ⊗ e−2~ξ + 1 ⊗ 1 ⊗ η.
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よって

ηX+ = 〈η,X+〉〈e−2~ξ, 1〉e−2~ξ + 〈1,K〉〈e−2~ξ, 1〉X+η − 〈1,K〉〈η,K−1X+〉K

= ~−1e−2~ξ + X+η − ~−1K.

ゆえに

[X+, η] =
K − e−2~ξ

~−1
.

[X+, ξ] = −X+ について:

(S−1 ⊗ id ⊗ id)∆(2)(X+) = −KX+ ⊗ K ⊗ K + 1 ⊗ X+ ⊗ K + 1 ⊗ 1 ⊗ X+

∆(ξ) = ξ ⊗ 1 ⊗ 1 + 1 ⊗ ξ ⊗ 1 + 1 ⊗ 1 ⊗ ξ

によって

ξX+ = 〈1, 1〉〈ξ,K〉X+ + 〈1, K〉〈1, 1〉X+ξ = X+ + X+ξ.

よって [X+, ξ] = −X+.

[H, η] = −2η について:

(S−1) ⊗ 1 ⊗ 1)∆(2)(H) = −H ⊗ 1 ⊗ 1 + 1 ⊗ H ⊗ 1 + 1 ⊗ 1 ⊗ H∆(2)(η)

= η ⊗ e−2~ξ ⊗ e−2~ξ + 1 ⊗ η ⊗ e−2~ξ + 1 ⊗ 1 ⊗ η

によって

ηH = −〈1, 1〉〈e−2~ξ,H〉η + 〈1, 1〉〈e−2~ξ, 1〉Hη = 2ηHη.

ゆえに [H, η] = −2η.

[H, ξ] = 0 について: (S−1 ⊗ id ⊗ id)(H), ∆(ξ) の計算によって

ξH = 〈ξ,H〉〈1, 1〉 + 〈1, 1〉〈1, 1〉Hξ − 〈1, 1〉〈ξ,H〉

命題 6.11から φ : D(U+
q ) → Uq を

X+ 7→ X+,

H 7→ H,

ξ 7→ 1
2
H,

η 7→ q − q−1

~
X−

で定めると, これは well-defined である. さて

〈ξη,Hs′
(X+)t′〉 = δss′δtt′s!q−t(t−1)/2[t]!
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であるから, 基底 {Hs(X+)t} に対応する双対基底を{
~s+tqt(t−1)

s![t]!
ξsηt

}
(6.31)

でとることによって D(U+
q ) における 普遍 R 行列は

∞∑
s,t

~s+t

s![t]!
qt(t−1)(Hs(X+)t ⊗ ξsηt)

となる. これを 上で定めた φ によってうつすことで Uq の普遍 R 行列を再び得ることができる ((5.32)を参

照せよ).

(φ ⊗ φ)(R) =

(∑
s

~s

s!
1
2s

(Hs ⊗ Hs)

)(∑
t

q(t(t−1)/2

[t]!
(q − q−1)t(X+)t ⊗ (X−)t

)
. (6.32)

6.6 Uq(g) の普遍 R 行列の構成 (一般の場合)

　

g = sl2 で行った議論を一般化する.

命題 6.12. 次をみたす自然なペアリング 〈·, ·〉 : (U+
q )∗ ⊗ U+

q → C が存在し次が成り立つ (命題 6.9 を参照).

〈ξ~sη
~t,H

~s′
(X+)~t′〉 = 〈ξs1

1 . . . ξsn
n ηtN

βN
. . . ηt1

β1
,H

s′
1

1 . . .H
s′

n
n (X+

βN
)t′N . . . (X+

β1
)t′1〉

= δ~s~s′δ~t~t′~
−|s|−|t|s1! . . . sn!

N∏
r=1

qq−tr(tr−1)[tr]q!.

これを示すためにいくつか補題を用意する.

補題 6.13.

〈ξ~s,H
~s′
(X+)~t′〉 = δ~t′,0〈ξ

~s,H
~s′〉, (6.33)

〈η~t,H
~s′
(X+)~t′〉 = δ~s′,0〈η

~t, (X+)~t′〉 (~s, ~s′ ∈ (Z≥0)n,~t, ~t′ ∈ (Z≥0)N ). (6.34)

この補題とルートベクトルの余積の計算

∆(Xβr ) = R̃−1
<r(X

+
βr

⊗ edir Hir ~ + 1 ⊗ Xβr )R̃<r

によって

〈ξ~sη
~t,H

~s′
(X+)~t′〉 = 〈ξ~s ⊗ η

~t, ∆(H ~s′
)∆((X+)~t′)〉 =〈ξ~s ⊗ η

~t, H
~s′ ⊗ (X+)~t′〉 = 〈ξ~s,H

~s′〉〈η~t, (X+)~t′〉.

さらに計算を続けるためには次を計算すればよい.

補題 6.14. ~s, ~s′ ∈ (Z≥0)n,~t, ~t′ ∈ (Z≥0)N に対して

〈ξ~s,H
~s′〉 = δ~s,~s′s1! · · · sn!~−|~s|, (6.35)

〈η~t, (X+)~t′〉 = δ~t,~t′

N∏
r=1

q−(tr(tr−1)[tr]! (6.36)

ここで, |~s| = s1 + · · · + sn とおいた.
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ゆえに命題の証明は上で述べた補題 6.13, 6.14を示すことに帰着される.

証明. 　 〈ξ~s,H
~s′(X+)~r′)〉 の計算:

まず
〈ξ~s,H

~s′
(X+)~r′

)〉 = 〈ξs1
1 ⊗ · · · ξsn

n , ∆(n−1)(H ~s′
(X+)~t′)〉

に注意する.
∆(n−1)(X+

βr
) =

∑
a(0) ⊗ · · · ⊗ a(n)

としたときに a(0), a(1), . . . , a(n) のどれかには X+
βr
を含む因子が存在する. 〈ξi, X

+
βj
〉 = 0 i = 1, . . . , n, j =

1, . . . N だから ~r′ 6= 0 ならば 〈ξ~s,H
~s′(X+)~r′〉 = 0 でないといけない.

〈ξ~s,H
~s′〉 の計算:

まず
〈ξ~s,H

~s′〉 = 〈ξs1
1 ⊗ · · · ⊗ ξsn , ∆(n−1)(H ~s′

)〉

に注意する. さらに一般に

∆(m)(Hi) = Hi ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1 + 1 ⊗ Hi ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1 + · · · 1 ⊗ · · · 1 ⊗ Hi

であることと, 異なる i, j に対して 〈ξ,Hj〉 = 0 だから

〈ξ~s,H
~s′〉

=〈ξs1
1 ⊗ . . . ⊗ ξsn

n , (Hs′
1

1 ⊗ 1 . . . ⊗ 1)(1 ⊗ H
s′
2

2 ⊗ 1 . . . ⊗ 1) . . . (1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ H
s′

n
n )〉

=〈ξs1
1 ,H

s′
1

1 〉 . . . 〈ξsn
n ,H

s′
n

n 〉 (6.37)

である以下簡単のために i = 1, . . . , n を一つ固定して ξ = ξi, H = Hi とおいて 〈ξs, Ht〉 を計算する.

〈ξs,Ht〉 の計算:

まず

〈ξ,Ht〉 = 〈
s︷ ︸︸ ︷

ξ ⊗ . . . ⊗ ξ,∆(s−1)(Ht)〉

であることに注意する. s = t の場合∆(s−1)(H)s に出てくる

s︷ ︸︸ ︷
H ⊗ · · · ⊗ H の係数は s! である. 一方で, s 6= t

ならば∆(s−1)(H)t に

s︷ ︸︸ ︷
H ⊗ · · · ⊗ H という項が無いので 〈ξs,Ht〉 = 0. したがって

〈ξ,Ht〉 = δsts!〈ξ,H〉s. (6.38)

〈η~r,H
~s′(X+)~t′〉 の計算:　

まず 〈η~r,H
~s′(X+)~t′〉 = 〈ηrN

βN
⊗ · · · ⊗ ηr1

β1
,∆(N−1)(H~s(X+)~t′)〉 である. ~s′ 6= 0 のとき

∆(N−1)(H~s(X+)~t′) =
∑

a(0) ⊗ · · · ⊗ a(N−1)

としたとき a(0), . . . , a(N) のどれかには H の因子が出る. 〈ηβi ,Hj〉 = 0 なので

〈η~r,H
~s′
(X+)~t′〉 = δ~s′,0〈η

~t, (X+)~t′〉. (6.39)
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〈η~r, (X+)~r′〉 の計算:

〈η~r, (X+)~r′〉 = 〈ηrN

βN
⊗ · · · ⊗ ηr1

β1
, ∆(N−1)((X+

βN
)r′

N ) · · ·∆(N−1)((X+
βN

)r′
N )〉

であって相異なる i, j について 〈ηβi , X
+
βj
〉 = 0 だから

〈η~r, (X+)~r′〉

=〈ηrN

N ⊗ · · · ⊗ ηr1
1 , ((X+

βN
)r′

N ⊗ KβN
⊗ · · · ⊗ KβN

)

(1 ⊗ (X+
βN−1

)r′
N−1 ⊗ KβN−1 ⊗ · · · ⊗ KβN−1) · · · (1 ⊗ · · · ⊗ (X+

β1
)r′

1)〉

=〈ηrN

N ⊗ · · · ⊗ ηr1
1 , (X+

βN
)r′

N ⊗ · · · ⊗ (X+
β1

)r′
1〉

=〈ηrN

βN
, (X+

βN
)r′

N 〉 · · · 〈ηr1
β1

, (X+
β1

)r′
1〉.

〈ηt
βr

, (X+
βr

)t′〉 の計算:　

η = ηβr , X+
β = X+

βr
とおいて計算する. Kβ = exp(~Hβr ) とおいたとき

〈ηt, (X+
β )t′〉 = 〈η ⊗ · · · ⊗ η, (X+

β ⊗ Kβ ⊗ · · · ⊗ Kβ + 1 ⊗ X+
β ⊗ Kβ ⊗ · · · ⊗ Kβ + 1 ⊗ · · · ⊗ X+

β )t′〉.

t 6= t′ のとき, X+
β についての斉一次の項

X+
β ⊗ KβX+

β ⊗ K2
βX+

β ⊗ · · · ⊗ Kr−1
β X+

が出ないので 〈ηt, (X+)t′〉 = 0. 次に t = t′ の場合について考えればよい.

a1 = X+
β ⊗ Kβ ⊗ · · · ⊗ Kβ ,

a2 = 1 ⊗ X+
β ⊗ Kβ ⊗ · · · ⊗ Kβ ,

. . .

at = 1 ⊗ · · · ⊗ 1 ⊗ X+
β

と置いたとき (a1 + · · · + at)t の a1 · · · at の係数を ct と置く.

〈ηt, (X+)t〉 = ct〈η,X+
β 〉t

となる. 以上をまとめると
〈ηt, (X+)t′〉 = δt,t′ct〈η,X+

β 〉t (t, t′ ≥ 0) (6.40)

である.

ct (t ≥ 0) の計算:　

ct = [t]!q−t(t−1)/2 が成り立つことを t についての帰納法で示す. t = 1 の場合は明らか. t − 1 で成立すると

して t の場合をしめす. i < j のとき aiaj = q2ajai が成り立つことに注意する. x = a1 + · · · + at−1, yt と

おく. xy = q2yx だから

(a1 + · · · + at)t = (x + y)t =
t∑
k

[
t
k

]
q

qk(t−k)ykxt−k

となるが, 右辺の和において k = 1 の項 [
t
1

]
q

qt−1yxt−1
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のなかに a1, . . . , at の積に関する項がすべて入る事に注意する. それだけを取り出すと帰納法の仮定を用いる

ことで [
t
1

]
q

qt−1atct−1a1 · · · at−1 = [t]q−t(t−1)ct−1a1 · · · at. (6.41)

ゆえに
ct = [t]q−t(t−1)ct−1 = · · · = [t]!qt(t−1).

以上により, 基底 {H~s(X+)~t} に対応する双対基底は

~|~s|+|~t|

s1! · · · sn!

(
N∏

r=1

q−tr(tr−1)/2[ti]!

)−1

ξ~sη
~t (~s ∈ (Z)n,~t ∈ (Z≥0)N )

となる. よって D(U+
q ) における普遍 R 行列は

R =
∑
~s,~t

~|~s|+|~t|

s1! · · · sn!

N∏
r=1

qtr(tr−1)/2

[tr]!
(H~s(X+)~t ⊗ ξ~sη

~t)

で与えられる. さて, βk が単純ルート αi となるとき ηi = ηβk
とおく.

命題 6.15. ηj , ξi ∈ (Uh(g))∗ について

[ξi, ηj ] = δijηj ,

∆(ξi) = ξi ⊗ 1 + 1 ⊗ ξi,

∆(ηi) = ηi ⊗ exp

−~
∑

j

ajiξj

 + 1 ⊗ ηi.

が成立する.

証明. 最初の二つの式は g = sl2 のときと同様. 最後の等式だけ確認する. 〈∆(ηi),H~s(X+)~t⊗H
~s′(X+)t′〉 6= 0

という場合を見つける. 1 ⊗ X+
i , X+

i ⊗ H~s の形の場合に限る.

〈∆(ηi), X+
i ⊗ H~s〉

=〈ηi, (H1 − a1i)s1 · · · (Hn − ani)snX+
i 〉

=(−a1i)s1 · · · (−ani)sn~−1.

である. 一方で
〈ηi ⊗ e−~

P

j ajiξj , X+
i ⊗ H~s〉 = 〈ηi, X

+
i 〉〈e−~

P

j ajiξj ,⊗H~s〉

であって,

〈e−~
P

j ajiξj ,⊗H~s〉

=
∏
j

〈e−~ajiξj ,H
sj

j 〉

=(−a1i)s1 · · · (−ani)sn

となるので
∆(ηi) = ηi ⊗ e−~

P

j ajiξj + 1 ⊗ ηi

が従う.
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このことから代数同型 U−
q ' (U+

q )∗ をつくることができる. ただし (U+
q )∗ には余積の構造を ∆opp = τ ◦∆

で考えていることにする.

命題 6.16. sl2 での議論と同様に D(U+
q ) = (U+

q )∗ ⊗ U+
q の代数構造は次のようになる.

[X+
i , ηj ] = δij

e~Hi − e2~ξi

~
,

[X+
i , ξj ] = −δijX

+
j ,

[Hi, ηj ] = −δijaijηj ,

[Hi, ξj ] = 0,

[X+
βr

, X−
βr

] =
e~Hβr − e−~Hβr

q − q−1
(i, j = 1, 2, . . . , n, r = 1, 2, . . . , N)

命題 6.16 から, カルタン行列 A の逆行列の第 (i, j) 成分を bij とおいたときに,

Hi 7→ Hi, ηβr 7→ q − q−1

~
X−

β , ξi 7→
∑

j

bijHj (6.42)

で定める全射準同型 φ : D(U+
q ) → U+

q を得る. これを用いて Uq での普遍 R 行列を得る.

(φ ⊗ φ)(R) = exp(~
∑
ij

bijHi ⊗ Hj)

×
∑
tN

(
qtN (tN−1)/2

[tN ]!
(q − q−1)tN (X+

βN
)tN ⊗ (X−

βN
)tN

)

· · ·
∑
t1

(
qt1(t1−1)/2

[t1]!
(q − q−1)t1(X+

β1
)t1 ⊗ (X−

β1
)t1

)
=exp(~

∑
ij

bijHi ⊗ Hj)R̃βN · · · R̃β1 .

定理 6.17 (普遍 R 行列の積公式). A, D, E 型の C 上の単純リー代数 g の量子群 Uq(g) における普遍 R 行

列は
exp(~

∑
ij

bijHi ⊗ Hj)R̃βN
· · · R̃β1 . (6.43)

で与えられる. ここで bij は g に付随するカルタン行列の逆行列の第 (i, j) 成分である. R̃βr は定義 6.8 を

参照.

注意. ここでの余積の与え方は有限次元ホップ代数における余積 ∆ をねじった∆opp = τ ◦∆ に等しい. 余積

の構造によって R の形は若干かわるが, (H,R) が準三角ホップ代数ならば (Hopp,R−1) も準三角ホップ代

数になることに注意して容易に読み替えることができる.
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7 普遍 R行列の積公式の応用

アフィン型量子群の普遍 R 行列の積公式を紹介し, その応用について述べる. アフィン型の場合, 正ルート

の数が有限でないため以上の構成ではまだ不足ではあるが, 類似の積公式が知られている.

定義 7.1 (定義 2.21 の再掲). q を 0,±1 でない複素数の元とする. Uq = Uq(ŝl2) は以下で定まる代数である.

生成元 : X+
i , X−

i , Ki, K−1
i (i = 0, 1), c, d

基本関係式 : K0K1 = K1K0 = qc, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1 (i = 0, 1),

[c, Uq(ŝl2)] = 0, [d,X±
i ] = ±δi,0X

±
i , (i = 0, 1)

KiX
±
i = q±2X±

i Ki, (i = 0, 1), KiX
±
j = q∓2X±

j Ki, (i, j = 0, 1, i 6= j)[
X+

i , X−
j

]
= δi,j

Ki − K−1
j

q − q−1
(i, j = 0, 1, i 6= j),

[X±
i , [X±

i , [X±
i , X±

j ]q2 ]q0 ]q−2 = 0 (i, j = 0, 1, i 6= j). (7.1)

ここで [X,Y ]q = XY − qY X である.

7.1 アフィン型量子群 Uq(ŝl2) の普遍 R 行列

定理 7.2 ([KT], [伊藤]). アフィン型量子群 Uq(ŝl2) の普遍 R 行列は次の形であたえられる:

R = Θq−T . (7.2)

ここで, T = 1
2h1 ⊗ h1 + c ⊗ d + d ⊗ c, qhi = Ki である. 以下では Θ の具体的な表示式を記す. これが

(Uq(ŝl2) の場合における) 簡約 R 行列の積公式である.

定義 7.3.

Θ =
→∏

n≥0

Θα1+nδ ×
←∏

n≥1

Θnδ ×
←∏

n≥1

Θnδ−α1

= (Θα1Θα1+δΘα1+2δ · · · ) × (. . . Θ3δΘ2δΘδ) × (· · ·Θ3δ−α1Θ2δ−α1Θδ−α1). (7.3)

正ルート α に対して各 Θα は q-指数関数, および指数関数を用いて次のように書ける. 正ルートについては

例 2.40 を参照する.

Θα1+nδ = expq

(
−(q − q−1)Eα1+nδ ⊗ Fα1+nδ

)
, (7.4)

Θnδ−α1 = expq

(
−(q − q−1)Enδ−α1 ⊗ Fnδ−α1

)
, (7.5)

Θnδ = exp
(
−n(q − q−1)

[2m]q
An ⊗ Bn

)
, (7.6)

ただし, Eα, Fα は 正実ルート α に対して定まる Uq の元である. これらをルートベクトルといい以下で定義

69



される.

Eαi = X+
i , Φ1 = Eα0Eα1 − q−2Eα1Eα0 , (7.7)

Eα1+nδ =
(

1
[2]q

adΦ1

)n

Eα1 , (7.8)

E(n+1)δ−α1 =
(
− 1

[2]q
adΦ1

)n

Eα0 , (7.9)

Φm = Eα0Eα1+(m−1)δ − q−2Eα1+(m−1)δEα0 . (7.10)

虚ルート nδ に対応するルートベクトル An (n ≥ 1) を定義する. これは 次で与える A(X) を母関数に持つ

Uq の元の列である.

A(X) = (q − q−1)
∑
m≥1

AmXm, (7.11)

式 (7.10) を用いて

Φ(X) = (q − q−1)
∑
m≥1

ΦmXm (7.12)

と置くとき

A(X) = log(1 + Φ(X)) =
∑
m≥1

(−1)m−1

m
(Φ(X))m (7.13)

を満たすものとする. 以上で虚ルートベクトル An と 正ルートベクトル Eα が定義できた. Ω : Uq −→ Uq を

Ei 7→ Fi, Fi 7→ Ei, Ki 7→ K−1
i , q 7→ q−1 (i = 1, · · · , n)

で定める Q 上の反代数準同型とする. 反代数準同型というのは和に関しては加法準同型であり, 積に関して

Ω(xy) = Ω(y)Ω(x) (x, y ∈ Uq) を満たす写像のことである. この Ω を用いて Bn ∈ Uq および正実ルート α

に対して定まる Fα ∈ Uq を次で定める:

Fα1+nδ = Ω(Eα1+nδ), F(n+1)δ−α1 = Ω(E(n+1)δ−α1), Bn = Ω(An).

記号の定義が長くなってしまったが, Uq(ŝl2) の普遍 R 行列 (または普遍簡約 R 行列)を定義することがで

きた.

7.2 積公式の応用 (壁越え公式)

簡約 R 行列の積公式の応用例を紹介する.

7.2.1 表現の準備

U+ を X+
i , K±

i , c, d で生成される Uq の部分代数, U− を X−
i , K±

i , c, d で生成される Uq の部分代数

とする. C[e±α0 , e±α1 ], を 文字 e±αi で生成される多項式環と置く.

命題 7.4.
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(1) 次で定める U+, U− の表現 ρ+, ρ− が存在する.

ρ+ : U+ −→ End(C[eα0 , eα1 ])

X+
0 7→ e0 := q∂ε0eα0 , X+

1 7→ e1 := q−∂ε1eα1 ,

ρ− : U− −→ End(C[e−α0 , e−α1 ])

X−
0 7→ f0 := q−∂ε0e−α0 , f1 := X−

1 7→ q∂ε1e−α1 .

ここで, ∂εは eα 7→ (α, ε)eα で定める差分とする. また εはカルタン部分代数 hの元で αi = εi−εi+1,

(εi, εj) = δi.j を満たすとする.

(2) (1)の自己準同型環 End(C[eα0 , eα1 ]) のなかで

e1e0 = q2e0e1, f1f0 = q2f0f1 (7.14)

が成り立つ.

証明はいずれも計算により容易である. 以下では ei, fi の具体的な表示は使わず, (7.14) の関係式のみを使

う. そのような仮定が空でないことをこの命題は示している. 上で定めた表現は (7.14) を満たす関係式を持つ

代数への準同型の例にすぎない.

7.2.2 表現の像の計算その一

(7.3) の Θ の ρ+ ⊗ ρ− による像を計算する. 定義により

ρ+(Φ1) = ρ+(Eα0Eα1 − q−2Eα1Eα0) = e0e1 − q−2e1e0 = 0

このことからほとんどのルートベクトルが ρ+ ⊗ ρ− で潰れる (ゼロになる). よって

(ρ+ ⊗ ρ−)(Θ) = (ρ+ ⊗ ρ−)(Θα1)(ρ
+ ⊗ ρ−)(Θα0)

= expq(−(q − q−1)e1 ⊗ f1) expq(−(q − q−1)e0 ⊗ f0)

= E(−(q − q−1)2e1 ⊗ f1)E(−(q − q−1)2e0 ⊗ f0). (7.15)

ここで最後の等式 (7.15) は命題 1.6 をもちいた.

7.2.3 表現の像の計算その二

Uq の生成元と基本関係式を眺めてみると, 生成元の番号の入れ替えの対称性を持つ. 番号を入れ替えて得ら

れるルートベクトル Eα, An などの記号にすべて ′ をつけて E′
α, A′

n などと表記する. それらから構成され

た簡約 R 行列を Θ′ とおくと
Θ′ = Θ (7.16)

となる. 以下では Θ′ の ρ+ ⊗ ρ− による像を計算する.

Φ′
1 = E′

α0
E′

α1
− q−2E′

α1
E′

α0
= Eα1Eα0 − q−2Eα0Eα1

ρ+

7−→ (q2 − q−2)e0e1

だから ρ+ ⊗ ρ− の像で消えない. このことに注意して各々のルートベクトルの表現の像を計算していく. 以下

では
ρ+

7−→ を 7−→ と略記する.

E′
α0

= Eα1 7→ e1, E′
α1

= Eα0 7→ e0, (7.17)

Φ′
1 7→ (q2 − q−2)e0e1. (7.18)
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となる.

1
[2]

[Φ′
1, E

′
1] 7−→

1
[2]

(q2 − q−2)[e0e1, e0]

=
1
[2]

(q2 − q−2)(1 − q−2)e0e1e0

= q−1(q − q−1)2e0e1e0. (7.19)

これによって

E′
α1+nδ 7−→ e′α1+nδ := q−n(q − q−1)2n(e0e1)ne0 (n ≥ 1). (7.20)

− 1
[2]

[Φ′
1, E

′
0] 7−→ − 1

[2]
(q2 − q−2)[e0e1, e1]

= − 1
[2]

(q2 − q−2)(1 − q2)e0e1e0

= q(q − q−1)2e0e1e0. (7.21)

これによって

E′
(n+1)δ−α1

7−→ e′(n+1)δ−α1
:= qn(q − q−1)2n(e0e1)ne0 (n ≥ 0). (7.22)

Φ′
n =E′

0E
′
α1+(n−1)δ − q−2E′

α1+(n−1)δE
′
0

7−→ q−(n−1)(q − q−1)2(n−1)(e1(e0e1)n−1e0 − q−2(e0e1)n−1e0e1)

= q−(n−1)(q − q−1)2(n−1)(q2n − q−2)(e0e1)n. (7.23)

次に虚ルート An の像を計算したい. 文字 a := (q − q−1)2e0e1 とおくと.

φ′
n := ρ+(Φ′

n) =
q

(q − q−1)2
(qa)n − q−1

(q − q−1)2
(q−1a)n. (7.24)

これから

ρ+(1 + Φ′(X)) = 1 + (q − q−1)
∞∑

n=n

φ′
nXn = 1 +

q

q − q−1

qaX

1 − qaX
− q−1

q − q−1

q−1aX

1 − q−1aX

=
1

(1 − qaX)(1 − q−1aX)
.

よって

log(ρ+(1 + Φ′(X))) = − log(1 − qaX) − log(1 − q−1aX) =
∑
n≥1

1
n

((qa)n + (q−1a)n)Xn.

ゆえに

an := ρ+(An) =
(qa)n + (q−1a)n

n(q − q−1)
.

以上の結果をまとめると n ≥ 1 について

e′α1+nδ = q−n(q − q−1)2n(e0e1)ne0, (7.25)

e′(n+1)δ−α1
= qn(q − q−1)2n(e0e1)ne0, (7.26)

an =
(qa)n + (q−1a)n

n(q − q−1)
, a = (q − q−1)2e0e1 (7.27)
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ω(ei) = fi, ω(fi) = ei, ω(q) = q−1 (i = 0, 1) と置くと ωρ± = ρ±Ω である. Ω が反代数射であったことに

注意すると

f ′
α1+nδ := ρ−(F ′

α1+nδ) = qn(q − q−1)2n(f0f1)nf0, (7.28)

f ′
(n+1)δ−α1

:= ρ−(F ′
(n+1)δ−α1

) = q3n(q − q−1)2n(f0f1)nf0, (7.29)

bn := ρ−(Bn) = − (qb)n + (q−1b)n

n(q − q−1)
b = (q − q−1)2f1f0 = q2(q − q−1)f0f1. (7.30)

7.2.4 表現の像の計算その二 (続)

正ルート α に対応した Θα の計算を行う

←∏
n>0

Θ′
nδ =

∏
n>0

exp
(
−n(q − q−1)

[2n]
an ⊗ bn

)
=

∏
n>0

exp
(
−n(q − q−1)

[2n]
(qa)n + (q−1a)n

n(q − q−1)
⊗ (−1)

(qb)n + (q−1b)n

n(q − q−1)

)
=

∏
n>0

exp
(

1
n(q2n − q−2n)

(qn + q−n)2(a ⊗ b)n

)
=

∏
n>0

exp
(
− qn

n(1 − q2n)
(qn + q−n)(a ⊗ b)n

)
= (a ⊗ b ; q2)∞(q2a ⊗ b ; q2)∞. (7.31)

= E(−q−1a ⊗ b)−1E(−qa ⊗ b)−1 (7.32)

(7.31) では命題 1.8 を用いた. 記号 a, b などは (7.27),(7.30) を参照すること.また

Θα1+nδ = expq(−(q − q−1)eα1+nδ ⊗ fα1+nδ)

= E(−(q − q−1)4n+2(e0e1)ne0 ⊗ (f0f1)nf0), (7.33)

Θ(n+1)δ−α1 = expq(−(q − q−1)e(n+1)δ−α1 ⊗ f(n+1)δ−α1)

= E(−q4(q − q−1)4n+2(e0e1)ne1 ⊗ (f0f1)nf1). (7.34)

となる. 以上の事から (ρ+ ⊗ ρ−)(Θ′) が計算できたことになるが, まとめる前にいくつか記号を用意して見通

しの良い形に修正する.
yi = −(q − q−1)2ei ⊗ fi (i = 0, 1) (7.35)

とおき
ym,n = q2mnym

0 yn
1 = q−2mnyn

1 ym
0 (7.36)

とおく. (y0y1)n = q2n(n−1)yn
0 yn

1 に注意すると

a ⊗ b = q2(q − q−1)4e0e1 ⊗ f0f1 = q2y0y1 = y1,1,

−(q − q−1)4n+2(e0e1)ne0 ⊗ (f0f1)nf0 = yn+1,n,

q4(q − q−1)4n+2(e0e1)ne1 ⊗ (f0f1)nf1 = yn.n+1.

以上の記号の整理のもとで等式
(ρ+ ⊗ ρ−)(Θ) = (ρ+ ⊗ ρ−)(Θ′) (7.37)

から次の等式が得られることになる:
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定理 7.5 (壁越え公式). y1, y0 を y1y0 = q4y0y1 が成り立つ文字とする. E(x) = (−qx ; q2)−1
∞ , yij =

q−2ijyi
0y

j
1 (i, j ≥ 0)とおく. このとき,次の等式が成立する:

E(y1)E(y0) =
→∏

n≥0

E(yn+1,n) × E(q−1y1,1)E(qy1,1) ×
←∏

n≥0

E(yn,n+1)

= (E(y0)E(y2,1)E(y3,2)E(y4,3)E(y5,4) · · · )
× E(−q−1y1,1)−1E(−qy1,1)−1 × (· · ·E(y4,5)E(y3,4)E(y2,3)E(y1,2)E(y1)).

(7.38)

注意. 定理 7.5 は [DGS], [KS] における考察で得られた壁越え公式 (Wall Crossing Formula) の一つである.

7.2.5 その他の等式

命題 7.6 ([DGS]). x0, x1 を x1x0 = q2x0x1 を満たす文字とする. Um,n = E(q−mnxm
1 xn

0 ) と置いたとき

U2,−1U0,1 =(U0,1U2,1U4,1 · · · )
× E(−q−1x2

1)
−1E(−qx2

1)
−1

× (· · ·U6,−1U4,−1U2,−1). (7.39)

式 (7.39) において x2 = y1,1, x0 = y0 と変換すれば定理 7.5 の式 (7.38) と完全に一致する. 命題 7.6 は物

理学的な考察で得られたものであるが, 定理 7.5 はその考察の結果が数学的にも正しい事を主張している. ま

た [DGS] では次の等式も成り立つと述べられている.

U1,−1U1,0U0,1 = (U0,1U1,1U2,1U3,1 · · · )U2
1,0

× E(−q−1x2
1)

−1E(−qx2
1)

−1

× (· · ·U3,−1U2,−1U1,−1), (7.40)

U2
1,−1U

2
0,−1 = (U2

0,1U
2
1,1U

2
2,1U

2
3,1 · · · )

× U4
1,0E(−q−1x2

1)
−1E(−qx2

1)
−1

× (· · ·U3,−1U2,−1U1,−1), (7.41)

U1,−2U4
0,1 = (U4

0,1U1,2U4
1,1U3,2U2,1 · · · )

× U6
1,0E(−q−1x2

1)
−1E(−qx2

1)
−1

× (U4
2,−1U3,−2U4

1,−1U1,−2). (7.42)

各々の式 (7.40), (7.41), (7.42) は A(1)
2 , A(1)

3 , D(1)
4 の型の量子群の普遍 R 行列の積公式から導出されると予

想される.

7.3 積公式の応用 (三角関数解の構成)

πz を定義 4.6 で述べた Uq(ŝl2) の表現とする. テンソル積表現の像 (πz ⊗ πw)(R) を求めよう.

命題 7.7. (πz ⊗ πw)(R) は定数倍を除いて
qz − q−1w 0 0 0

0 z − w (q − q−1)w 0
0 (q − q−1)z z − w 0
0 0 0 qz − q−1w

 (7.43)

に等しい. これは (4.21) と一致する.
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証明. i, j = 1, 2 に対して eij を (i, j) 成分が 1 その他が 0 の行列単位と置く. このとき

πz(Eα0) = ze21, πz(Fα0) = z−1e12, πz(Eα1) = e12, πz(Fα1) = e21, πz(c) = 0

となることに注意する.

7.3.1 実ルートベクトルの像の計算

Φ1 = Eα0Eα1 − q−2Eα1Eα0

= ze21e12 − q−2ze12e21

= ze22 − q−2ze11 = q−1z(qe22 − q−1e11). (7.44)

よって

1
[2]q

[Φ, Eα1 ]
πz7−→q−1z

[2]q
[qe22 − q−1e11, e12]

=
q−1z

[2]q
(−q−1e12 − qe12)

= − 1
[2]q

q−1z(q + q−1)e12 = −q−1ze12. (7.45)

これから
Eα1+nδ

πz7−→ (−q−1z)ne12, Fα1+nδ
πz7−→ (−qz−1)ne21

となる. また

1
[2]q

[Φ, Eα0 ]
πz7−→q−1z

[2]q
[q−1e11 − qe22, ze21]

=
q−1z

[2]q
(−qze21 − q−1ze21)

= −q−1z(ze21). (7.46)

これから
E(n+1)δ−α1

πz7−→ (−q−1z)nze21, F(n+1)δ−α1

πz7−→ (−qz−1)nz−1e12

となる.

7.3.2 虚ルートベクトルの像の計算

Φn =Eα0Eα1+(n−1)δ − q−2Eα1+(n−1)δEα0

πz7−→(−q−1z)n(q−1e11 − qe22) (7.47)
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だから

1 + Φ(X) = I2 + (q − q−1)(q−1e11 − qe22)
∞∑

n=1

(−q−1z)nXn

= I2 − (q − q−1)(q−1e11 − qe22)
q−1zX

1 + q−1zX

=
(1 + q−1zX)(e11 + e22) − q−1zX(q − q−1)(q−1e11 − qe22)

1 + q−1zX

=
(1 + q−3zX)e11 + (1 + qzX)e22

1 + q−1zX

=
1

1 + q−1zX

(
I2 + q−1zX

[
q−2 0
0 q2

])
. (7.48)

したがって

log(1 + Φ(X)) =
∞∑

n=1

(−q−1z)n

n(q − q−1

[
1 − q−2n 0

0 1 − q2n

]
. (7.49)

よって

πz(An) =
(−q−1z)n

n(q − q−1)

[
1 − q−2n 0

0 1 − q2n

]
, πz(Bn) =

−(−qz−1)n

n(q − q−1)

[
1 − q2n 0

0 1 − q−2n

]
(7.50)

となる.

7.3.3 Θ の像の計算

(πz ⊗ πw)(Θnδ) = exp
(
−n(q − q−1)

[2n]q
πz(An) ⊗ πw(Bn)

)
= exp

(
− (q2z/w)n

n(1 − q4n)

[
1 − q−2n 0

0 1 − q2n

]
⊗

[
1 − q2n 0

0 1 − q−2n

])
. (7.51)

ここで, [
1 − q−2n 0

0 1 − q2n

]
⊗

[
1 − q2n 0

0 1 − q−2n

]
=diag((q−2n − 1)(q2n − 1), (q−2n − 1)(q−2n − 1), (q2n − 1)(q2n − 1), (q2n − 1)(q−2n − 1))

=diag(2 − q−2n − q2n, 1 − 2q−2n + q−4n, 1 − 2q2n + q4n, 2 − q−2n − q2n)

=diag(2, 0, 0, 2) − diag(q−2n, 0, 0, q−2n) − diag(q2n, 0, 0, q2n)

+ diag(0, 1, 1, 0) − 2diag(0, q−2n, q2n, 0) + diag(0, q−4n, q4n, 0) (7.52)
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によって x = q2z/w と置くと

(πz ⊗ πw)

( ∞∏
n=1

Θnδ

)

=
∞∏

n=1

exp
(
− xn

n(1 − q4n)

[
q−2n − 1 0

q2n − 1

]
⊗

[
q2n − 1 0

0 q−2n − 1

])
=

(
xdiag(1, 0, 0, 1) ; q4

)2

∞

(
xdiag(q−2, 0, 0, q−2) ; q4

)−1

∞

(
xdiag(q2, 0, 0, q2) ; q4

)−1

∞

×
(
xdiag(0, 1, 1, 0) ; q4

)
∞

(
xdiag(0, q−2, q2, 0) ; q4

)−2

∞

(
xdiag(0, q−4, q4, 0) ; q4

)
∞

=diag((x ; q4)∞, 1, 1, (x ; q4)∞)diag((q−2x ; q4)−1
∞ , 1, 1, (q−2x ; q4)∞))diag((q2x ; q4)−1

∞ , 1, 1, (q2x ; q4)∞))

× diag(1, (x ; q4)∞, (x ; q4)∞, 1)diag(1, (q−2x ; q4)−2
∞ , (x ; q4)−2

∞ , 1)diag(1, (q−4x ; q4)∞, (q4x ; q4)∞, 1)

=diag
(

(x ; q4)2∞
(q−2x ; q4)∞(q2x ; q4)∞

,
(q−4x ; q4)∞(x ; q4)∞

(q−2x ; q4)2∞
,
(x ; q4)∞(q4x ; q4)∞

(q2x ; q4)2∞
,

(x ; q4)2∞
(q−2x ; q4)∞(q2x ; q4)∞

)
=

(x ; q4)2∞
(q−2x ; q4)∞(q2x ; q4)∞

diag
(

1,
1 − q−4x

1 − q−2x
,
1 − q−2

1 − x
, 1

)
(7.53)

となる. また,

(πz ⊗ πw)

( ∞∏
n=1

Θα+nδ

)
= (πz ⊗ πw)

( ∞∏
n=1

expq(−(q − q−1)Eα1+nδ ⊗ Fα+nδ)

)

= (πz ⊗ πw)

( ∞∏
n=1

(q(q − q−1)2Eα1+nδ ⊗ Fα+nδ ; q2)−1
∞

)

=
∞∏

n=1

(q(q − q−1)2(z/w)ne12 ⊗ e21 ; q2)−1
∞

=
∞∏

n=1

(
I2 + (q − q−1)(z/w)ne12 ⊗ e21

)−1

∞

= I2 −
q − q−1

1 − z/w
e12 ⊗ e21. (7.54)

ここで x2 = 0 なる文字に対して

(x ; q2)∞ = 1 +
x

q(q − q−1)
, (1 + x)−1 = 1 − x

が成り立つことに注意した. 同様にして

(πz ⊗ πw)

( ∞∏
n=0

Θ(n+1)δ−α1

)
= I2 −

q − q−1

1 − z/w
· z

w
e21 ⊗ e12.

が成立する. 以上から

(πz ⊗ πw)(Θ)

=
(x; q4)2∞

(q−2x; q4)∞(q2x; q4)∞

(
I2 −

q − q−1

1 − z/w
e12 ⊗ e21

)
× diag

(
1,

1 − q−2z/w

1 − z/w
,

1 − z/w

1 − q2z/w
, 1

)(
I2 −

q − q−1

1 − z/w

z

w
e21 ⊗ e12

)
. (7.55)
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ヤン・バクスター方程式の解は定数倍を除いてもよいので

(x; q4)2∞
(q−2x; q4)∞(q2x; q4)∞

などの項は無視してよい.

α = − q − q−1

1 − z/w
, β = − q − q−1

1 − z/w

z

w
= αz/w , γ1 =

1 − q−2z/w

1 − z/w
, γ2 =

1 − z/w

1 − q2z/w

とおくと

(
I2 −

q − q−1

1 − z/w
e12 ⊗ e21

)
× diag

(
1,

1 − q−2z/w

1 − z/w
,

1 − z/w

1 − q2z/w
, 1

) (
I2 −

q − q−1

1 − z/w

z

w
e21 ⊗ e12

)

=


1 0 0 0
0 1 α 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 γ1 0 0
0 0 γ2 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 β 1 0
0 0 0 1



=


1 0 0 0
0 γ1 + αβγ2 αγ2 0
0 γ2β γ2 0
0 0 0 1



=


1 0 0 0
0 1−z/w

1−q2z/w − q−q−1

1−q2z/w 0

0 − q−q−1

1−q2z/w
z
w

1−z/w
1−q2z/w 0

0 0 0 1

 (7.56)

となる. よって (πz ⊗ πw)(Θ) は定数倍を除いて
qz − q−1w 0 0 0

0 q−1(z − w) q−1(q − q−1)w 0
0 q−1(q − q−1)z q−1(z − w) 0
0 0 0 qz − q−1w


と等しい.

7.3.4 q−T の像の計算

(πz ⊗ πw)(q−T ) = q−H⊗H/2 =


q−1/2 0 0 0

0 q1/2 0 0
0 0 q1/2 0
0 0 0 q−1/2

 (7.57)

だが, これは定数倍を除いて 
1 0 0 0
0 q 0 0
0 0 q 0
0 0 0 1


と等しい.
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7.3.5 R の像の計算
以上から (πz ⊗ πw)(R) は定数倍を除いて

qz − q−1w 0 0 0
0 q−1(z − w) q−1(q − q−1)w 0
0 q−1(q − q−1)z q−1(z − w) 0
0 0 0 qz − q−1w




1 0 0 0
0 q 0 0
0 0 q 0
0 0 0 1



=


qz − q−1w 0 0 0

0 z − w (q − q−1)w 0
0 (q − q−1)z z − w 0
0 0 0 qz − q−1w

 (7.58)

と等しい.
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