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第 1章

序論

1.1 はじめに
強相関電子系では電子同士が強く相互作用している物質群である. 電子が強く相互作用

する物質では電子が局在することにより, 電子の持つ電荷, スピン, 軌道の自由度が顕在化
し, それらが複雑に絡み合う. このような性質から, 強相関電子系は, マルチフェロイクス
やスピントロニクスにおける機能性材料開発の舞台として注目され, その物性が研究され
てきた.

遷移金属酸化物は典型的な強相関電子系である. 遷移金属酸化物では, 強い電子相関の
効果と d電子の軌道自由度を反映して, 様々な現象が現れる [1]. マンガン酸化物における
巨大磁気抵抗効果や銅酸化物における高温超伝導はその一例である. 遷移金属酸化物のう
ち, 特にペロブスカイト型コバルト酸化物 R1−xAxCoO3 では, 温度や圧力といった外的
要因に応じて帯磁率や電気伝導性が変化する現象として, スピンクロスオーバー現象やス
ピン状態転移が見られる [2]. ペロブスカイト型コバルト酸化物では, Coイオンにおける
3d6 電子の電子配置がクーロン相互作用に由来する Hund結合と結晶場分裂が競合してい
る。これによって, 低スピン状態, 中間スピン状態, 高スピン状態がエネルギー的に拮抗し
ている. したがって, 外的要因によって電子配置が容易に変化する. これは, 帯磁率の大き
な変化などの形で物性に現れる.

近年, スピン状態が競合する場合に, スピン状態がサイトごとに異なる状態をとること
で超格子構造を示すスピン状態秩序や, 異なるスピン状態が空間的にコヒーレントに揺ら
ぐことで混成している状態である励起子絶縁体が実現する可能性が指摘されている [3, 4].

一般に, 各スピン状態がエネルギー的に拮抗する場合には, 量子効果によりスピン状態
が共存することで非自明な電子状態が実現する可能性がある. スピン状態転移近傍におけ
る励起子絶縁体相とスピン状態秩序はそのような例の 1つとして捉えることができる.

近年の LaCoO3 を対象とした薄膜実験においては, 多様な超格子構造を示すスピン状態
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秩序が観測されている [5]. さらに, LaCoO3 の強磁場実験において観測された強磁場相に
対してはスピン状態の超格子構造の実現が提案されている他, 磁場誘起の励起子絶縁体の
実現が提案されている [6, 7].

このような背景のもと, 本研究では, スピン状態転移近傍における電子状態を理論的に
明らかにすることを目的とする. 特に, 1次元 2軌道 Hubbard模型の低エネルギー有効模
型の数値解析を軸として, 励起子絶縁体と多様な超格子構造をもつスピン状態秩序の実現
とその空間構造に注目する.

本章では, コバルト酸化物におけるスピン状態転移の導入を行った後, 励起子絶縁体と
スピン状態秩序に関連する近年の実験的, 理論的な研究結果を説明する. 最後に, それらを
踏まえて本研究の目的について述べる.

1.2 ペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態
転移

本節ではペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態転移について説明する.

まず, ペロブスカイト型コバルト酸化物における Co3+ イオンの電子状態とそのスピン状
態自由度について説明する. 続いて, 主に LaCoO3 を対象とし, スピンクロスオーバーや
スピン状態転移に関する実験結果と理論的知見を概観する.

1.2.1 ペロブスカイト型コバルト酸化物における Coイオンのスピン状態
本項では, ペロブスカイト型コバルト酸化物における Co3+ イオンのスピン状態につい
て説明する. スピンクロスオーバーとスピン状態転移を示すペロブスカイト型コバルト酸
化物の代表例である LaCoO3 の結晶構造の模式図を図 1.1 に示す. ペロブスカイト型コ
バルト酸化物においては, 希土類イオン (LaCoO3 の場合は La3+)はイオン化傾向が強い
ため孤立原子として扱うことができる. この物質の磁性を担っているのは Co3+ イオンの
3d電子である. Co3+ イオンの周囲には, O2− イオンが八面体構造の頂点に隣接している.

Co3+ イオンの 3d電子は隣接している O2− イオンの結晶場を受けてエネルギーの低い 3

重縮退した t2g 軌道と, エネルギーの高い 2重縮退した eg に結晶場分裂している (スピン
自由度を含めるとそれぞれ 6重縮退と 4重縮退). 結晶場分裂と 3d電子の各軌道の概形を
図 1.2に示す.

3d電子の電子状態は, 結晶場分裂 ∆に加えて強い電子相関の効果を考える必要がある.

特に, 3d電子では Hund結合 J が存在する. この効果により 3d電子のスピンが揃うよう
に電子が配置しようとする. しかし, ペロブスカイト型コバルト酸化物の場合, 電子のスピ
ンを揃えようとすると結晶場によりエネルギーの高い eg 軌道に電子を配置する必要があ
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図 1.1 ペロブスカイト型コバルト酸化物 LaCoO3の結晶構造の模式図.

図 1.2 ペロブスカイト型コバルト酸化物における結晶場分裂.

図 1.3 ペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態の模式図.

る. ペロブスカイト型コバルト酸化物においては結晶場分裂 ∆と Hund結合 J の効果が
拮抗することにより, スピンの大きさが温度, 圧力などの外的要因により容易に変化する
状況となっている. 図 1.3にペロブスカイト型コバルト酸化物においてとりうるスピン状
態の模式図を示す.

図 1.3にあるように Co3+ イオンは 3通りの電子配置をとりうる. まず, 結晶場分裂 ∆

が大きい場合には, 3d6 電子は全て t2g 軌道に占有することで, e0gt
6
2g の電子配置となる.
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このとき, スピンの大きさは s = 0となる. この状態は低スピン状態 (LS状態: low-spin

state)と呼ばれる. 逆に, 結晶場分裂 ∆が小さく, Hund結合 J が強い場合には, e2gt
4
2g の

電子配置となる. このとき, スピンの大きさは s = 2 となる. この状態は高スピン状態
(HS状態: high-spin state)と呼ばれる. また, 中間領域では, 電子配置が e1gt

5
2g となる中

間スピン状態 (IS状態: intermediate-spin state)が実現する可能性が考えられる. このと
き s = 1である.

これらのスピン状態自由度の中で, どの状態が安定となるかは古くから議論されている.

結晶場中の 3d電子における電子状態のエネルギーの系統的な計算は Tanabe, Sugano に
よりなされており, その結果は Tanabe - Sugano ダイアグラムとして知られている [8].

3d6 に対する Tanabe - Sugano ダイアグラムを図 1.4 に示す. 図 1.4 によると, 3d6 の
電子では, パラメータ Dq/B に応じて, スピン状態が切り替わることがわかる. 図 1.4に
おける Dq は eg 軌道と t2g 軌道の間の結晶場分裂の大きさに対応する. B はラカーパラ
メータと呼ばれるクーロン相互作用の大きさを表すパラメータであり, Hund結合の大き
さに影響する. Tanabe - Sugano ダイアグラムによると Dq/B の小さい領域では HS状
態が基底状態となっており, Dq/B の大きい領域では LS状態が安定となることがわかる.

また, IS状態は基底状態としては実現しないということが示されている. 一方で, 酸素イ
オンとの混成 (d-p混成)や中間スピン状態の軌道秩序, 後述する励起子絶縁体を考慮した
場合には, IS状態が安定となる可能性があることが指摘されている [9, 10].

1.2.2 ペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態転移
本項ではスピン状態転移を示すペロブスカイト型コバルト酸化物の中でも代表的な

LaCoO3 を中心として, ペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態転移につい
て述べる.

前項までで述べてきたように, LaCoO3 の電子状態は結晶場分裂の効果と Hund結合の
効果が競合することによって, スピン状態に自由度が存在する. そのため, 温度や圧力, 磁
場といった外的要因によってスピン状態が変化するスピン状態転移が見られる.

ペロブスカイト型コバルト酸化物のスピン状態転移の代表的な実験結果として LaCoO3

の温度変化によるスピンクロスオーバー現象が存在する. LaCoO3 の電気抵抗率と帯磁率
温度依存性, 光学電気伝導度の温度依存性の実験結果を図 1.5 に示す [12, 13]. 図 1.5 で
は, 温度の上昇とともに電気抵抗が小さくなるという特徴を見せている. T <100K の温
度領域では, 温度の上昇とともに急激な電気抵抗の減少が見られており, この振る舞いは
絶縁体的である. 同じ温度領域では, 温度の上昇とともにスピン帯磁率が急激に上昇して
おり, T = 100K付近でピークをとる. これらから, T < 100Kの温度領域においては, 基
底状態 (T =0K)で非磁性な低スピン状態である Co3+ イオンが実現しており, 温度効果
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図 1.4 3d6 における Tanabe - Sugano ダイアグラム. 横軸は結晶場分裂の大きさを
ラカーパラメータで規格化したもの. LS状態, IS状態, HS状態に対応するラインをそ
れぞれ着色した [11]

.

によって高スピン状態が励起されていると理解される. この特徴的な磁性の温度依存性は
スピンクロスオーバーと呼ばれる. また, 図 1.5では, T ∼ 500Kにおいても急激な電気抵
抗の低下がみられる. この温度領域では, 光学吸収スペクトルの実験結果において, 電荷
ギャップが閉じていることから, Mott 絶縁体-金属転移であることが示されている. こ
のような電気抵抗の温度依存性は様々な希土類イオンのコバルト酸化物 RCoO3 (R=Gd,

Eu, Sm, Nd, Pr, La)について普遍的に得られている [12].

以下では, LaCoO3 の T = 100K付近で見られるスピン状態転移に関する理論, 実験に
ついて述べる. 前節までで述べたように, LaCoO3 は T = 0Kの基底状態で非磁性な低ス
ピン状態であり, 温度効果により高スピン状態が熱励起されることで, 急激な帯磁率の増
大を示すという描像が得られている. しかしながら, 熱励起の寄与が単純に高スピン状態
に由来していると考えた場合, 実験から見積もられる磁気モーメントの大きさが理論的予
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図 1.5 (左パネル)LaCoO3 における電気伝導率の温度依存性と帯磁率の温度依存性
[12]. (右パネル)LaCoO3 における光学電気伝導度の温度依存性 [13]. 帯磁率の温度依
存性 (左下) における 100K 以下の黒丸は不純物効果を除いた帯磁率の値. 下図におけ
る実線は s = 0, s = 2 の 2 順位系における Co イオンに反強磁性相互作用を仮定した
場合の分子場近似をもとに計算した数値計算の結果.

測よりも小さくなる問題がある. この問題を解決する理論として, Goodenough 等は LS

状態と HS状態が交互に配置したモデルを提案した [14]. これは, 実験値と整合する. 一方
で, Potzeらにより, HS状態ではなく IS状態が安定化することによっても, 帯磁率の実験
値を再現できることも示されている [9, 10]. これらの描像には双方とも支持する実験結果
が存在し, 現在においても, 統一的な理解には至っていない.

1.3 近年におけるスピン状態転移の実験
本節では, スピン状態転移に関する近年の実験結果として, LaCoO3 の薄膜実験と強磁
場実験に触れ, そこでのスピン状態秩序および励起子絶縁体との関連性ついて説明する.
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図 1.6 (a)薄膜実験において基板上で様々な方向に伸長された LaCoO3薄膜. (b)薄
膜上で伸長された際に現れる多様なスピン構造 [15]. (c)LSAT 基板上に (110) 面で成
長させた LaCoO3 薄膜における電子状態の模式図 [5]

1.3.1 LaCoO3 における薄膜実験
前節では温度に対するスピンクロスオーバーを見てきたが, LaCoO3 のスピン状態は圧

力によっても変化する. これは, LS, IS, HS の各状態におけるイオン半径が異なること
(rLS < rIS < rHS)に起因する. HS状態ではO2−方向に伸びた軌道 (x2−y2, 3z2−r2)に
電子が配置することで, クーロン反発により体積が大きくなる. この体積変化は, LaCoO3

のスピンクロスオーバーでも見られる [16]. 逆に圧力を印加することによって, 結晶場分
裂の大きさを制御することが可能である. 実際に圧力印加によるペロブスカイト型コバル
ト酸化物のスピン状態の変化 (HS→LS)が実験的に確かめられている [17–19].

LaCoO3 の薄膜実験では, 基板上に LaCoO3 の薄膜を成長させることによって, 基
盤の格子定数に合わせた異方的な圧力が加わる. これにより, 結晶場パラメータ
が変化することで Co3+ イオンのスピン状態が変化する. LaCoO3 薄膜を LSAT:

(LaAlO3)0.3(SrAl0.5Ta0.5O3 )0.7 基板上に成長させた際には, 基盤の異方性や温度に応じ
て様々な超格子構造を持つスピン状態秩序が得られている [5]. LSAT基盤は LaCoO3 の
(001) 面と比べて格子定数が 1% 程度大きい. そのため, 結晶場分裂が小さくなり, IS 状
態や HS 状態のエネルギーが下がる. 図 1.6 に LaCoO3 の薄膜実験における基板上での
LaCoO3 の模式図と現れるスピン状態の超格子構造について示した. 温度と成長させる結
晶面に応じて, 4倍もしくは 6倍周期のスピン状態 (LS/IS/HS)の結晶化が得られている.

これらの構造は X線散乱や電子線散乱によって検知されている. 近年では, シンクロトロ
ン放射光を利用した実験技術の発展により, 共鳴軟 X線散乱や共鳴非弾性 X線散乱が Co
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図 1.7 (a)強磁場実験により (A1)は低スピン状態, (A2)は高スピン状態, (B1), (B2)

は磁場により誘起された新規状態である. 影のついた領域は 1次転移に伴うヒステリシ
スに対応している. (b) 強磁場実験により得られた磁化曲線 [6]. 高スピン状態の飽和磁
化は 4µB であり, 磁場による 1次転移後においても飽和磁化に達していない.

イオンの 3d電子のスピン状態を検知する手段として利用されている [5, 20–23].

1.3.2 LaCoO3 における強磁場実験
本項では, 近年の LaCoO3 に対する強磁場実験の結果を述べる. LaCoO3 のスピン
状態のうち HS 状態は磁性をもつため, 磁場により HS 状態が誘起されると考えられる.

LaCoO3 に対して行われた強磁場実験によって得られた基底状態相図を図 1.7 に示した.

図 1.7(a)では強磁場下で温度に応じて (B1), (B2)で表した 2通りの磁化相が得られてい
る. 図 1.7(b)には磁化曲線を示しており, 明確なヒステリシスが見られる. 転移後の磁化
の値は Co3+ イオンの飽和磁化の 1/4 程度であり, (B1), (B2) 相が単純な HS 状態では
ないことを示唆している. また, 低温における磁化曲線については磁化曲線が段階的にな
るという報告もあり, こちらでは 100T付近で飽和磁化の 1/2の磁化プラトーが見られる
[7]. この段階的な磁化については, スピン模型の解析から LS状態と HS状態のスピン状
態秩序が提案されているほか, 2軌道 Hubbard模型の数値解析により, 強磁場相が励起子
絶縁体相である可能性が指摘されている [4, 24].
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図 1.8 (a) 低温における LaCoO3 磁化曲線. 緑の実線は実験的に得られているもの
であり, 赤の実線はスピン模型による計算結果. 飽和磁化は 1 である. (b) スピン模型
によって提案されている磁化相におけるスピン状態秩序の空間構造. 青で示したサイト
は LS状態であり, 赤で示したサイトは HS状態である.

図 1.9 典型的な励起子絶縁体を含む相図 [25]. 横軸 EG はバンドギャップの大きさで
ある. 同時に BCS領域, BEC領域における典型的なバンド構造を併記している.

.
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1.4 励起子絶縁体
近年, ペロブスカイト型コバルト酸化物の Pr0.5Ca0.5CoO3 において, 低温における絶
縁体相が励起子絶縁体である可能性が示唆されている. これを踏まえ, 本節では励起子絶
縁体について, これまでの実験的, 理論的な知見を説明する.

励起子とは物質中で電子と正孔がクーロン引力によって束縛されたペアのことを指す.

半導体などに光を照射した場合には電子と正孔が生成され, 両者が束縛状態を形成する
ことがある. この束縛状態のエネルギー準位が, 通常のバンドギャップと比べ低いエネル
ギーに現れる.

励起子絶縁体は, 半金属や狭ギャップ半導体において, 電子正孔対の束縛エネルギーが
バンドギャップを超えるような場合に, マクロな数の励起子が形成されることによって実
現する状態である. 励起子絶縁体において, 励起子は空間的にコヒーレントに広がってい
るが, 超伝導におけるクーパーペアと異なり, 励起子は電子と正孔がペアを組むため, 電荷
を運ばない. そのため, 励起子絶縁体は絶縁体である. 励起子絶縁体の歴史は古く, 1960

年代に理論的な提案がなされている [26, 27]. 励起子絶縁体の理論は, 半金属においては
BCS 理論との類似性があり, 半導体においては, 励起子の Bose-Einstein 凝縮 (BEC) と
して記述される.

励起子絶縁体では, 価電子バンドの正孔と伝導バンドの電子がペアを組むことにより,

伝導バンドと価電子バンドが自発的に混成する. これにより, 半導体ではフェルミ準位付
近の価電子, 伝導バンドが平坦化する. 図 1.9に励起子絶縁体が現れる典型的な相図と各
相における典型的な 1電子励起スペクトルを示した.

励起子絶縁体は理論的予測が 1960年代と古いにもかかわらず励起子絶縁体となる候補
物質が挙げられ始めたのは比較的近年である. Tm(Se,Te) は, 高圧下で異常な電気抵抗
の上昇と熱拡散率の上昇が見られており, この原因として励起子凝縮が挙げられている
[28–30]. 近年では, 角度分解光電子分光の精度が向上したことにより, 励起子絶縁体の候
補物質が新しく見つかっている. 1-TTiSe2[31–34]と Ta2NiSe5[35–40]においては図 1.9

のような励起子絶縁体特有のバンド構造が観測されている. これらの候補物質が提案され
たことを受けて, 励起子絶縁体の物性が, 再び注目されている.

ペロブスカイト型コバルト酸化物においては Pr0.5Ca0.5CoO3(PCCO)における低温相
がスピン状態転移近傍において励起子絶縁体が実現している可能性のある例として挙げら
れる. 図 1.10(a)-(d)に PCCOの電気抵抗率, 帯磁率, 比熱, 格子定数の温度依存性を示す
[41]. 電気抵抗率に注目すると, 90K付近で急激な変化が見られ, 低温相が絶縁体となって
いることがわかる. この変化に際して, 比熱の発散や格子定数の飛びも得られていること
から金属-絶縁体転移が生じていることがわかる. この相転移を特徴づける手がかりとし
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図 1.10 Pr0.5Ca0.5CoO3 の各種物性の温度依存性. (a)-(d) は実験的に得られた (a)

電気抵抗率, (b) 帯磁率, (c) 比熱, (d) 格子定数 [41]. (e), (f) はそれぞれ励起子絶縁
体を考慮した動的平均場近似による解析によって得られた (e) 電気抵抗率, (f) 帯磁率
[42].

て, 以下に挙げられる実験結果が得られている. まず, 低温相では磁気構造に超格子構造が
得られていないため単純なMott絶縁体への金属-絶縁体転移ではない. また, 相転移に際
して, Prの価数の変化 (Pr4+(低温) ↔ Pr3+(高温)) が生じている [43, 44]. さらに, 低温
相では Pr4+ イオンの Kramers縮退が破れていることから, Coイオンに中間スピン状態
が混ざっていることによって、Pr4+ イオンにおけるスペクトルが分裂していることが示
唆される [45]. Kunešらは動的平均場近似と第一原理計算 (LDA+U)による解析により,

スピントリプレットの励起子絶縁体を考えることで上記の各種実験結果を矛盾なく説明で
きることを示した [42]. 実際に, 図 1.10(e), (f)に示した解析結果として得られている電気
抵抗率と帯磁率は実験結果と同様の傾向を示している.

PCCOの例から, ペロブスカイト型コバルト酸化物のようなスピン状態が拮抗している
領域における励起子絶縁体の実現可能性が注目される.
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図 1.11 2 軌道 Hubbard 模型の有効模型平均場近似による相図 [4]. (a) 温度-Hund

結合 (T − J)相図, (b) 磁場-Hund 結合 (H − J)相図. LS は低スピン相, HS-AF は
反強磁性秩序のある高スピン相, LS/HS は低スピン状態と高スピン状態が交互に配置
したスピン状態秩序相, EIQ は励起子絶縁体相, EIM は反強磁性秩序を伴う励起子絶
縁体相. HS-Cは磁場により, スピンがキャントした高スピン相.

1.5 2軌道 Hubbard模型によるスピン状態転移と励起子絶縁
体の先行研究

前節までで, ペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態転移と励起子絶縁体
について概観してきた. 本節では, スピン状態転移と励起子絶縁体を記述できるもっとも
単純な模型である 2軌道 Hubbard模型について, 近年の理論研究の結果を紹介する.

スピン状態転移近傍における 2軌道 Hubbard模型の低エネルギー有効模型が金森らに
より導出されており [46], この有効模型を平均場近似により解析した相図が, 那須, 辰野ら
により得られている [3, 4]. この結果を図 1.11に示す. 図 1.11(a)では Hund結合を変化
させた場合に LS相と HS相の中間相として, 励起子絶縁体相 (EIQ, EIM)および, 低スピ
ン状態と高スピン状態が交互に配置したスピン状態秩序相 (LS/HS)が得られている. ま
た, LS状態に磁場を印加した場合に, その磁化過程にも励起子絶縁体相およびスピン状態
秩序相が得られている. これらの結果は, Pr0.5Ca0.5CoO3 の低温相や LaCoO3 の強磁場
実験で見られる 1次転移を説明する理論として提案されている.
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図 1.12 上図は 1次元拡張 Falicov-Kimball 模型の基底状態相図 [47]. 下図は数値計
算によるセントラルチャージの値. パラメータは |tf/tc| = 1 と固定しており, 下図で
は, 更に U/tc = 5としている.

1.6 1次元拡張 Falicov-Kimball模型における励起子絶縁体と
量子臨界性

拡張 Falicov-Kimball模型 (EFK模型)[48, 49]は, 励起子絶縁体を記述する最小の模型
である. EFK模型は以下で定義される.

HEFK =− tc
∑
⟨ij⟩

(c†i cj +H.c.)− tf
∑
⟨ij⟩

(f†i fj +H.c.) (1.1)

+ U
∑
i

c†i cif
†
i fi +

D

2

∑
i

(c†i ci − f
†
i fi). (1.2)

ci 及び fi はサイト iにおけるスピンレスフェルミオンの消滅演算子である. EFK模型は
サイトあたりの粒子数が 1の場合に, cのバンドの電子と f のバンドの正孔が束縛するこ
とで, 励起子絶縁体相が現れる [47, 50–52]. 1次元 EFK模型の基底状態については, 密度
行列くりこみ群法による解析がなされている [47]. 得られている基底状態相図と, セント
ラルチャージを図 1.12に示す. 1次元系の場合は, 励起子に対する秩序変数 ⟨c†ifi⟩がゼロ
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となっており, 代わりに, 相関関数が冪則となり, セントラルチャージが c∗ = 1と得られ
ている. EFK模型は強結合極限 (U →∞)において XXZ模型に帰着し, XY面内の回転
対称性がある. これにより, 1次元系では強い量子揺らぎによって長距離秩序が現れず, 相
関関数が冪になっていると解釈されている.

1次元 EFK模型と比較したとき, 2軌道 Hubbard模型の場合は, スピン自由度が存在
し, スピン間の相互作用が入る. また, ペアホッピングの存在により, 同じ軌道内の電子数
の保存が破れている. この違いにより, EFK模型での励起子絶縁体相に対応する相の描像
は, 1次元 2軌道 Hubbard模型では異なるものになる可能性がある.

1.7 1次元拡張 Hubbard模型における BOW相とエンタング
ルメントエントロピー

図 1.13 1 次元拡張 Hubbard 模型の基底状態相図 [53]. 右に CDW 相, BOW 相,

SDW相におけるフェルミオンの典型的な描像を追記している.

.

スピン状態転移における励起子絶縁体相は, LS 状態と HS 状態という 2 通りの安定相
の間で HS状態と LS状態が混成することで安定化している相と捉えることができる. こ
のような相は, 励起子絶縁体相に限らず, よく見られる.

このような相の例として, 本節では 1次元拡張 Hubbard模型における BOW相 (bond

order wave phase)について説明する. 1次元拡張 Hubbard模型は次のハミルトニアンで
記述される.

HEHM = −t
∑
iσ

(c†i+1,σci,σ +H.c.) + U
∑
i

ni↑ni↓ + V
∑
i

ni+1ni. (1.3)
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図 1.14 1次元拡張 Hubbard模型の U/t = 2における CDW-BOW-SDW転移にお
けるエンタングルメントエントロピー [54]. E(l) は lサイトの部分系のエンタングルメ
ントエントロピーを表す. (a) は少数サイト N = 12 の厳密対角化による結果であり,

ここでは自発的な対称性の破れがない. (b)は密度行列くりこみ群法による結果であり,

ここでは並進対称性が破れている.

ここで, ciσ はサイト i, スピン σ のフェルミオンの場の演算子であり, niσ = c†iσciσ,

ni = ni↑ + ni↓ である. この基底状態相図を図 1.13 に示す. 図 1.13 には, 各相における
粒子の模式図を併記している. この模型は U ≪ 2V のときに CDW 相となり, U ≫ 2V

のときに SDW 相となる. U ∼ 2V の領域では両方の状態が拮抗することで量子的な揺
らぎの強い BOW 相が出現する [53, 55–57]. 相境界の判定をする手段として, 相関関数
の長距離での振る舞いをみる方法が用いられてきた. しかし, BOW相のような量子揺ら
ぎが強い相の相境界を精度良く決定するためには大きいシステムサイズが必要である. 近
年では, 系のエンタングルメントエントロピーの性質がこのような相転移に敏感である
ことを利用して, 比較的小さいシステムサイズ (L ≲ 60)でも相境界を精度良く決定でき
ることが報告されている [54, 58–61]. 図 1.14 に CDW-BOW-SDW 転移におけるエン
タングルメントエントロピーを示した. 図 1.14(a) では, 並進対称性の破れていない少数
系 N = 12 において 2 サイトエンタングルメントエントロピーが不連続となることで,

CDW-BOW-SDW 相境界を決定している. また, 図 1.14(b) では, N = 52, 60 サイト系
でのエンタングルメントエントロピーをプロットしており, エンタングルメントエントロ
ピー急激な変化によって相境界を決定できることを示している.

本研究ではこれらの研究を踏まえ, 2 軌道 Hubbard 模型におけるエンタングルメント
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エントロピーの性質にも注目する.

1.8 本研究の目的
前節までで述べてきたように, ペロブスカイト型コバルト酸化物では, 低スピン状態と
高スピン状態がエネルギー的に拮抗しており, 温度や磁場, 圧力によって, 多様な状態をと
る. 一般に, スピン状態転移のように異なる局所構造がエネルギー的に拮抗する場合には,

量子効果によってそれらが共存した状態が得られる場合がある. 特に, Pr0.5Ca0.5CoO3

の低温相では, 低スピン状態と高スピン状態が自発的に混成し, コヒーレントな状態とな
る励起子絶縁体が実現することが提案されている. また, 薄膜実験や強磁場実験において
は, 圧力や磁場によりスピン状態が競合することで, 複数のスピン状態秩序が実現するこ
とが提案されている. このような背景の下, 励起子絶縁体と多様なスピン状態秩序を考慮
した理論の構築が必要である.

スピン状態転移を記述することができるもっとも単純な模型として, 2 軌道 Hubbard

模型がある. 先行研究では, 2 軌道 Hubbard 模型に対して, 動的平均場近似や低エネル
ギー有効模型に対する平均場近似がなされており, 励起子絶縁体やチェッカーボード型の
LS/HS のスピン状態秩序が確認されている. 一方でより大きい超格子構造に対する解析
はなされていない. 本研究では, 1次元 2軌道 Hubbard模型に対し, 低エネルギー有効模
型の基底状態を密度行列くりこみ群法により解析することにより, より大きな系における
多様な量子自由度を厳密に取り扱う. これにより, スピン状態転移近傍で実現する電子状
態の正確な描像を明らかにする. 特に, 励起子絶縁体とスピン状態秩序に注目し, 励起子相
関のとスピン状態秩序の空間構造について明らかにする.

さらに, 本研究では有効模型の基底状態に対しエンタングルメントエントロピーの性質
に基づいた各相の特徴づけを試み, その可能性について提示する.
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理論模型と計算手法

2.1 2軌道 Hubbard模型と低エネルギー有効模型
2.1.1 ノーテーション
ここでは, 場の演算子のインデックスにおけるノーテーションについて定める. 以降で

は, 特に触れない限り, 以下のノーテーションで表記する.

i, j サイト
γ 軌道 (2軌道模型では a or b)

σ スピン (↑, ↓)

場のインデックスは (i, γ, σ)の直積で表される. フェルミオンの場においては, 反対称
性を課すために順序を定義する必要がある. ここでは, フェルミオンの場の順序を 1次元
化したインデックス I = nsnγj + nsγ + σ によって定義する. ここで, ns = 2は 1軌道
あたりのスピン自由度の数, nγ は 1サイトあたりの軌道の数であり, γ, σ は適当に対応す
る整数におきかえる.

2.1.2 電子間相互作用
一般に電子間の Coulomb相互作用は以下の形で書くことができる.

Hee =
∑

γ1γ2γ3γ4σ1σ2

1

2
vγ1γ2;γ3γ4c

†
γ1γ2σ1

c†γ1γ2σ2
cγ3γ4σ2cγ3γ4σ1 , (2.1)

vγ1γ2;γ3γ4 =

∫
dr1

∫
dr2ψγ1(r1)

∗ψγ2(r2)
∗ e2

|r1 − r2|
ψγ3(r2)ψγ4(r1). (2.2)
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ここで ψγ は軌道 γ の波動関数である. また, |0⟩ は真空状態を表す. また, ψ(r1) は位
置 r における電子の消滅演算子であり, cγ は軌道 γ における電子の消滅演算子である.

Coulomb 相互作用の行列要素は, Coulomb 相互作用の対称性から以下のように表現で
きる.

Hee =
∑
γ

Uγnγ↑nγ↓ (2.3)

+
∑

σσ′γ′>γ

U ′
γ,γ′nγσnγ′σ′ (2.4)

+
∑

ss′γ′>γ

Jγ,γ′c†γσc
†
γ′σ′cγ′σ′cγσ (2.5)

+
∑
γ′γ

Iγ,γ′c†γ↑c
†
γ↓cγ′↓cγ′↑. (2.6)

ここで nγs = c†γscγs. 各パラメータは以下のように対応する.

Uγ = vγγ;γγ , (2.7)

U ′
γ,γ′ = vγγ′;γ′γ (γ ̸= γ′), (2.8)

Jγ,γ′ = vγγ′;γγ′ (γ ̸= γ′), (2.9)

Iγ,γ′ = vγγ;γ′γ′ (γ ̸= γ′). (2.10)

また, Jγ,γ′ = Iγ,γ′ の性質がある. 特に, U を軌道内 Coulomb 相互作用, U ′ を軌道間
Coulomb相互作用, J を Hund結合, I をペアホッピングと呼ぶ.

特に, 軌道 γ が d軌道で近似できる場合に以下が成立する.

U = U ′ + 2J, (2.11)

J = I. (2.12)

2.1.3 多軌道 Hubbard模型
ここでは, 多軌道 Hubbard模型を示す. 多軌道 Hubbard模型はサイト内のクーロン相
互作用とサイト間の電子遷移を考慮した格子模型であり, 次のように構成される.

HMOHM = Ht +H∆ +HC , (2.13)

Ht =
∑
j

∑
δ

htj+δ,j , (2.14)

H∆ =
∑
j

h∆j , (2.15)

HC =
∑
j

hCj . (2.16)
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ここで, ht はサイト j からサイト j + δ への電子遷移を表す項であり, 以下で定義される.

htj+δ,j = −
∑
j

∑
γγ′

(
tδγγ′c†j+δ,γ,σcj,γ,σ +H.c

)
. (2.17)

h∆j はサイト j における, 配位子による結晶場分裂を表し, 以下で定義される.

h∆j =
∑
γ

∆γ(njγ↑ + njγ↓). (2.18)

hCj は前節で示した Coulomb相互作用を表す項であり, 以下で定義される.

hCj =
∑
γ

Uγnjγ↑njγ↓ (2.19)

+
∑

σσ′γ′>γ

U ′
γ,γ′njγσnjγ′σ′ (2.20)

+
∑

ss′γ′>γ

Jγ,γ′c†jγσc
†
jγ′σ′cjγ′σ′cjγσ (2.21)

+
∑
γ′γ

Iγ,γ′c†jγ↑c
†
jγ↓cjγ′↓cjγ′↑. (2.22)

2.1.4 2軌道 Hubbardモデル
前項まででは, 一般的な多軌道 Hubbard模型を扱ってきた. しかし, d電子は 5軌道あ

り, そのすべてを取り扱うのは煩雑である. そのため, 本研究では, スピン状態転移と励起
子絶縁体を表現できる最小限の構成である 2軌道 Hubbard模型を扱う. 2軌道 Hubbard

模型は以下のように書くことができる.

HTOHM =−
∑

⟨ij⟩γσ

tγ

(
c†iγσcjγσ +H.c.

)
+
∑
i

∑
γ

∆γniγ

+ U
∑
iγ

niγ↑niγ↓ + U ′
∑
iσ

niaσnibσ

+ J
∑
iσσ′

c†iaσc
†
ibσ′ciaσ′cibσ + I

∑
iγ ̸=γ′

c†iγ↑c
†
iγ↓ciγ′↓ciγ′↑. (2.23)

ここで, 軌道 γ の和は 2 軌道 γ = a, b に対して取る. また, niγσ = c†iγσciγσ, niγ =∑
σ=↑,↓ niγσ. クーロン相互作用の各項に対応する概念図を図 2.1に示した.

2.1.5 2軌道 Hubbardモデル, シングルサイトの固有状態
本項では, 電子遷移項 Ht を除いた 1原子に対する 2軌道 Hubbard模型の固有状態を

求める.
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図 2.1 2軌道 Hubbard模型における各種クーロン相互作用の概念図.

2軌道模型の 1サイトの量子状態の自由度は, 16である. 特に 1サイトの電子数が 2の
場合にはクーロン相互作用により固有状態が非自明なものになる. 電子数が 2の状態空間
の次元は 4C2 = 6である. 各基底を以下のようにとる.

|0011⟩ = c†b↑c
†
b↓ |0⟩ , (2.24)

|0101⟩ = c†a↓c
†
b↓ |0⟩ , (2.25)

|0110⟩ = c†a↓c
†
b↑ |0⟩ , (2.26)

|1001⟩ = c†a↑c
†
b↓ |0⟩ , (2.27)

|1010⟩ = c†a↑c
†
b↑ |0⟩ , (2.28)

|1100⟩ = c†a↑c
†
a↓ |0⟩ . (2.29)

このとき, ハミルトニアンの行列は以下のようにかける.

H =∆b


2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

+∆a


0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 2



+ U


1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

+ U ′


0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0



+ J


0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0

+ I


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0


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=



2∆b + U 0 0 0 0 I

0 ∆b + ∆a + U′ − J 0 0 0 0

0 0 ∆b + ∆a + U′ + J J 0 0

0 0 J ∆b + ∆a + U′ + J 0 0

0 0 0 0 ∆b + ∆a + U′ − J 0
I 0 0 0 0 2∆a + U


(2.30)

これを対角化すると以下の固有エネルギー固有ベクトルが得られる.

index eigen states eigen energies s n

0 |H+1⟩ = c†a↑c
†
b↑ |0⟩ ∆a +∆b + U ′ − J 1 2

1 |H0⟩ = 1√
2
(c†a↑c

†
b↓ + c†a↓c

†
b↑) |0⟩ ∆a +∆b + U ′ − J 1 2

2 |H−1⟩ = c†a↓c
†
b↓ |0⟩ ∆a +∆b + U ′ − J 1 2

3 |L⟩ = (f−c
†
a↑c

†
a↓ + g−c

†
b↑c

†
b↓) |0⟩ ∆a +∆b + U −∆′ 0 2

4 |hL⟩ = (f+c
†
a↑c

†
a↓ + g+c

†
b↑c

†
b↓) |0⟩ ∆a +∆b + U +∆′ 0 2

5 |iL⟩ = 1√
2
(c†a↑c

†
b↓ − c

†
a↓c

†
b↑) |0⟩ ∆a +∆b + U ′ + J 0 2

ここで

∆′ =
√

(∆a −∆b)2 + I2, (2.31)

f± =

[
1 +

(
(∆a −∆b)/I ±

√
1 + ((∆a −∆b)/I)2

)2]−1/2

, (2.32)

g± =
[
1− f2±

]1/2
. (2.33)

1 サイトあたりの電子数が n = 0, 1, 3, 4 の場合, 固有状態は自明であり, 以下で与えら
れる.

index eigen states eigen energies s n

6 |Sa,↑⟩ = c†a↑ |0⟩ ∆a 1/2 1

7 |Sa,↓⟩ = c†a↓ |0⟩ ∆a 1/2 1

8 |Sb,↑⟩ = c†b↑ |0⟩ ∆b 1/2 1

9 |Sb,↓⟩ = c†b↓ |0⟩ ∆b 1/2 1

10 |Ta,↑⟩ = c†a↑c
†
b↑c

†
b↓ |0⟩ ∆a + 2∆b + U + 2U ′ 1/2 3

11 |Ta,↓⟩ = c†a↓c
†
b↑c

†
b↓ |0⟩ ∆a + 2∆b + U + 2U ′ 1/2 3

12 |Tb,↑⟩ = c†a↑c
†
a↓c

†
b↑ |0⟩ 2∆a +∆b + U + 2U ′ 1/2 3

13 |Tb,↓⟩ = c†a↑c
†
a↓c

†
b↓ |0⟩ 2∆a +∆b + U + 2U ′ 1/2 3

14 |0⟩ 0 0 0

15 |F ⟩ = c†a↑c
†
a↓c

†
b↑c

†
b↓ |0⟩ 2∆a + 2∆b + 2U + 4U ′ 0 4
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図 2.2 n = 2における各固有エネルギーの結晶場分裂の大きさ∆依存性. 相互作用パ
ラメータはそれぞれ, U ′ = 12, J = I = 2, U ′ = U − 2J = 8.

ここで, sはスピンの大きさを表し, nは電子数を表す. また, |0⟩は真空を表す. 以下で
は, ∆ = ∆a −∆b ≥ 0とする. 固有状態 |Hsz=−1,0,+1⟩は s = 1のトリプレットを表す.

|L⟩は, 低エネルギーである b軌道に電子 2つが占有した状態が主要でありペアホッピン
グ I が有限である場合には, 高エネルギーの a 軌道が混成する. このときスピン状態は
s = 0の低スピン状態である. |hL⟩と |iL⟩は s = 0の高エネルギー状態であり, |hL⟩は
高エネルギーである b軌道に電子 2つが占有した状態が主要な状態である. |iL⟩は, a軌
道の電子 1つと b軌道の電子 1つがシングレットを組んだ状態である.

以下では, |Hsz ⟩を高スピン状態 (HS状態: high-spin state)と呼び, |L⟩を低スピン状
態 (LS状態: low-spin state)と呼ぶ. 注意点として, 本模型では, 3d軌道の 5軌道ではな
く 2軌道に落としているため, 2軌道模型における HS状態 (s = 1)と LS状態 (s = 0)は
素直にコバルト酸化物の HS状態 (s = 2), IS状態 (s = 1), LS状態 (s = 0)に対応しな
い. しかし, 2軌道模型の範囲であっても s = 0と s = 1の自由度が存在していることか
ら, スピン状態転移の定性的な描像を捉えることができる.

1 サイトあたりの電子数 n = 2 における, 各固有エネルギーを図 2.2 に示した. ∆ =√
(U − U ′ + J)2 − I2 = 4

√
2 = 5.65 . . . で基底状態におけるスピンの大きさが s = 1か

ら s = 0へと転移していることがわかる.

2.1.6 2軌道 Hubbard模型の低エネルギー有効模型
本節では, 2軌道 Hubbard模型において, サイトあたりの電子数が 2の場合に, スピン
状態転移近傍における低エネルギー有効模型を導出する. 具体的には 2軌道 Hubbard模



2.1 2軌道 Hubbard模型と低エネルギー有効模型 27

型 (式 (2.23))において, 高エネルギーの基底を除いた上で, ホッピングに ta, tb を 2次摂
動として扱う. このような変換は, 一般に Schrieffer–Wolff transformation と呼ばれる.

ここではスピン状態転移を表現できる低エネルギーの 1サイトの基底として, 以下を採
用する.

|H+1⟩ = c†a↑c
†
b↑ |0⟩ , (2.34)

|H0⟩ =
1√
2
(c†a↑c

†
b↓ + c†a↓c

†
b↑) |0⟩ , (2.35)

|H−1⟩ = c†a↓c
†
b↓ |0⟩ , (2.36)

|L⟩ = (f−c
†
a↑c

†
a↓ + g−c

†
b↑c

†
b↓) |0⟩ . (2.37)

これらの基底は, 図 2.2において基底状態となっている 2通り (縮退を考慮すると 4通り)

の固有状態に対応している. 1サイトの電子数が n = 0, 1, 3, 4の基底は, 1サイトあたり
の電子数が 2となるようなフィリングにおいて, クーロン相互作用 U,U ′ が ta, tb と比べ
て十分に大きい場合にはエネルギーが高くなる. そのため, 低エネルギー有効模型の基底
としては採用しない. これらの状態は Shrieffer-Wolff transformation における摂動の中
間状態としては考慮されている. このことは, クーロン相互作用が大きい場合に, 1サイト
あたり 2電子の 2軌道 Hubbard模型の基底状態は電荷ギャップの存在する絶縁体になっ
ていることを表している. 一方でスピン自由度は式 (2.34)-(2.37) における基底で残って
いるため, スピンギャップの有無は非自明であり, 低スピンから高スピンへの励起ギャッ
プも非自明である.

低エネルギー有効模型は tが弱い強結合極限における模型といえる. これは励起子絶縁
体における BCS-BEC クロスオーバーにおいては BEC の極限を考えていることに対応
する.
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低エネルギー有効ハミルトニアンは以下のように書き下すことができる.

Heff =EH

∑
i

PHi

+ EL

∑
i

PLi

+ δELL

∑
⟨ij⟩

PLiPLj

+ δEHL

∑
⟨ij⟩

(PHiPLj + PLiPHj)

+ Js
∑
⟨ij⟩

(s⃗i · s⃗j − 1)PHiPHj

+ J ′
∑
⟨ij⟩

[
P−
i (s⃗i · s⃗j + 1)P+

j +H.c.
]

+ I ′
∑
⟨ij⟩

[
(s⃗i · s⃗j − 1)P+

i P
+
j +H.c.

]
. (2.38)

式 (2.38)において, 各種演算子は次にように定義されている.

PLi = |L⟩i ⟨L|i , (2.39)

PHi =
∑

sz=−1,0,1

|Hsz ⟩i ⟨Hsz |i , (2.40)

P+
i = |H0⟩i ⟨L|i , (2.41)

P−
i = |L⟩i ⟨H0|i . (2.42)

また, スカラー量は以下で与えられる.

EH = ∆+ U ′ − J, (2.43)

EL = ∆+ U −∆′, (2.44)

δELL =
4f2g2(t2a + t2b)

2U ′ − U − J + 2∆′ , (2.45)

δEHL = (t2a + t2b)

[
f2

−∆+ U ′ +∆′ +
g2

∆+ U ′ +∆′

]
, (2.46)

Js =
t2a + t2b
U + J

, (2.47)

J ′ = 2tatb

[
f2

−∆+ U ′ +∆′ +
g2

∆+ U ′ +∆′

]
, (2.48)

I ′ = 2tatbfg

[
1

U + J
+

1

2U ′ − U − J + 2∆′

]
. (2.49)
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ここで,

∆ = ∆a −∆b, (2.50)

∆′ =
√
∆2 + I2 (2.51)

とした.

式 (2.38) で定義される有効ハミルトニアンの見通しを良くするために, 以下では, ス
ピン-擬スピンによる表現を導入する. はじめに, s = 1 のトリプレットを 4 極子基底
(Γ = X,Y, Z)で表現する. s = 0の低スピン状態と s = 1の高スピン状態の間の昇降演
算子を以下で定義する

P−
X =

1√
2
(|L⟩ ⟨H−1| − |L⟩ ⟨H+1|), (2.52)

P−
Y =

1√
2
(|L⟩ ⟨H−1|+ |L⟩ ⟨H+1|), (2.53)

P−
Z = |L⟩ ⟨H0| , (2.54)

P+
Γ = (P−

Γ )† (Γ = X,Y, Z). (2.55)

これらの昇降演算子を用いて擬スピン τγΓ は以下で定義される

τxΓ = P−
Γ + P+

Γ , (2.56)

τyΓ = i(P−
Γ − P

+
Γ ), (2.57)

τzΓ = P+
Γ P

−
Γ − P

L. (2.58)

注意点として, 擬スピン演算子 τΓ は対応する 1/2スピン演算子の 2倍である. これらの
演算子を用いて有効模型 (2.38)は次のスピン-擬スピン表現に書き換えられる.

Heff =E0τ − hτz
∑
i

τzi + Js
∑
⟨ij⟩

s⃗i · s⃗j

+ Jz
∑
⟨ij⟩

τzi τ
z
j + Jx

∑
Γ=X,Y,Z

∑
⟨ij⟩

τxΓiτ
x
Γj + Jy

∑
Γ=X,Y,Z

∑
⟨ij⟩

τxΓiτ
x
Γj , (2.59)

ここで, s⃗は s = 1のスピン演算子であり, τzi = τzXi + τzY i + τzZi である. 注意点として,

スピン演算子 s⃗ は擬スピン演算子 τΓ と交換可能ではない. 式 (2.59) における各因子は,
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次のように与えられる.

E0τ = NEL −
NzδELL

2
+

3N∆̃

4
+

9NzJn
32

, (2.60)

−hτz = −

(
∆̃

4
+

3zJn
16

)
, (2.61)

Jx =
J ′ + I ′

2
, (2.62)

Jy =
J ′ − I ′

2
, (2.63)

Jz =
Jn
16
, (2.64)

ここで
∆̃ = EH − EL + z(δELL − δEHL), (2.65)

Jn = 2δEHL − δELL − Js, (2.66)

ここで, z は最近接サイト数であり, 特に 1 次元系においては z = 2 である. 注意点と
して, 式 (2.59)の導出において, 格子構造が bipartite であることを仮定しているため, 1

次元鎖や 2 次元正方格子には適用できるが, 三角格子などの格子を考える場合には, 式
(2.38)を用いる必要がある.

最後に, 磁場を印加した場合のゼーマンエネルギーを次式で導入する.

HZeeman = −H
∑
i

szi . (2.67)

参考として, 有効模型のスピン-擬スピン表示におけるパラメータ Jx, Jy, Jz, Js の 2軌
道 Hubbard模型のパラメータへの依存性を示しておく. 以下では t2a + t2b を固定して考え
る. 式 (2.59), において Jz ∝ t2a + t2b であり, Jx, Jy ∝ 2tatb である. ここで, 擬スピン間
相互作用の異方性を表すパラメータとして

η =
2tatb
t2a + t2b

(2.68)

を導入しておく. ηは 0 ≤ η ≤ 1 の範囲で変化し, tb/ta = 0 のとき η = 0となり, tb/ta =

1のとき η = 1となる. 有効模型のスピン-擬スピン表示におけるパラメータ Jx, Jy, Jz, Js

の 2 軌道 Hubbard 模型のパラメータ ∆/
√
t2a + t2b および η = 2tatb/(t

2
a + t2b) への依存

性を図 2.3に示した.

2.1.7 各パラメータ領域における基底状態の典型的な描像
有効模型 (2.59)の基底状態について, 数値解析の結果を示す前に, 典型的なパラメータ
領域におけるスピン, 擬スピンの描像について述べておく.
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図 2.3 有効模型のスピン-擬スピン表示におけるパラメータ Jx, Jy, Jz, Js の 2 軌道
Hubbard 模型のパラメータ ∆/

√
t2a + t2b , η = 2tatb/(t

2
a + t2b) への依存性. (a) は

η = 1 (⇔ ta = tb = 1/
√
2)に固定した場合の結晶場分裂依存性. 破線は ta = tb = 0

の場合のスピン状態転移点であり, ∆ =
√

(U − U ′ + J)2 − I2. (b)は, スピン状態転
移点 ∆ =

√
(U − U ′ + J)2 − I2 における η = 2tatb/(t

2
a + t2b)依存性.

表 2.1 有効模型 (2.59)における典型的なパラメータ領域における擬スピンの描像

phase τΓ configurations parameter conditions

LS ↓ ↓ ↓ ↓ hτz ≪ 0 (⇔ ∆≫ U − U ′ + J)

HS ↑ ↑ ↑ ↑ hτz ≫ 0 (⇔ ∆≪ U − U ′ + J)

EI →←→← hτz ∼ 0, Jx > Jy > Jz

(⇔ ∆ ∼ U − U ′ + J, tb/ta ∼ 1)

SSO ↑ ↓ ↑ ↓ hτz ∼ 0, Jx, Jy ≪ Jz

(⇔ ∆ ∼ U − U ′ + J, tb/ta ∼ 0)

以下では,「状態」と「相」という言葉を次のように使い分ける. 「状態」は 1サイトを
見たときのローカルな性質を表すときに用いる. 例えば, 「高スピン状態」, 「低スピン状
態」. 一方で、「相」はマクロな性質を表すときに用いる. 例えば,「高スピン相」,「低ス
ピン相」, 「励起子絶縁体相」, 「スピン状態秩序相」.

表 2.1 に各パラメータ領域における擬スピンの描像をまとめた. しかし, ここでは HS

状態におけるスピンの向きの自由度, スピン間の相互作用, 量子ゆらぎを考慮していない
ため, 実際の基底状態の描像は, これらの影響により変わりうる.

∆≫ U −U ′+J が成立する領域では, 結晶場分裂が大きく, 低エネルギーバンドに電子
2つが占有した低スピン相 (LS: low-spin)が実現する. このとき, 有効模型では hτz ≪ 0

となり, 基底状態は擬スピン表現で, (τΓ : ↓ ↓ . . . ↓)となる.

一方で, ∆≪ U − U ′ + J の場合は, Hund結合により s = 1の高スピン相が実現する.
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このとき, 有効模型では hτz ≪ 0となり, 基底状態は擬スピン表現で, (τΓ : ↑ ↑ . . . ↑)と
なる. 高スピン相では, スピン間に反強磁性的な相互作用が働くため, スピンは反強磁性的
となる.

∆の大きさと U − U ′ + J の大きさが拮抗している場合, 擬スピン間相互作用の Jγ と
スピン間相互作用 Js が支配的となり, これらによって系の状態が決定する.

η = 2tatb/(t
2
a + t2b)≪ 1のとき, 電子と正孔のホッピングのうちいずれか片方が非常に

小さくなる. そのため, HS状態に対応する電子と正孔がペアを組んだ励起子としては動く
ことができなくなる. 結果としてスピン状態が局在化し, 超格子構造を示すスピン状態秩
序相 (SSO相)が安定化する. これは擬スピンの描像では, 強い z 軸異方性 (Jx, Jy ≪ Jz)

により擬スピンは z 軸上での反強磁性的な配置 (τΓ : ↑ ↓ . . . ↑ ↓)をとることに対応する.

一方で, η ∼ 1 のときは, 電子と正孔が同時にホッピングできることにより, それらが
ペアを組んだ励起子としても運動することができる. これにより, 励起子がコヒーレン
トに運動することによって異なるスピン状態が混成している相が安定化する. この相は
励起子絶縁体相 (EI 相) とみなすことができる. 擬スピンの描像では, Jx > Jy > Jz と
なることによって, x軸上で HS状態と LS状態の混成の位相が反強磁性的に揃った配置
(τΓ :→← . . . →←)をとることに対応する.

EI相について, ペアホッピング I が有限である場合には Jx > Jy と擬スピン間の反強
磁性的な相互作用が異方的になるため, 1次元においても励起子絶縁体に対応する擬スピ
ンの長距離秩序は安定化するように思われる. しかし, 実際の有効模型 (2.59)ではスピン
間相互作用 Js が存在する他, 擬スピンも Γ = X,Y, Z で識別されるスピントリプレット
の 3通りが存在する. これによって, 各擬スピン間相互作用とスピン間相互作用の競合に
より, 以上で述べてきた典型的な励起子絶縁体やスピン状態秩序の描像は実際にはより複
雑となる可能性がある.
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2.2 密度行列くりこみ群法
本研究では, 前節で導入した 2軌道 Hubbard模型の有効模型を 1次元の場合について,

密度行列くりこみ群法 (DMRG: density matrix renormalization group)[62, 63] によっ
て解析する. 本模型の先行研究における解析結果としては平均場近似を用いて解析したも
のや, 厳密対角化法を用いて解析したものが存在する. しかし, 平均場近似においてはシス
テムの空間構造を仮定する必要があり, 厳密対角化においては, 計算機のメモリサイズの
限界からシステムサイズを 10サイト以下に限定する必要がある. 本研究では 1次元系に
対して DMRGを用いることにより, より大きなクラスターサイズ (L = 60 ∼ 190)にお
ける解析を行う. これにより, インコメンシュレイトな長周期構造や, 量子臨界的なふるま
いを議論する.

DMRG は量子系の情報を効率的に圧縮することにより, 比較的大きなシステムサイズ
の量子系を恣意的な近似なしに解析することができる. 効率的に解析できる系は 1次元系
に限定されるものの, 量子臨界性やエンタングルメントを解析することのできる手法の 1

つである.

本節では DMRGについてその原理と計算方法について説明する. 特に, テンソルのダ
イアグラム表現を導入することで, DMRG のテンソルネットワーク法としての視点を示
すようにしている.

2.2.1 歴史的なこと
DMRG はWhite により 1992 年に発表された数値計算手法であり, 1 次元量子系の基

底状態を求める上で強力な手法である [62–64]. DMRG は, もともとは, 実空間くりこみ
による量子系の基底状態の計算の改善の流れで導入された. くりこみという名前はここ
に由来する. DMRG は, 現代では, テンソルネットワークによる表現が導入され, 行列
積状態の変分法としての理解もなされている. また, 行列積状態の高次元への拡張とし
て, multi-scale entanglement renormalization ansatz (MERA) や Projected entangled

pair state (PEPS) が考案されている.
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2.2.2 テンソルのダイアグラム表現
DMRG の導入を行うにあたって, テンソルのダイアグラム表現が便利である. ここで
は, その導入を行う. テンソルのダイアグラム表現では次のようにテンソルを表現する.

ここで, cはスカラー, vj は添字 j で要素が識別されるベクトル, aij は添字 i, j で要素が
識別される行列を表す. これらはそれぞれ, ランク 0, 1, 2のテンソルに対応している. 図
からわかるように, 出ている足が添字に対応している.

添字の縮約は, ダイアグラムの足をつなげることで表現する. 例として, 行列-ベクトル
積は次のように書くことができる.

(2.69)

2.2.3 テンソルの特異値分解
DMRG などのテンソルネットワーク法において特異値分解 (SVD: singular value

decomposition) は重要な役割を持つ. SVDを利用することにより, 高ランクのテンソル
の情報を圧縮して扱うことが可能となる. SVDは以下のようなテンソルの分解を表す.

Θijkl =
∑
a

ΛaUaijVakl (2.70)

ここでは例としてランク 4のテンソルの添字 ijklを ij と klの 2つずつに分解する SVD

を示したが, 一般には任意のランクのテンソルを任意の分け方で分解することができる.

この SVDをダイアグラムで表現すると次のようになる.

(2.71)

ここで, 式 (2.70) において Λ はランク 1 のテンソルだが, 式 (2.71) においては, 便宜上,

対角要素のみ非ゼロの値を持つランク 2のテンソルとして表現している. ここでは Λを特
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異ベクトルと呼ぶ. Λ の各要素は特異値と呼ばれ, 全て正の実数に取ることができる. U

および V は基底変換を表すテンソルであり, 後で述べるようにユニタリ性をもつ.

特異ベクトル Λの要素を Λ0 ≥ Λ1 ≥ · · · ≥ ΛN−1 ≥ 0 となるように並び替えたとする.

ここで, χ番目以降の特異値を無視し, 次元削減したもの Λ̃とする. 以降ではこの χをト
ランケーション数とよぶ. 同様に, テンソル U , V の対応する次元について, 特異値と対応
するように並び替え, 次元削減をしたものをそれぞれ Ũ , Ṽ とする. このとき, Λ̃, Ũ , Ṽ に
よって復元されるテンソル Θ̃ はもとのテンソル Θ の近似になっている. 実際に Θ と Θ̃

の差分のフロベニウスノルムの 2乗 ||Θ− Θ̃||2 を計算すると

∑
ijkl

(Θ− Θ̃)∗ijkl(Θ− Θ̃)ijkl =

N−1∑
s=χ

Λ2
s (2.72)

となることが証明できる. ここで, ∗ は複素共役を表す. 右辺∑N−1
s=χ Λ2

s は切り捨てた特異
値の 2乗和であり, トランケーションエラーと呼ばれる. 式 (2.72)はトランケーションエ
ラーが十分小さければ, Θ̃は Θの良い近似であることを意味する. 上記のような手続きに
より, もとのテンソル Θをより少ない容量で近似するテンソルネットワーク {Λ̃, Ũ , Ṽ }を
構成することができる.

ここで, 次元削減した基底変換テンソル Ũ , Ṽ が以下の性質を持つことを述べておく.

(2.73)

この性質はもととなったテンソル U, V のもつユニタリ性に由来する. 一方で, 一般に

(2.74)

である. これは次元削減の結果, もとの完全系を張ることができていないことと対応する.

トランケーション数 χがもとの完全系の次元に一致する場合には, 等号が成立する. これ
らのユニタリ性は DMRGにおいて利用される.
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2.2.4 行列積状態
前項では多ランクのテンソルを SVDで分解した. DMRGでは, SVD等を駆使して, 波
動関数を行列積状態 (MPS: matrix product state)に分解して扱う. 具体的なMPSの構
成手段は DMRG の手順を説明する項 2.2.6 で述べるとして, ここでは MPS の構造を先
んじて示しておく.

Lサイトの多体波動関数は, ランク Lのテンソルとして表現することができる. 1サイ
トあたりのインデックスの次元を dとすると, 多体の波動関数を直接扱う場合, 全次元は
dL となる. これはシステムサイズ L とともに指数関数的に大きくなるため, 計算機で扱
うことのできる Lは小さい. そこで, 多体波動関数を次のようにテンソルネットワークに
分解する.

(2.75)

最後の行が MPS である. U0 . . . UsA−1, V0, . . . VL−sA−3 は基底変換テンソルである. 実
用上は, 前項で行ったような次元削減を行うことで, コンピュータで扱える程度に基底
変換テンソルの次元を減らす. トランケーション数を χ に制限すると. 必要な容量は
O(max(Ldχ2, d2χ2))となり, Lに対して線形まで小さくなる.

DMRGはMPSを用いたエネルギーの変分法と捉えることができる. MPSを用いた量
子系の手法は DMRG 以外にも, 時間発展を計算する tDMRG[65], TEBD[66] や無限系
を扱う iDMRG[67], iTEBD[68, 69] などがある.

2.2.5 行列積演算子
MPS と同様に, ハミルトニアンなどの演算子を行列積演算子 (MPO: matrix product

operator) の形式 [70] で表現すると 後述する DMRG の手順で便利である. ここで
は MPO の導入を行った後, 具体的な MPO の構成例を示す. 本研究で扱った 2 軌道
Hubbard 模型の有効模型は複雑であり, 紙面に入らないので, 本質を失わない例として
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s = 1/2 Heisenberg模型と t1 − t2 模型を扱う.

Lサイトの多体演算子は, ランク 2Lのテンソルとして表現される. 多体の演算子を次
のように分解できたとする.

(2.76)

最後の行が MPO である. ここで, W0, . . . ,WL−1 はランク 4のテンソルであり, TL, TR

はターミネータと呼ばれるランク 1のテンソルである. MPSとMPOを用いることで物
理量の期待値は次のようなテンソルネットワークで計算できる.

(2.77)

ここで, MPSを構成する U0 および V0 のテンソルのランクが式 (2.75)では 2だったもの
を式 (2.77)では 3に修正している. 式 (2.77)では, U0, V0 と Us ̸=0, Vs ̸=0 のランクを合わ
せるために, 次元 1のダミーの添字を追加している.

式 (2.76)のような演算子のMPOへの分解は任意の演算子 H に対して, 厳密かつ効率
よく行うことができるわけではないが, 1次元系の格子模型における多くのハミルトニア
ンはMPOで効率よく表現することができる. 以下では, いくつかの模型に対してMPO

の具体形を示す.
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Heisenberg模型
s = 1/2の等方的 Hesenberg模型の, Lサイト開放端条件におけるハミルトニアンは以
下で書かれる.

Ĥ =
L−2∑
j=0

Jŝzj ŝ
z
j+1 +

J

2
(ŝ+j ŝ

−
j+1 + ŝ−j ŝ

+
j+1) + h

L−1∑
j=0

ŝzj (2.78)

ここで, ŝj はサイト j における s = 1/2のスピン演算子であり, ŝ+, ŝ− はスピンの昇降演
算子である. ここでは, 混同を避けるため, 一時的に演算子 (ランク 2のテンソル)にはˆを
つけている. 対応するMPOは次にように書き下せる.

TL =
(
1 0 0 0 0

)
(2.79)

TR =


0
0
0
0
1

 (2.80)

W0 = · · · =WL−1 =


1̂ ŝz ŝ+ ŝ− hŝz

0̂ 0̂ 0̂ 0̂ Jŝz

0̂ 0̂ 0̂ 0̂ (J/2)ŝ−

0̂ 0̂ 0̂ 0̂ (J/2)ŝ+

0̂ 0̂ 0̂ 0̂ 1̂

 (2.81)

ここでWs の行列表現のインデックスは式 (2.76)における左右の足に対応し, 行列内の要
素の演算子は上下の足に対応する d × d の行列表現を持つ. 特に, Ws の行列表現内の 1̂

は d× dの恒等演算子であることに注意. 実際にMPO表現の縮約を実行することにより,

式 (2.78)のハミルトニアンが復元されることを確かめることができる.

式 (2.81) の MPO の表現からも, 見て取れるように MPO の表現はゼロが多く含まれ
る. コンピュータで計算する際には, このスパース性を利用して必要な要素のみ確保し, 縮
約の計算を行うことが高速化の上で重要となる.

t1 − t2 模型
次に, スピンレスフェルミオンの次近接ホッピングが存在する模型を考える. ハミルト
ニアンは次のように書かれる.

H = −t1
L−2∑
j=0

(c†j+1cj +H.c.)− t2
L−3∑
j=0

(c†j+2cj +H.c.) (2.82)
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ここで, cj はサイト j におけるフェルミオンの消滅演算子である. 簡単のため以降では演
算子のˆは省略する. 対応するMPOは以下で与えられる.

TL =
(
1 0 0 0 0 0

)
(2.83)

TR =


0
0
0
0
0
1

 (2.84)

W0 = · · · =WL−1 =


1 s+ s− 0 0 0
0 0 0 2sz 0 −t1s−
0 0 0 0 2sz −t1s+
0 0 0 0 0 −t2s−
0 0 0 0 0 −t2s+
0 0 0 0 0 1

 (2.85)

s+, s−, sz はスピン 1/2の演算子と同じ構造をもつ演算子である. 2sz はフェルミオンサ
インを考慮するための演算子であり, 次近接ホッピングにおいて間のフェルミオンの数に
応じて符号を反転する効果がある. このように, 次近接が入るような模型やフェルミオン
系であってもMPOを構成することができる.

周期系のMPO

本研究では周期系の DMRGも行っている. 本研究における模型は複雑であるため, こ
こでは, s = 1/2 Heisenberg模型について周期系のMPOを示す.

ハミルトニアンは次で定義される.

H =
L−1∑
j=0

Jszjs
z
j+1 +

J

2
(s+j s

−
j+1 + s−j s

+
j+1) + h

L−1∑
j=0

szj (2.86)

ここで, 周期境界条件より L = 0である. 式 (2.79)-(2.81)で得られている開放端の場合の
MPOを参照して, ここでは T

(open)
L , T

(open)
R , W (open) とする. また, W (bond) をW (open)

において, オンサイトの演算子を h = 0とおいたものとする. また,

W (trans) =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 (2.87)
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とおく. このとき周期系のMPOは以下で与えられる.

T
(periodic)
L =

(
T

(open)
L T

(open)
L

)
(2.88)

T
(periodic)
R =

(
T

(open)
R

T
(open)
R

)
(2.89)

W
(periodic)
0 =W

(periodic)
L−1 =

(
W (open) 0

0 W (bond)

)
(2.90)

W
(periodic)
1 = · · · =W

(periodic)
L−2 =

(
W (open) 0

0 W (trans)

)
(2.91)

一般にMPOのとり方には任意性があるが, 上のように周期系のMPOを構成しておくこ
とで, 後で述べる DMRGの手続きのひとつである infinite method において, 系の両端の
エンタングルメントを保持した基底を残しながらサイズを大きくしていくことができる.

最後に, MPO の表現が簡単に構成できない演算子もあることを述べておく. 例えば,

exp(−βH)のような演算子は, 多くの場合, MPOの構成が自明ではなく, SVDによる次
元削減や鈴木-Trotter分解が必要となる.

2.2.6 密度行列くりこみ群の手順
ここまででMPS, MPOについて述べてきた. ここでは, これらの表現を用いてDMRG

の具体的な手続きを述べる. DMRGによる解析の手続きは次の 3ステップに大きく分か
れる.

1. (Infinite method) MPSを 2サイトずつ Lサイトまで大きくしていく手順.

2. (Finite method) LサイトのMPSを最適化する手順.

3. (物理量の計算) 構成したMPSを使って各種物理量を計算する手順.

以下では, それぞれの手続きを説明する.

Infinite method

Infinite method では基底状態を表現するMPSを 2サイトずつ大きくしていき Lサイ
トのMPSを構成する手続きである. 以下に具体的な手続きを示した.

1. 予め, 式 (2.76)のようなハミルトニアンのMPO表現 {TL,W0, . . . ,WL−1, TR}を
構成しておく.
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2. 初期の両端テンソル L0, R0 を次のように設定する.

(2.92)

ここで, TL, TR はMPOのターミネータであり, コの字型のテンソルは 1× 1の単
位行列である. また, 現在の左側のサイト数として

s = 0 (2.93)

とおく.

3. 2(s + 1) サイトのハミルトニアン {Ls,Ws,WL−s−1, Rs} と状態ベクトル Θ につ
いて, 行列-ベクトル積は以下のように表される.

(2.94)

これを用いて, Lanczos法などにより基底状態の Θを求める. 式 (2.94)において,

行列-ベクトル積に必要な縮約に数字を振っている. この数字は縮約を取る順番を
表している. 数学的には縮約の順序は関係ないが, コンピュータ上で計算する際に
は, 順序をうまく取らないと計算時間や必要なメモリ容量が非常に大きくなってし
まう.

4. もし s==L/2− 1なら, 終了する.

5. SVDにより, 以下のように Θを {Us,Λ, Vs}に分解する.

(2.95)
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ここで, Λおよび, Us, Vs は, トランケーション数の制限 χに応じて必要な次元に
次元削減する.

ここでは, Us, Vs を得るのに SVDを用いているが, SVDの代わりに縮約密度行列
の対角化を用いる方法もある. この方法は, 励起状態も計算する DDMRGなど, 同
じ基底変換テンソルで複数の波動関数を表現したい場合には必須となる.

6. Ls+1 および Rs+1 を次のような縮約により設定する.

(2.96)

ここで, Ls+1 の定義内の数字は縮約の順番を表す.

7. 現在の左側のサイト数 sを

s = s+ 1 (2.97)

のように更新し, 3. に戻る.

以上の手続きにより, 式 (2.75) の MPS {U0, U1 . . . UL/2−2,Θ, VL/2−2, . . . V1, V0} およ
び, MPO を縮約した表現として L0, . . . , LL/2−1, R0, . . . , RL/2−1 を得た. これらは次の
Finite methodで使う.

Finite method

次に, 系のサイト数 Lを固定しエネルギー及び, MPSを最適化する finite methodの手
順を説明する.

Finite method ではMPSの回転 (rotation)と呼ばれる操作を行う. 次にMPSの右回
転の手順を示す.

(2.98)

左辺から中辺にかけては, SVD により, Θ → {UsA ,Λ, VL−sA−2} と分解している. この
ときトランケーション数に応じて適当に次元削減する. また, 中辺から右辺にかけては,

{Λ, VL−sA−2, VL−sA−3}の縮約を取り, 右回転後の波動関数の表現 Θ′ を取得している.
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MPSの右回転にあわせて, ハミルトニアンの縮約したテンソル表現 LsA+1 も設定する.

(2.99)

この回転後, RL−sA−2 は使わないので破棄することになる. 左回転も右回転と同様に行う
ことができる.

Finte method では回転の後, 新しく得られた波動関数の表現 Θ′ を更新する操作を行
う. DMRG の場合は, infinite method における手順 3. と同様にして, Lanczos 法によ
り, 基底状態を求める. このとき, Lanczos法の初期ベクトルとして回転後の Θ′ を用いる
と収束が速くなる. この理由は, 回転後の Θ′ がすでに基底状態の良い近似となっており,

SVDで落とした特異値程度の誤差しかないためである.

Finite method では, 回転と波動関数の更新を繰り返すことにより, MPSを最適化して
いく. Infinite method が終了した時点で Θは系の中央に位置するので, 続いて以下の操
作を行う.

1. (左回転 +更新)を L/2− 1回繰り返すことにより, Θを左端に移動させる.

2. (右回転 +更新)を L− 2回繰り返すことにより, Θを右端に移動させる.

3. (左回転 +更新)を L/2− 1回繰り返すことにより, Θを中央に戻す.

これを 1スイープとして, スイープをエネルギーが十分収束するまで繰り返す.

DMRG では, 波動関数の更新の手続きを, Lanczos 法により求めた基底状態で波動関
数を置き換えることで行っている. この波動関数の置き換えを時間発展に変えることで
MPSの時間発展を計算することができる. exp(−itH)の鈴木-Trotter分解とMPSの回
転を組み合わせて, MPSの時間発展を計算する手法は tDMRG法と呼ばれている.

物理量の計算
以下では物理量の計算を行う. 式 (2.75) のような MPS 表現のままでも, 相関関数な

どの期待値の計算は行うことができるが, ここでは, 物理量の計算において, より便利な
MPSの表現であるカノニカル形式を用いた方法を説明する.

式 (2.75)のようなMPSをカノニカル形式のMPSに変換する手続きでは以下のような
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テンソルネットワークの変換を行う.

(2.100)

ここで, 式 (2.100)の 2行目では SVDにより Θ′ を分解し, 適当に次元削減をしている. 3

行目では∑b(Λs)ab(Λ
−1
s )bc = δac となる特異ベクトルの行列の逆行列 Λ−1

s を導入してい
る. 4行目では {Λ−1

s , U ′
s}の縮約を取り Γs+1 を構成している. 注意点として, Λの要素に

は, しばしば, ゼロやゼロに非常に近い値が入るため, Λ−1
s を構成する際にはそれらを除い

て, 対応する要素をゼロにしておく必要がある.

式 (2.75)のような形式のMPSにおいて, Θを SVDで分解したのち, 式 (2.100)の変換
を繰り返すことによりMPSは最終的に次のカノニカル形式に変換できる.

(2.101)

ここで, Γ0,ΓL−1 は, それぞれ U0, V0 で設定しており, Λ0 は 1× 1の単位行列の波動関数
の絶対値倍 (規格化されていれば 1)である. 式 (2.101)の良いところは任意の sに対して,
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左カノニカル

(2.102)

および, 右カノニカル

(2.103)

が成立することである. この性質を用いることにより, 物理量は簡便に計算できる.

サイト s に対する 1 サイト演算子の期待値 ⟨As⟩ は, 次のように計算できることが示
せる.

(2.104)

また, サイト s, s′ に対する 2サイト相関関数 ⟨AsBs′⟩ は次のように計算できることが示
せる.

(2.105)

2サイト相関関数 ⟨AsBs′⟩の計算における実用上のテクニックとして, sを固定して, 縮約
を取りつつ, 各 s′ について計算することによって, 効率的に多くの s′ について, ⟨AsBs′⟩
が計算できる.
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2.2.7 縮約密度行列とエンタングルメントエントロピー
本項では, 縮約密度行列とエンタングルメントエントロピーについて, MPSによる表現
により, 説明する.

多体波動関数の密度行列は次のように表現される.

(2.106)

部分系の密度行列は, 縮約密度行列と呼ばれる. 部分系 Aの縮約密度行列は全系から系 A

を除いた Āをトレースアウトすることにより得られる.

ρA = TrĀ(ρ) (2.107)

Lサイトの全系を, サイト s = 0, . . . , l − 1からなる l サイト系とサイト s = l, . . . , L − 1

からなる L− lサイト系に分解したとき, の lサイト系の密度行列 ρl をダイアグラム表現
すると次のようになる.

(2.108)

最後の行ではMPSのカノニカル形式を導入しており, 右カノニカル性 (式 (2.103))を用
いて計算したものである.

最後にエンタングルメントエントロピーとその計算方法について説明する.
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エンタングルメントエントロピー S は, 部分系の密度行列を ρとし, その固有値を pi と
するとき

S = −
∑
i

pi log pi (2.109)

で定義される. 式 (2.108)から, 部分系 ρl に対するエンタングルメントエントロピー S(l)

は, 特異ベクトル Λl を用いて次のように得られることが示せる.

S(l) = −
∑
i

Λ2
li log Λ

2
li (2.110)

2.2.8 量子数分割
本項では, ハミルトニアンの量子数分割により多体のハミルトニアンの対角化の計算コ

ストを減らす方法について簡潔に述べる.

ハミルトニアンHが演算子 Qと可換である, すなわち

[Q,H] = 0 (2.111)

のとき, Qと Hは同時対角化可能である. 従って, Qの固有値 q に対するハミルトニアン
のブロックをH(q) として,

H =
⊕
q

H(q) (2.112)

のように書くことができる. これを量子数分割と呼ぶ. また, 各スカラー値 q を量子数と
呼ぶ. H(q) の次元ははHの次元以下となる. そのため, Qを対角化する表現が既知である
場合, H(q) を構成してそれを対角化することで 計算コストが小さくなる. これにより, 厳
密対角化法や DMRGの計算速度を劇的に高速化することができる.

演算子 Qとしては, 系の全粒子数の演算子 N =
∑

i ni や, 系の全磁化m =
∑

i s
z
i のよ

うな Q =
∑

i qi となるタイプの演算子が利用できる場合が多い. ここで iはサイトのイン
デックスである. 以降では, このような量子数分割を DMRGで扱う方法について概略を
述べる. 並進演算子もハミルトニアンと可換になることが多いが, 扱いが特殊であるため
ここでは扱わない.

DMRG においては, 量子数分割はテンソルのブロック化という形で現れる. 量子数を
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考慮した場合の各テンソルのブロック性を次に示す.

(2.113)

ここで, 各テンソルの足のインデックスが所属する量子数を q で表した. 各テンソルの
成分は右側に示したの条件に一致するブロックに所属するときのみ比ゼロの要素を持つ.

qtarget は計算でターゲットとする量子数である. SVD や縮約、対角化の際に非ゼロとな
りうるブロックのみを扱うことで効率的な計算プログラムを構築できる.

2.2.9 本研究における量子数分割と磁場効果の解析
本研究では, 有効模型 (2.59)を DMRGにより解析する. 系は 1次元系であり, 必要に
応じて開放端条件と周期境界条件を使いわける. DMRGにおけるトランケーション数は,

相図の決定では χ = 64とし, その他の物理量やエンタングルメントエントロピーの解析
では, 主に χ = 256としている.

有効模型のハミルトニアン (2.59) は, 次の 2 つの量子数が存在する. 1 つは全磁化∑
i s

z
i である. もう 1つは高スピン状態の数を 2で割った余り n

(2)
H が量子数となる. n

(2)
H

の偶奇でハミルトニアンがブロック対角化される. 本研究における DMRGでは, これら
2つの量子数の組み合わせによる量子数分割を適用した.

本研究では磁場効果の解析も行っている. DMRG の解析では, 量子数分割により磁化
を固定しているので, 各磁化におけるエネルギーの値からその磁化に必要な磁場の大きさ
を求めている. この手順を示す. 磁場中のハミルトニアンは次のように書くことができる.

H =
m=L⊕
m=0

(H(m)
0 −mH1(m)) (2.114)

ここで, H(m)
0 は磁場がない場合におけるブロックの磁気量子数mにおけるハミルトニア

ンである. 各 H(m)
0 の基底状態のいずれかが磁場下において基底状態になるため, それら
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の空間の直和にHを射影すると次が得られる.

PHP =
m=L⊕
m=0

(E
(m)
0 −mH) |ϕ(m)

0 ⟩ ⟨ϕ(m)
0 | (2.115)

ここで E
(m)
0 は, H(m)

0 の基底状態のエネルギーであり, |ϕ(m)
0 ⟩は基底状態である. これら

は DMRG により求める. 式 (2.115) より, 磁場下でのハミルトニアン H の基底状態は,

E
(m)
0 −mH を最小化するmを求めればよい. これは

∂E
(m)
0

∂m
= H (2.116)

を解くことと同等であり, Em
0 をmに対してプロットした場合には, 傾きが磁場と対応し

ている.
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結果

3.1 2軌道 Hubbard模型の低エネルギー有効模型の基底状態
本節では, 磁場のない場合について, DMRGにより得られた 2軌道 Hubbard模型の低

エネルギー有効模型 (2.59)の基底状態を示す.

本節における DMRGによる解析では, システムサイズを L = 60, トランケーション数
を χ = 256としている. 以下ではエネルギーの単位として

√
t2a + t2b を用いる.

3.1.1 J - ∆基底状態相図
擬スピン間相互作用の異方性に対応するパラメータとして, η = 1 (⇔ ta = tb)と固定

した場合を考える. Hund結合の大きさ J と結晶場分裂の大きさ ∆の張る平面上におけ
る基底状態相図を図 3.1に示す. ここで, クーロン相互作用の大きさは以下のように固定
している, U/

√
t2a + t2b = 12, U ′ = U − 2J , J = I. これらのパラメータはクーロン相互

作用が強い強相関領域に対応する. 図 3.1において, 相は結晶場分裂 ∆が増大するととも
に HS → EI → LS と変化する. ここで, HS は高スピン相 (high-spin phase), EI は励起
子絶縁体相 (excitonic-insulating phase), LS は低スピン相 (low-spin phase) をそれぞれ
表す. 図 3.1における相境界はエンタングルメントエントロピーの不連続性によって決定
している. エンタングルメントエントロピーの詳細については, 節 3.3で議論する.

図 3.2に, 図 3.1において破線で示しているラインに沿ったパラメータにおける物理量
を示す. 図 3.2(a)では, サイトあたりの HS状態の期待値 ⟨PH⟩および LS状態の期待値
⟨PL⟩を示している. ここで, ⟨PH⟩+ ⟨PL⟩ = 1が成立する. HS相では ⟨PH⟩ ∼ 1であり,

LS相 ⟨PH⟩ ∼ 0となっている. EI相では, 結晶場分裂 ∆の増大に従って ⟨PH⟩がなめら
かに減少する. HS-EIおよび EI-LSの相境界では, ⟨PH⟩および ⟨PL⟩は連続であるが, 1

階微分が不連続となる.
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図 3.1 有効模型 (2.59)の J - ∆基底状態相図. 他のパラメータは以下のように固定
している. U/

√
t2a + t2b = 12, η = 1 (⇔ ta = tb). エラーバーは数値解析における離

散化幅.

図 3.2 1サイトあたりの各状態の期待値 (a)と最近接相関関数 (b). モデルパラメータ
は図 3.1における破線と同一であり, U/

√
t2a + t2b = 12, J/

√
t2a + t2b = I/

√
t2a + t2b =

2, η = 1 (ta = tb).

EI相においては自発的な対称性の破れが得られていない. すなわち, 擬スピンに対して
⟨τxΓi⟩ = ⟨τ

y
Γi⟩ = 0が任意の Γ, iに対して成立しており, スピンに対して ⟨sγ⟩ = 0が任意

の γ に対して成立している. さらに並進対称性も存在しており, スピン状態の超格子構造
は現れていない. EI 相の性質は, 最近接相関関数から理解することができる. 図 3.2(b)

に最近接相関関数 ⟨τxΓ,iτxΓ,i+1⟩, ⟨τ
y
Γ,iτ

y
Γ,i+1⟩, ⟨τzΓ,iτzΓ,i+1⟩ および ⟨szi szi+1⟩ を示す. これら

は擬スピン間相互作用の局所的なエネルギーに対応する. 注意点として, ⟨τzΓi⟩ は有限の
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値を持つが, この値を相関関数から差し引いていない. 図に示した最近接相関関数は 1次
元系の中央 2サイト間のものである. また, 系の回転対称性から擬スピン間の相関関数は
Γ = X,Y, Z に依存せず, また, スピン相関関数は γ = x, y, z に依存しない. 図 3.2(b)に
おいて, EI 相における最近接相関は ⟨τxΓ,iτxΓ,i+1⟩ < ⟨τ

y
Γ,iτ

y
Γ,i+1⟩ < ⟨τzΓ,iτzΓ,i+1⟩ となって

いる. これは, 擬スピン間の相互作用の異方性が η = 1においては Jx > Jz となるため, c

方向の擬スピンの反強磁性が強く得られていると解釈できる. 更に, 本模型ではペアホッ
ピング I の存在により Jx > Jy である. これにより, x方向の擬スピンの反強磁性が y 方
向よりも強く現れる結果となったと考えられる. ⟨τxΓ,iτxΓ,i+1⟩ が強い反強磁性を示すこと
は, EI相が励起子の運動エネルギーによって安定化していることを示している. この性質
をもって, 本研究では, 図 3.1および 図 3.2における中間相を EI相と呼んでいる. 最近接
相関関数の結果から, EI相において 励起子とみなせる HS状態が局在化せず, 量子揺らぎ
によってある程度遍歴的に存在していることがわかる. 一方で, EI相において, 励起子絶
縁体に対応する長距離秩序は得られていない. また, 相関関数のスケーリングについても
指数関数的か冪的かの判定が本研究の範囲では十分な精度で得られていない. そのため,

本研究においては励起子絶縁体相という言葉を, より広い意味で使っていることに注意が
必要である. EI相の非局所的な性質については, 各種相関関数やスピンギャップを通して
次節以降でより詳しく議論する.

図 3.2(b)において, 最近接のスピン相関関数は HS相と EI相において反強磁性的であ
る. 特に EI相では反強磁性的なスピン相関が HS相に向けて連続的に発達している.

3.1.2 η - ∆基底状態相図
次に, Hund 結合の大きさを J を固定し, 縦軸に擬スピン感相互作用の異方性 η =

2tatb/(t
2
a + t2b) をとり, 横軸に結晶場分裂の大きさ ∆ をとった場合の基底状態相図

を図 3.3 に示す. クーロン相互作用のパラメータは, それぞれ, U/
√
t2a + t2b = 12,

U ′/
√
t2a + t2b = 8, J/

√
t2a + t2b = I/

√
t2a + t2b = 2 としている. η = 1 の場合にも得ら

れている HS 相, EI 相, LS 相に加えて, 図 3.3 では, 新たにスピン状態秩序相 (SSO 相:

spin-state ordering phase) が得られている. SSO相では, 並進対象性が一部破れており,

HS 状態の期待値 ⟨PHi⟩ がサイトごとに異なる値を取る. 一般的に SSO の構造は η と
∆ に依存しており, 様々な構造を取りうるが, 特に安定な構造として 3 倍周期構造であ
る LS/HS/HS構造が得られている. SSO相の空間構造の詳細については次節で焦点を当
てる.

図 3.3では, SSO相を特徴づけるために, DMRGにおける解析でのスピン状態がサイト
ごとに異なる状態となることを参照している. 具体的には, max(⟨PHi⟩)i−min(⟨PHi⟩)i >
10−2 のとき, SSO相としている. ここで iは, システムサイズ L = 60の開放端条件を持
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図 3.3 η-∆ 基底状態相図. モデルパラメータは, U/
√

t2a + t2b = 12, J/
√

t2a + t2b =

I/
√

t2a + t2b = 2.

つ 1次元系における中央 20サイトを参照する.

本研究で得られた基底状態相図である図 3.1および図 3.3について, その概観は典型的
な擬スピンの描像 (表 2.1)によって理解することが可能である. また, 基底状態相図の概
形は先行研究における平均場近似を用いた解析結果 [3, 24] と整合している. しかしなが
ら, HS相と EI相では, スピンと擬スピンの秩序化は見られていない. この結果は平均場
近似の結果と異なる. これは, 1 次元系における強い量子揺らぎの効果を DMRG により
取り入れたためと解釈される. また, DMRGにより, 比較的大きな 1次元クラスターを用
いたことで多様なスピン状態秩序が新しく得られたと解釈される.

3.1.3 EI相の空間構造
本項では, EI相におけるスピン状態の空間構造を相関関数を通してみていく.

本項および次項における DMRGによる解析では, システムサイズを L = 60とし, 周期
境界条件を採用している. また, DMRGのトランケーション数を χ = 256としている. 周
期境界条件を採用している理由は以下である. EI相や SSO相ではインコメンシュレイト
な波数で特徴づけられる長波長構造が現れる場合がある. そのため, ハミルトニアンに各
波数に対応する並進対象性があり, 空間における有限サイズ効果を評価しやすい周期系を
採用している. 一方で, 本来, DMRGにおけるMPSの構造は周期系の解析に向かないた
め, これを補うために大きいトランケーション数を採用している. また, 開放端条件と周期
境界条件で相図の変化は図 3.3におけるエラーバーよりも小さいことが確認されている.
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EI相および SSO相の空間構造を見るための相関関数として以下の相関関数の波数表示
を導入する.

CX(k) =
1

L

∑
ij

⟨XiXj⟩ cos [k(i− j)] . (3.1)

ここで, Xiはサイト iにおける 1サイト演算子である. 注意点として, CX(k)では, 1サイ
ト演算子の期待値の積が差し引かれていないことがある. これは, SSO相において CX(k)

により空間構造を解析したいためである.

特に本項では, EI 相の相関関数の空間的な性質に注目する. クーロン相互作用のパ
ラメータとしては, 前節に引き続き U/

√
t2a + t2b = 12, J/

√
t2a + t2b = I/

√
t2a + t2b = 2,

U ′ = U − 2J を採用する. HS相と LS相の間の領域で EI相が実現するパラメータとし
て η = 2tatb/(t

2
a + t2b)について, η = 1.0と η = 0.5のときを見ていく.

図 3.4 η = 1.0における EI相の相関関数の波数依存性. (a)に HS状態の空間分布に
関する相関関数CPH (k)について, (b)にスピン相関関数の波数依存性Csz (k)について
それぞれ示している. 破線は各色に対応する結晶場分裂の大きさ∆/

√
t2a + t2b における

HS状態の空間平均期待値 ⟨PH⟩に対応する波数として, (a)ではmin(⟨PH⟩ , 1−⟨PH⟩)
を, (b) では ⟨PH⟩ /2 をそれぞれ示している. 他のパラメータは, U/

√
t2a + t2b = 12,

J/
√

t2a + t2b = I/
√

t2a + t2b = 2, U ′ = U − 2J としている.

η = 1 (⇔ ta = tb) の場合には, 結晶場分裂の大きさが 5.55 ≤ ∆/
√
t2a + t2b ≤ 6.15に

おいて EI 相が実現する. この周辺領域における相関関数の波数表示をいくつかの結晶
場分裂の大きさ ∆/

√
t2a + t2b に対して図 3.4 に示す. 図 3.4(a) には HS 状態の空間分布

に関する相関関数 CPH
(k) を示している. EI 相においてはスピン状態の超格子構造は生

じていないので, CPH
(k ̸= 0)の波数依存性は HS状態の空間的な量子揺らぎを表してい

る. 一方で, CPH
(k = 0)における強いピークは HS状態の一様な期待値に由来している.

CPH
(k ̸= 0)は LS相と HS相では小さい値を取り, EI相では大きい値を取る. このこと

は EI 相では LS 状態と HS 状態が拮抗することで, ゆらぎが強い状態になっていること
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を表している. EI 相において, CPH
(k ̸= 0) が強い波数依存性を持つことから, EI 相で

は励起子の運動により量子的なエンタングルメントが空間的に広がっていることを表し
ている. EI 相では, CPH

(k) は k/2π < min(⟨PH⟩ , 1 − ⟨PH⟩) においては k とともに上
昇し, k/2π > min(⟨PH⟩ , 1− ⟨PH⟩)においては一定となっていく. ここで, ⟨PH⟩は結晶
場分裂の大きさ ∆/

√
t2a + t2b によって決まる HS状態 (励起子)の空間平均期待値であり,

∆/
√
t2a + t2b に対して単調に減少する. このような図 3.4(a)に見られる相関関数のふるま

いは, 自由スピンレスフェルミオンに見られる粒子数の相関関数のふるまい Cn(k)によく
似ている. このことから, EI 相においては HS 状態が遍歴的なフェルミオンの準粒子の
ように振る舞っていることが示唆される. 一方で自由粒子の場合との大きな違いとして,

CPH
(k → 0)が有限の値を持っている. これは, 本有効模型においては∑i PHi がハミル

トニアンと交換しないことと対応している. これはペアホッピング I が有限に存在してい
ることに由来しており, 人為的に I = 0 とした場合には, 擬スピンに対する U(1) 対称性
が回復し, CPH

(k → 0) = 0となると予想される.

図 3.4(b) では, 図 3.4(a) と同じパラメータ領域におけるスピン相関関数 Csz (k) を示
している. Csz (k) は EI 相と HS 相で大きい値を持つ. 特に HS 相は有効的に s = 1 の
Heisenberg模型となっており, 反強磁性的な相関が k = π に現れている. EI相ではイン
コメンシュレイトな波数にピーク構造が現れる. この波数は k = π ⟨PH⟩に位置しており,

HS状態の期待値に対応する磁気構造が現れていると解釈できる. この構造は, HS状態の
期待値 ⟨PH⟩, ひいては結晶場分裂の大きさ ∆に依存して連続的に変化する.

図 3.5 η = 0.5における EI相の相関関数の波数依存性. (a)に HS状態の空間分布に
関する相関関数 CPH (k)について, (b) にスピン相関関数の波数依存性 Csz (k)につい
てそれぞれ示している.

続いて, η = 2tatb/(t
2
a + t2b) = 0.5におけるスピン状態の相関関数のフーリエ変換を見

ていく. η = 0.5 における CPH
(k) および Csz (k) を図 3.5(a) および 3.5(b) にそれぞれ

示す.
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特に, 図 3.5(a)に示した CPH
(k)においては, ∆/

√
t2a + t2b = 5.70, 5.75において, ピー

ク構造が見られる. これは次節におけるスピン状態秩序の前兆として現れているゆらぎと
解釈できる. 図 3.5(b)に示したスピン相関関数 Csz (k)においては η = 1.0のときのふる
まいと顕著な違いは見られない.

3.1.4 SSO相の空間構造

図 3.6 η = 0.3における SSO相の相関関数の波数依存性. (a)に HS状態の空間分布
に関する相関関数 CPH (k)について, (b) にスピン相関関数の波数依存性 Csz (k)につ
いてそれぞれ示している.

図 3.7 SSO 相におけるスピン状態秩序の結晶場分裂の大きさへの依存性. (a) に
η = 0.3 における SSO 相の相関関数のピーク位置と HS 状態の平均期待値 ⟨PH⟩ の
依存性を示している. (b1)-(b3) に, SSO 相におけるスピン状態秩序の実空間構造
をいくつかの結晶場分裂の大きさ ∆/

√
t2a + t2b について示している. これに対応す

るパラメータを (a) に破線で示している. 他のパラメータは以下で固定している.

U/
√

t2a + t2b = 12, J/
√

t2a + t2b = I/
√

t2a + t2b = 2, U ′ = U − 2J .
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図 3.8 SSO相における LS/HS/HSの 3-fold構造の概念図.

続いて, SSO 相における空間構造に注目する. 擬スピン間の相互作用の異方性を
η = 2tatb/(t

2
a + t2b) = 0.3と固定すると, 結晶場分裂の大きさ∆/

√
t2a + t2b の増大に伴い,

相は HS → EI → SSO → EI → LS と相転移する. この過程のうち, 特に SSO相におけ
る相関関数の波数依存性を図 3.6に示す. 図 3.6(b)に示したスピン相関関数 Csz (k)のふ
るまいでは, η = 1.0, 0.5における EI相でのふるまいと顕著な違いは見られなかった. 一
方で図 3.6(a)における HS状態の空間分布に関する相関関数 CPH

(k)では SSO相におい
て特有のふるまいが見られた. 図 3.6(a)では, ∆/

√
t2a + t2b = 5.75において k = 2π/3に

強いピークが見られ, その周辺のパラメータ領域ではこのビークが 2つに分裂している様
子が見られる. この k = 2π/3における強いピークは LS/HS/HSの 3-fold構造に対応す
るものである. LS/HS/HSの構造の概念図を図 3.8に示す. 本模型の基底状態においてこ
のような LS/HS/HS 構造が現れることは, Jz と Js の競合によるものと解釈できる. Jz

と Js はいづれも t2a + t2b に比例するため, η が小さく, LS状態と HS状態のエネルギーが
拮抗する領域ではこれら 2項が支配的となる. LS/HS/HS構造は, LS状態と HS状態が
隣り合うことで Jz の項のエネルギーを下げており, また, HS状態と HS状態が隣り合い,

s = 0の状態となることで Js の項のエネルギーを下げている.

図 3.7(a)では, 横軸に結晶場分裂の大きさ ∆/
√
t2a + t2b をとり, CPH

(k)においてピー
クを持つ波数 kpeak をプロットしている. 図 3.7(a) にみられる k = 2π/3 におけるプ
ラトーから, k = 2π/3 に対応する LS/HS/HS 構造が安定であることが示唆される. こ
のプラトーの両側ではピークが 2 つに分裂していく様子が見られる. ピークの波数は
min(⟨PH⟩ , 1− ⟨PH⟩)におよそ一致しており, 結晶場分裂の大きさ ∆/

√
t2a + t2b によって

決まる HS状態の期待値に応じた空間構造が実現している. ピークの分裂に従い, SSO相
の空間構造は変化していく. 図 3.7(a)におけるピーク位置の変化が有限サイズ (L = 60)

の範囲内で連続的であることから, L → ∞ではインコメシュレイトな構造が実現すると
予想される. ピークが分裂していく際の実空間構造のスナップショットを図 3.7(b1)-(b3)

に示す. 図 3.7(b1)において実現している LS/HS/HSの 3倍周期構造が, ∆/
√
t2a + t2b の

増大によって, 図 3.7(b2) のようにキンク構造が挿入されていき, より離れると一般には
図 3.7(b3)に見られるような複雑な構造を取る. 最後に SSO相は ⟨PH⟩ > 0.5の範囲での
み得られており, ⟨PH⟩ < 0.5では EI相が実現している. このことは, 最近接 HS状態間に
働くスピンの交換相互作用が SSO相におけるスピン状態秩序の安定化に寄与しているこ
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とを示唆している.

3.1.5 結論
本節では, スピン状態転移近傍におけるスピン・軌道状態について, 1 次元 2 軌道

Hubbard 模型の有効模型に対する DMRG による解析によって, 基底状態相図を作成し
た. 結果として, 低スピン (LS)相と高スピン (HS)相の間に励起子絶縁体 (EI)相とスピ
ン状態秩序 (SSO) 相が得られた. EI 相は各軌道間のホッピングの比が 1 に近い領域で
実現し, SSO相はゼロに近い領域で実現する. EI相では励起子が空間的に揺らぐことで,

スピン状態の秩序化が見られない. 本研究においては, 励起子絶縁体に対応する秩序変数
はゼロとなり, 対称性の破れは見られなかった. これは, スピン間相互作用により, 励起
子秩序が乱された結果と解釈される. また, 1次元系における強い量子揺らぎも寄与して
いる可能性がある. SSO相では, スピン状態が局在し, 超格子構造が現れる. 本研究では,

DMRGにより, 60サイトクラスターでの厳密な解析を行ったことにより, LS/HS/HSの
3倍周期構造を基本とし, その周辺でインコメンシュレイトな波数を持つ様々な構造が結
晶場分裂の大きさに応じて実現することが示された.
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3.2 2軌道 Hubbard模型の低エネルギー有効模型の磁場効果
本節では導出した 2軌道 Hubbard模型の有効模型について, その磁場効果の数値解析
の結果を示す.

3.2.1 磁場中相図

図 3.9 磁場中相図 (H-∆相図). パネル (b)はパネル (a)の破線で囲まれた低磁場領
域を拡大した相図. パネル (a)における (I)-(IV)の破線で示したラインは, 次項以降で
注目する磁化過程. ホッピングは η = 2tatb/(t

2
a + t2b) = 1であり, クーロン相互作用の

パラメータは U/
√

t2a + t2b = 12, U ′/
√

t2a + t2b = 8, J/
√

t2a + t2b = I/
√

t2a + t2b = 2

としている.

本項では, EI相が得られる領域における磁場中相図を示す. η = 1.0 (⇔ ta = tb)と固
定し, 結晶場分裂の大きさ ∆ と磁場 H に対する H − ∆ 基底状態相図を図 3.9 に示す.

クーロン相互作用のパラメータは U/
√
t2a + t2b = 12, U ′/

√
t2a + t2b = 8, J/

√
t2a + t2b =

I/
√
t2a + t2b = 2 としている. これは図 3.3における η = 1の領域に対応する. 図 3.3で

は, HS相, EI相, LS相に加えて, 新たに, 磁化した EI相その 1 (MEI-1相), 磁化した EI

相その 2 (MEI-2相), 磁化した HS相 (MHS相), 完全偏極相 (Full-Polar相)が得られた.

相境界は全て 2 次転移である. 各相境界は磁化曲線の微分の不連続性によって決定して
いる.

基底状態相図の作成においては, 基本的に, システムサイズを L = 60, DMRGのトラン
ケーション数を χ = 64としている. 例外として, HS相及び EI相におけるスピンギャッ
プに対応する相境界はより精度の高い解析をしている. これは次項で述べる.
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3.2.2 スピンギャップ
図 3.3(b)からわかるように, HS相, EI相, LS相では, 弱い磁場に対しては磁化が応答

せず, スピンギャップが存在する. スピンギャップを精密に決定するために, HSとMHS

の相境界および EI と MEI-2 の相境界は有限サイズ外挿によって決定している. スピン
ギャップの外挿に用いるフィッティング関数は以下の関数形を用いている.

∆s(1/L) = ∆s(0) + a/L+ b/L2. (3.2)

ここで, L はシステムサイズ, ∆s(0), a, b はフィッティングパラメータであり, 特に
∆s(0) は無限系におけるスピンギャップの大きさ. 外挿に用いるシステムサイズは
L = 64, 128, 192, 256であり, 外挿においては DMRGのトランケーション数を χ = 256

としている. 有限サイズにおけるエネルギーギャップを DMRGにより決定する際に, 式
(2.59) のハミルトニアンが m =

∑
i s

z
i と可換であることを用いた量子数分割を利用し,

m = 0, 2における基底状態エネルギーの差 E(m = 2) − E(m = 0)をスピンギャップと
した. E(m = 1) − E(m = 0)を採用しない理由は以下である. 解析の結果, HS相と EI

相においては m = 1 の基底状態は m = 0 の基底状態とほとんど縮退していることがわ
かっている. HS相と EI相では s = 1の HS状態が存在するため, AKLT模型 [71]にお
ける端状態の縮退に対応する縮退が予想される. 本研究で得られている m = 0と m = 1

の縮退は, この端状態の自由な s = 1/2スピンに対応する縮退であると考えられる. この
端の磁化の寄与は無限系では消えるため, ここではm = 1の磁化は無視している.

いくつかの ∆/
√
t2a + t2b に対して, 外挿におけるスピンギャップのシステムサイズ依

存性を図 3.10に示す. 図 3.10ではフィッティング関数 (3.2)がうまく機能していること
が確かめられる. ∆/

√
t2a + t2b = 6.00は, EI-LS相境界に近いパラメータであり, スピン

ギャップが非常に小さくなり, その値が正確に得られなくなる.

LS相においては, LS状態と HS状態の間のエネルギー差 EH − EL に対応するスピン
ギャップが存在する. HS相におけるスピンギャップは, s = 1 の 1次元 Heisenberg模型
における Haldane ギャップ [72] に対応する. HS 相においては LS 状態のエネルギーが
高いため, この基底を切り捨てることによって, 有効模型 (2.59) は s = 1 の Heisenberg

模型に帰着する. 実際に HS 相におけるスピンギャップの大きさは Haldane ギャップ
∆ ≃ 0.4105Js = 0.02932とよく一致する [63]. EI相におけるスピンギャップは HS相と
の境界で HS相の Haldane ギャップに接続している. また, LS相に近づくにつれてスピ
ンギャップは小さくなっていき, LS 相との相境界ではスピンギャップが閉じる. AKLT

模型におけるスピンギャップは基底状態に端状態に由来する 4重縮退が見られるが, EI相
の基底状態にも端状態に由来する 4重縮退が確認されている. 従って, EI相におけるスピ
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図 3.10 スピンギャップのシステムサイズ依存性. (a) では L に対して, (b) では
1/L に対して示している. 各点は DMRG によって求めたスピンギャップであり,

実線は式 (3.2) によるフィッティングの結果である. フィッティングに用いた点は
L = 64, 128, 192, 256 である. ∆/

√
t2a + t2b = 5.40 は HS 相であり, ∆/

√
t2a + t2b =

5.60, 5.80, 6.00は EI相である.

ンの性質は AKLT 模型における valence bond solid (VBS) 状態と同種であることが予
想される. また, EI相のスピンギャップは 1次元に特有であると考えられる.

3.2.3 HS相の磁化過程

図 3.11 HS 相における磁化過程. この磁化過程は図 3.9(a) における破線 I に対応
している. パネル (a) は磁化曲線と各状態の期待値を示しており, パネル (b) は最近
接相関関数を示している. ⟨M⟩ は磁化を表しており, 飽和磁化のとき ⟨M⟩ = 1 であ
る. ⟨PHz

s=0,±1⟩は HS状態のトリプレットのそれぞれの空間平均期待値を表しており,∑
sz=0,±1 ⟨PHsz

⟩ = ⟨PH⟩が成立する.
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図 3.12 HS相のうち, EI 相に近い領域における磁化過程. この磁化過程は図 3.9(a)

における破線 IIに対応している.

本項からは, HS相, EI相, LS相の各相における磁化過程を示す.

HS相の広い範囲では, 磁化過程に伴う相転移は, HS→ MHS → Full Polar となる. 図
3.9(a)における磁化過程 (I)はそのひとつである. 図 3.11に図 3.9(a)(I)に対応する磁化
曲線と関連する物理量を示す. 図 3.11(a) において, HS 相の磁化過程に現れる MHS 相
では, LS 状態の期待値がほとんどゼロとなっている. さらに, 図 3.11(b) では相関関数
⟨τxΓ,iτxΓ,i+1⟩ がほとんどゼロとなっている. このことから, HS 状態の広い領域では, 磁場
の印加により LS状態が励起されず, 励起子相関も現れないことがわかる.

HS相のうち, EI相に近い領域では, 他の領域の HS相とは異なる磁化過程が得られる.

この磁化過程に伴う相転移は, HS→ MHS → MEI-2 → MEI-1 → Full Polar となる. こ
こでは, HS相において磁場誘起の励起子絶縁体相が得られている. 図 3.9(a)における磁
化過程 (II)はそのような磁化過程を示す例である.

図 3.12 に図 3.9(a) における磁化過程 (II) に対応する磁化曲線と関連する物理量を示
す. 図 3.12(a)から, MEI-2 相および MEI-1相においては, LS 状態の期待値が非ゼロと
なっている. EI相に近い領域では LS状態のエネルギーが HS状態のエネルギー近くまで
低くなる. さらに, HS状態と LS状態の両方が存在している場合には交換相互作用による
HS状態 (励起子)の運動エネルギーの利得が大きい. そのため, LS状態を励起しても運動
エネルギーが得するMEI相へ転移したと解釈される. 2種類のMEI相の詳細は次項で述
べる.

3.2.4 EI相の磁化過程
EI 相の磁化過程に伴う相転移は, EI→ MEI-2 → MEI-1 → Full Polar となる. ここ

で, 特に低磁場における磁化した励起子絶縁体相をMEI-2相, 高磁場における励起子絶縁
体相をMEI-1相と呼んでいる. このような磁化過程の例として, 図 3.13に図 3.9(a)にお
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図 3.13 EI相における磁化過程. この磁化過程は図 3.9(a)における破線 IIIに対応している.

ける磁化過程 (III)に対応する磁化曲線と関連する物理量を示す.

図 3.13(a) から, 低磁場領域の MEI-2 相では, ⟨PH+1⟩, ⟨PH0⟩, ⟨PH−1⟩, ⟨PL⟩ の全て
が非ゼロであるのに対し, 高磁場領域の MEI-1 相では, ⟨PH+1

⟩, ⟨PL⟩ のみが非ゼロで
あり, ⟨PH0

⟩ および ⟨PH−1
⟩ は MEI-2 相と MEI-1 相の相境界でゼロになることがわか

る. このことから, MEI-2 相においては s = 1 の HS 状態にスピンの向きの自由度が存
在しているが, 強い磁場の印加により, スピンの向きが sz = +1 に固定されることが,

MEI-2 相と MEI-1 相の相転移に対応していると解釈される. このことは, 図 3.13(b) に
示した各四極子に対する最近接の励起子相関からも肯定される. MEI-2 相において, X,

Y , Z の全方向の励起子相関が負の有限値を示しているのに対し, MEI-1 相においては,

⟨τxX,iτ
x
X,i+1⟩, ⟨τxY,iτxY,i+1⟩, の励起子相関のみが有限であり, ⟨τxZ,iτ

x
Z,i+1⟩ はほとんどゼロ

となる. |Hsz=+1⟩ = −(P+
HX
|L⟩ + iP+

HY
|L⟩)/

√
2 であるので, X と Y のスピン四極子

に対応する励起子は z 方向の磁化と共存する事ができる. 一方で |Hsz=0⟩ = P+
HZ
|L⟩ な

ので Z のスピン四極子に対応する励起子は, 磁化と共存しない. 従って, 強い磁場の印加
により, HS 状態のスピン自由度が固定されることで, Z の励起子が消失する. 以上より,

MEI-1相は (s = 1, sz = 1)の HS状態と (s = 0, sz = 0)の LS状態の間の交換相互作用
により安定化している励起子絶縁体であると結論される.

本模型では s = 1の HS状態内のスピンの向きの自由度に加えて, s = 0の LS状態も存
在するため, 図 3.13のような 2段階の磁化過程が得られたと考えられる. さらに, MEI-2

相においては磁場とともに ⟨PH⟩が減少するが, MEI-1相に入ると再び ⟨PH⟩が増加する
という非単調なふるまいが特徴として得られている. このような段階的な磁化過程やスピ
ン状態の期待値の非単調性は, スピントリプレットの励起子絶縁体の特徴として, より高
次元の系でも適用される可能性がある.



3.2 2軌道 Hubbard模型の低エネルギー有効模型の磁場効果 65

3.2.5 LS相の磁化過程

図 3.14 LS相における磁化過程. この磁化過程は図 3.9(a)における破線 IVに対応している.

LS相の磁化過程に伴う相転移は, LS → MEI-1 → Full Polar となる. 図 3.9(a)におけ
る磁化過程 (IV)はこの過程に対応している. 図 3.14に図 3.9(a)(IV)に対応する磁化曲線
と関連する物理量を示す. LS相の磁化過程に見られるMEI-1相は EI相の磁化過程で見
られた磁化した励起子絶縁体相のうち, 高磁場領域で見られた相と同一である. 実際に, 図
3.14(a) に示した図 3.9(a)(IV) における各状態の期待値では, MEI-1 相において ⟨PH+1

⟩
と ⟨PL⟩のみが有限となっている. また, 図 3.14(b)では ⟨τxX,iτ

x
X,i+1⟩, ⟨τxY,iτxY,i+1⟩ のみが

大きな絶対値をとり, ⟨τxZ,iτ
x
Z,i+1⟩ はゼロに近い値をとる. これはMEI-1相の特徴に一致

する. この結果は LS相において磁場により, 励起子絶縁体が誘起されることを示唆して
いる.

図 3.15 (a)LS 相における磁化過程. η = 0.3, 他のパラメータは図 3.14 に同じ.

(b)⟨M⟩ = 0.5 における HS 状態の実空間分布. (c)⟨M⟩ = 0.5 における 1 サイトスピ
ン期待値の実空間分布
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図 3.16 η = 0.3の場合の LS相の磁化過程に現れる LS/HS構造

図 3.9 の磁場中相図では, η = 2tatb/(t
2
a + t2b) = 1 に固定している. この条件では,

HS 相と LS 相の中間相として EI 相のみが実現する. 一方で, η がより小さい領域では
SSO が実現しており, 磁化過程においてもスピン状態の超格子構造が現れることが予想
される. そこで, LS相において, より η が小さい領域である η = 0.3, ∆/

√
t2a + t2b = 6.2

の場合の磁化過程を解析した. これを図 3.15(a) に示す. 図 3.15(a) では磁化過程の途
中の M = 0.5 において磁化のプラトー構造が見られる. この磁化のプラトーでは, 図
3.15(b)(c) で示されるような磁気構造が現れる. このことから中間領域では LS/HS の 2

倍周期構造が現れていることがわかる. LS/HS相では, HS状態はほとんどが sz = 1の状
態となっている. この状態の模式図を図 3.16に示す.

η が小さい場合の LS相の磁化過程で励起子絶縁体相の中間に, LS/HS相が現れるとい
う結果は, 先行研究における同じ模型の 2倍周期構造を仮定した平均場による解析結果 [4]

でも得られている. 本研究では更に 60サイトの解析でも同様の 2倍周期の構造が得られ
ており, その他のより大きな構造が得られないことが示された.

3.2.6 3-fold SSO相の磁化過程

図 3.17 SSO相における磁化過程.
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最後に SSO相における磁化過程を示す. 磁場のない場合, η = 0.3, ∆/
√
t2a + t2b = 5.75

では LS/HS/HSの 3倍周期のスピン状態秩序が得られている (図 3.3, 図 3.7). この場合
の磁化過程を図 3.17に示す. LS相のときと同様に LS/HSの 2倍周期構造が ⟨M⟩ = 0.5

に現れ, 更に磁場をかけると MEI-1 相へと転移する. LS/HS/HS 相と LS/HS 相の間
には, 複雑なスピン状態の秩序構造が現れるインコメンシュレイトスピン状態秩序相
(icSSO) が得られている. この構造の安定化には, 結晶場分裂と Hund 結合の競合, 磁場
による磁化, スピン間相互作用, 励起子の運動エネルギーが寄与していると考えらるが, そ
の構造の煩雑さのため, 現在のところ, システムサイズの不足を主な原因として系統的な
解析結果が得られていない.

磁場のない基底状態において LS/HS/HSの 3倍周期構造 (図 3.8)が実現し, 磁場下で
LS/HS の 2 倍周期構造 (図 3.16) が実現するという現象は次のように解釈できる. 磁場
のない状況では, HS状態として sz = −1, 0,+1全てがエネルギー的に同等である. 従っ
て, 最近接の HS状態が s = 0となるようにペアを組むことによって, 反強磁性的なスピ
ン間相互作用相互作用の利得が得られる. これにより, LS/HS/HS 構造が安定化してい
る. 一方で, 磁場下においては, HS 状態として sz = +1 がエネルギー的に安定であり,

sz = 0,−1はエネルギーが高い. 従って, 最近接の HS状態を考えた場合に反強磁性的な
スピン間相互作用と競合し, エネルギーの安定化が得られにくくなる.

3.2.7 結論
本節では, 1 次元 2 軌道 Hubbard 模型の低エネルギー有効模型の磁場効果について,

DMRGによる解析を行った.

スピンギャップの解析では HS相のみならず, EI相に Haldaneギャップと同様のスピ
ンギャップが存在することが示された.

また, 低スピン相 (LS 相) の磁化過程に磁場誘起の励起子絶縁体相 (MEI-1 相) が得ら
れることが示された. また, 励起子絶縁体相 (EI相)の磁化過程では磁化曲線が 2段階に
変化する様子が見られた. これは HS状態のスピンの向きに対応する自由度が, 磁場によ
り固定され, 消失することに対応している.

また, 各軌道間のホッピングの大きさの比が小さい領域では, 飽和磁化の半分の磁化の
大きさで, LS/HSの 2倍周期構造が安定化する磁化プラトーが得られた. この結果は, 先
行研究における有効模型の平均場の結果 [4]と整合する.
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3.3 相関関数の長距離構造とエンタングルメントエントロ
ピー

3.3.1 無磁場における基底状態の相関関数
本節では, 有効模型の基底状態の解析で得られた各相における相関関数の長距離でのふ
るまいの解析結果を示す.

本節で行う解析においてはシステムサイズを L = 190, 境界条件を開放端, DMRGのト
ランケーション数を χ = 256としている. この条件は, 相関関数の冪則と指数則を判定す
るには L, χ ともに十分ではない可能性がある. したがって, 相関長が長距離になる場合
に, それが冪か指数かの判定を精度良く行うことが難しい.

しかしながら, 本解析の精度の範囲内でも, 相関長が短い場合においては比較的正確な
結果が期待されることや, 相関長が長くなる傾向から, 量子臨界状態の可能性を示唆する
ことが可能である. DMRGによる解析によって得られた各相における各種相関関数の距
離依存性を図 3.18から図 3.22に示す.

本項では, 相関関数として,

⟨(PHi − ⟨PHi⟩)(PHj − ⟨PHi⟩)⟩, ⟨(szi − ⟨szi ⟩)(szj − ⟨szj ⟩)⟩, ⟨(τxZi − ⟨τxZi⟩)(τxZi − ⟨τxZi⟩)⟩,
⟨(τyZi − ⟨τ

y
Zi⟩)(τ

y
Zi − ⟨τ

y
Zi⟩)⟩, ⟨(τzZi − ⟨τzZi⟩)(τzZi − ⟨τzZi⟩)⟩ を対象とする. 解析に用い

るパラメータは次のように固定する. U/
√
t2a + t2b = 12, U ′/

√
t2a + t2b = 8,

J/
√
t2a + t2b = I/

√
t2a + t2b = 2, η = 2tatb/(t

2
a + t2b) = 1. また, ∆/

√
t2a + t2b を変化させ

る. これは η − δ 相図 3.3において, 縦軸を η = 1に固定したカットライン上に対応する.

相関関数の解析結果をもととした各相関関数の長距離でのふるまいを次の表にまとめる.

表 3.1 各相関関数の揺らぎ成分の長距離でのふるまい. pow は冪則, exp は指数則
を示す. ?がついているものは, 十分な精度で判定ができていないことを指す. LS-EI,

EI-HSは相境界を表している. Figure欄で参照しているインデックスに対応する図に,

それぞれの相関関数の距離依存性のデータを示している.

PHiPHj szi s
z
j τxZiτ

x
Zj τyZiτ

y
Zj τzZiτ

z
Zj

Figure 3.18 3.19 3.20 3.21 3.22

LS exp exp exp exp exp

LS-EI pow? pow? pow? pow? pow?

EI exp? exp exp? exp? exp?

EI-HS pow? exp exp? exp? exp?

HS exp exp exp exp exp
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表 3.1において, LS相はバンド絶縁体になっており, スピン, 軌道ともに自明なギャッ
プが空いている. 従って, 各相関関数は指数減衰するのは自然である. また, HS相は強い
Hund結合により, 軌道自由度は固定されており, スピン自由度に関しては s = 1の 1次
元スピン系としての Haldane ギャップが存在する. 従って, ここでも各相関関数が指数減
衰となることは明らかである.

一方で, EI相においては, 相関関数のふるまいは自明ではなく, 冪則となる可能性があ
る. 本研究の範囲では冪則を判定することは難しいが, 少なくとも, LS-EI の相境界でス
ピン相関 ⟨szi szj ⟩ と励起子相関 ⟨τxZiτ

x
Zj⟩ が長距離まで到達する傾向が見られた. EI 相で

は相関関数の長距離でのふるまいが変化しているように見える. LS 相付近では ⟨szi szj ⟩,
⟨τxZiτ

x
Zj⟩ ともに冪的であり, HS 相に近い領域では, ともに指数的である. このふるまい

は, s = 1の HS状態が, スピンギャップをもつ 状態を形成することにより, 励起子相関が
乱されていることを示している. また, ⟨PHiPHj⟩は 本研究の結果からは冪則と指数則の
判別が難しい. ⟨PHiPHj⟩の解析においては, システムサイズと特異値の不足に加えて, 開
放端の効果により対称性が敗れる演算子であるために, 有限サイズ効果が大きく影響して
しまうことや, インコメンシュレイトな構造を持つために適切な関数形が不明であること
も解析を難しくしている原因である.
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図 3.18 各 相 に お け る HS 状 態 の 空 間 分 布 に 対 応 す る 相 関 関 数
⟨(PHi − ⟨PHi⟩)(PHj − ⟨PHj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b) は HS 相, (c)(d) は EI 相,

(e)(f) は LS 相に対応する. (a)(c)(e) は片対数プロットであり, (b)(d)(f) は両対数プ
ロットである.
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図 3.19 各相におけるスピン相関関数 ⟨(szi − ⟨szi ⟩)(szj − ⟨szj ⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)

は HS 相, (c)(d) は EI 相, (e)(f) は LS 相に対応する. (a)(c)(e) は片対数プロットで
あり, (b)(d)(f)は両対数プロットである.
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図 3.20 各相における励起子相関関数 ⟨(τx
Zi − ⟨τx

Zi⟩)(τx
Zj − ⟨τx

Zj⟩)⟩ の距離依存性.

(a)(b)は HS相, (c)(d)(e)(f)は EI相, (g)(h)は LS相に対応する. (a)(c)(e)(g)は片
対数プロットであり, (b)(d)(f)(h)は両対数プロットである. (e)(f)はそれぞれ, (c)(d)

の拡大図である.
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図 3.21 各相における相関関数 ⟨(τy
Zi − ⟨τy

Zi⟩)(τ
y
Zj − ⟨τy

Zj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)

は HS相, (c)(d)(e)(f) は EI相, (g)(h)は LS相に対応する. (a)(c)(e)(g) は片対数プ
ロットであり, (b)(d)(f)(h) は両対数プロットである. (e)(f) はそれぞれ, (c)(d) の拡
大図である.
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図 3.22 各相における相関関数 ⟨(τz
Zi − ⟨τz

Zi⟩)(τz
Zj − ⟨τz

Zj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)

は HS相, (c)(d)(e)(f) は EI相, (g)(h)は LS相に対応する. (a)(c)(e)(g) は片対数プ
ロットであり, (b)(d)(f)(h) は両対数プロットである. (e)(f) はそれぞれ, (c)(d) の拡
大図である.
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3.3.2 EI相におけるエンタングルメントエントロピーの性質

図 3.23 システムサイズ L = 60の系を中央で分断した場合のエンタングルメントエントロピー.

この項では, エンタングルメントエントロピーの性質を調べることによって, 特に EI相
の性質を調べる. エンタングルメントエントロピーは相転移に敏感であり, 各相の性質を
反映することがわかっており, 近年, 相境界の決定などに用いられている. 本研究では, 特
に秩序変数を定義できない EI相と他の相との相境界を決定するために, エンタングルメ
ントエントロピーの性質に注目している.

本項では, システムサイズ Lの周期境界条件 (L = 0)を持つ系を {0, . . . , l}の部分系と
{l, . . . , L − 1} の環境に切り分けたときのエンタングルメントエントロピー S(l) に注目
する.

エンタングルメントエントロピーの面積則 (の破れ)を用いて, 系の量子臨界性を判断す
ることができる. 系が非臨界であるとき, エンタングルメントエントロピーの面積則が成
立する. すなわち, l, Lが十分大きいとき,

S(l) = const. (3.3)

が成立する. これは, 1次元系の場合には, 全系を左右の部分系に切り分けたときの断面積
が常に一定であり, 量子もつれが断面付近にのみ存在していることと対応している. 一方
で, 系が臨界であるときは l, Lが十分大きいとき,

S(l) ∝ (c/6) log(l) (3.4)

となり, 面積則が敗れることが知られている. これは, 量子臨界系では量子もつれが遠方ま
で到達することと対応している.
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開放系の 1次元系における, エンタングルメントエントロピーの表式は以下のように与
えられる [73].

S(l) = (c/6) log [(L/π) sin(πl/L)] + const. (3.5)

ここで, c はセントラルチャージと呼ばれる値であり, 量子臨界系では非ゼロとなる. 式
(3.5) は L → ∞ で S(l) = (c/6) log(l) となり, 量子臨界系での対数スケーリングに帰着
する.

周期系では, 式 (3.5)は (c/6) → (c/3)の変更を受ける. これは周期系では系を 2分し
た際の断面積が 2倍になることと対応している.

図 3.23には, 1次元系を中心で 2分した場合のエンタングルメントエントロピーとエン
タングルメントエントロピーの対数スケーリングから得られたセントラルチャージについ
て, その結晶場分裂の大きさ ∆/

√
t2a + t2b への依存性を示す. ここでシステムサイズとし

て L = 60を用いており, トランケーション数は χ = 256としている. 擬スピン間の相互
作用の異方性は, HS相と LS相の間に EI相が現れる領域として η = 1 (⇔ ta = tb)とし
ている. クーロン相互作用のパラメータに関しては前節までと同様に, U/

√
t2a + t2b = 12,

U ′/
√
t2a + t2b = 8, J/

√
t2a + t2b = I/

√
t2a + t2b = 2, η = 2tatb/(t

2
a + t2b) = 1 とし,

∆/
√
t2a + t2b を変化させる. これは η− δ相図 3.3において, 縦軸を η = 1に固定したカッ

トライン上に対応する.

図 3.23(a) では, エンタングルメントエントロピーは, HS 相, EI 相, LS 相でそれぞ
れ異なるふるまいをする. HS 相においてエンタングルメントエントロピーの大きさは
2 log 2 ∼ 1.386... から大きく離れていない. この値は大まかに, 以下のように理解でき
る. HS 相は有効的に s = 1 の Heisenberg 模型となっており, その基底状態は近似的に
AKLT模型の VBS状態 [71]の描像を適用できる. valence bond を形成するスピン 1/2

のシングレットによって, log 2のエンタングルメントエントロピーの寄与が現れる. 本項
では周期系を考えているため, 系を 2分したときに 2つのシングレットを分離することに
なるため 2 log 2となる.

一方で LS 相のエンタングルメントエントロピーは非常に小さい, これは LS 相はバン
ド絶縁体になっており, 電子遷移が Pauliの排他律によって禁止されているからである.

EI相においてはエンタングルメントエントロピーが HS相, LS相と比べて大きい値を
とっている. このことから EI 相においては HS 相や LS 相とは異なる低エネルギーの素
励起が存在することが示唆される.

図 3.23(a)において, HS-EI相境界および EI-LS相境界で, エンタングルメントエント
ロピーは不連続に変化している. この不連続性は, 秩序変数が定義しにくい本研究の対象
領域において, 相境界を明確に決定する手がかりとなる. 図 3.1や図 3.3における相境界
はこのエンタングルメントエントロピーの不連続性により決定している.
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図 3.24 セントラルチャージの解析. 式 3.5に基づくエンタングルメントエントロピー
の面積則からのずれを HS相について (a)に, EI相について (b)に, LS相について (c)

にそれぞれ示す. (a)(b)(c) における 25 ≤ l ≤ 35 (⇔ (1/6) log[(L/π) sin(πl/L)] >

0.485)における傾きから推定したセントラルチャージを (d)に示す.

続いて, EI 相における量子臨界性を検討するためにエンタングルメントエントロピー
の面積則 (の破れ)からセントラルチャージを推定する. セントラルチャージは式 (3.5)に
よって推定した.

図 3.24 では, HS 相, EI 相, LS 相におけるエンタングルメントエントロピーの面積則
(の破れ)とそれから推定したセントラルチャージを示す. 図 3.24(a)では, HS相 (a)およ
び LS相においては, 系の中央付近 (図 3.24(a)においては右端)で傾きが 0に近くなって
おり, エンタングルメントエントロピーの面積則が成立していることがわかる. これに対
応して, 推定されたセントラルチャージはゼロに近い値をとっている. したがって, LS相
および, HS 相はエネルギーギャップの存在する非臨界系であると結論される. この結果
は, HS相が Haldane系でありエネルギーギャップが存在することと, LS相では LS状態
と HS状態のエネルギー差に対応する自明なエネルギーギャップが存在することと整合す
る. 一方で, EI相においては, 傾きが正となっており, 臨界的である可能性がある. セント
ラルチャージの推定値においても有限の値を示しており, ギャップレスの素励起が存在す
る可能性がある. 推定されたセントラルチャージは 0 < c < 1 の範囲内で変化している.

しかしながら, 本解析では, システムサイズを L = 60としており, 相関長がこのシステム
サイズと同等以上になる場合には非臨界状態であっても臨界状態との区別がつかない. 実
際に, 図 3.24(a)では, l ∼ L/2で傾きが 0に近づいており, L → ∞としたときに, 有限
のセントラルチャージが得られるか不明である. また, DMRG のトランケーション数が
χ = 256あり, 長距離のエンタングルメントの性質を適切に表現できている保証が不十分
である. これらは今後の課題であり, システムサイズとトランケーション数の外挿により,

EI相の臨界, 非臨界をより高い精度で決定できる可能性がある.
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EI相におけるエンタングルメントエントロピーのふるまいは, 同じく励起子絶縁体相が
得られる拡張 Falicov-Kimball 模型におけるセントラルチャージのふるまい [47] と異な
る. 拡張 Falicov-Kimball 模型においては EI相においてセントラルチャージは c = 1で
一定となる結果が得られている. 一方で, 2軌道 Hubbard模型の場合はスピン自由度が存
在しており, そこでは, s = 1の励起子絶縁体が実現している. 更に, 反強磁性的なスピン
間相互作用が s = 1の励起子の運動に干渉する. また, ペアホッピングにより, 擬スピン間
相互作用が xy 面内で異方的になっている. これらの効果によって, 励起子絶縁体におけ
る強距離の相関関数の振る舞いが変化していると考えられる.

3.3.3 磁場下における基底状態の相関関数
本研究では, 磁場下において, MEI-1 相と MEI-2 相の 2 通りの励起子絶縁体相が得ら
れた. 前節と同様に, これらの相における各種相関関数の長距離でのふるまいを解析す
る. DMRG による解析によって得られた各相における各種相関関数の距離依存性を図
3.25 から図 3.32 に示す. 本項では, 相関関数として, ⟨(PHi − ⟨PHi⟩)(PHj − ⟨PHi⟩)⟩,
⟨(szi − ⟨szi ⟩)(szj − ⟨szj ⟩)⟩, ⟨(τxXi − ⟨τxXi⟩)(τxXi − ⟨τxXi⟩)⟩, ⟨(τ

y
Xi − ⟨τ

y
Xi⟩)(τ

y
Xi − ⟨τ

y
Xi⟩)⟩,

⟨(τzZi − ⟨τzZi⟩)(τzZi − ⟨τzZi⟩)⟩, ⟨(τxZi − ⟨τxZi⟩)(τxZi − ⟨τxZi⟩)⟩, ⟨(τ
y
Zi − ⟨τ

y
Zi⟩)(τ

y
Zi − ⟨τ

y
Zi⟩)⟩,

⟨(τzZi − ⟨τzZi⟩)(τzZi − ⟨τzZi⟩)⟩ を対象とする. 解析に用いるパラメータは次のように
固定する. U/

√
t2a + t2b = 12, U ′/

√
t2a + t2b = 8, J/

√
t2a + t2b = I/

√
t2a + t2b = 2,

η = 2tatb/(t
2
a + t2b) = 1. ∆/

√
t2a + t2b = 5.6 これは H − δ 相図 3.9 における破線 (III)

に対応する. 磁化過程のうち代表的な磁化 ⟨M⟩の値に対して, 相関関数を解析している.

これらの解析結果をもととした各相関関数の長距離でのふるまいを次の表にまとめる.

表 3.2 各相関関数の揺らぎ成分の長距離でのふるまい. powは冪則, exp は指数則を
示す. ?がついているものは, 十分な精度で判定ができていないことを指す. Figure 欄
で参照しているインデックスに対応する図に, それぞれの相関関数の距離依存性のデー
タを示している.

phase PHiPHj szi s
z
j τxXiτ

x
Xj τyXiτ

y
Xj τzXiτ

z
Xj τxZiτ

x
Zj τyZiτ

y
Zj τzZiτ

z
Zj

Figure 3.25 3.26 3.27 3.28 3.29 3.30 3.31 3.32

MEI-1 pow pow pow pow? pow? exp exp exp?

MEI-2 pow? pow exp? exp? exp? pow? pow? pow?

⟨szi szj ⟩の相関関数は, MEI-1相及びMEI-2相で冪則に従っている. これは磁化曲線が
各相内で常に正であり, スピンギャップが存在しないことと整合する.

⟨PHiPHj⟩ は MEI-1 相及び MEI-2 相で冪的であり, HS 状態が遍歴的なふるまいをし
ている.
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擬スピンの相関関数に関して, MEI-1相では τX に関する相関が冪的であり, τZ に関す
る相関が指数的である. 逆に, MEI-2相では, τX に関する相関が指数的であり, τZ に関す
る相関が冪的である. MEI-1相では強い磁場により, 低エネルギーの 1サイト基底が |L⟩
と (P+

X + iP+
Y ) |L⟩となるため, Z 方向の励起子に関する相関は速やかに減衰すると考え

られる. 一方で HS 状態のスピンが固定されたことで反強磁性的なスピン間相互作用に
よる励起子のデコヒーレンスが抑制されたことにより, 相関長が長くなっていると考えら
れる.

MEI-2 相における擬スピンの相関関数のふるまいは EI 相のときと似ている. しかし,

Haldaneギャップが存在しないことにより, スピン相関が冪的となっている.



80 第 3章 結果

図 3.25 相関関数 ⟨(PHi − ⟨PHi⟩)(PHj − ⟨PHj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b) は MEI-2

相 (低磁場相), (c)(d)はMEI-1相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c)は片対数プロッ
トであり, (b)(d)は両対数プロットである.

図 3.26 相関関数 ⟨(szi − ⟨szi ⟩)(szj − ⟨szj ⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)はMEI-2相 (低磁
場相), (c)(d) は MEI-1 相 (高磁場相) に対応しており, (a)(c) は片対数プロットであ
り, (b)(d)は両対数プロットである.
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図 3.27 相関関数 ⟨(τx
Xi − ⟨τx

Xi⟩)(τx
Xj − ⟨τx

Xj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)はMEI-2相
(低磁場相), (c)(d) はMEI-1 相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c) は片対数プロット
であり, (b)(d)は両対数プロットである.

図 3.28 相関関数 ⟨(τy
Xi − ⟨τy

Xi⟩)(τ
y
Xj − ⟨τy

Xj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)はMEI-2相
(低磁場相), (c)(d) はMEI-1 相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c) は片対数プロット
であり, (b)(d)は両対数プロットである.
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図 3.29 相関関数 ⟨(τz
Xi − ⟨τz

Xi⟩)(τz
Xj − ⟨τz

Xj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b)はMEI-2相
(低磁場相), (c)(d) はMEI-1 相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c) は片対数プロット
であり, (b)(d)は両対数プロットである.

図 3.30 相関関数 ⟨(τx
Zi − ⟨τx

Zi⟩)(τx
Zj − ⟨τx

Zj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b) は MEI-2 相
(低磁場相), (c)(d) はMEI-1 相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c) は片対数プロット
であり, (b)(d)は両対数プロットである.
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図 3.31 相関関数 ⟨(τy
Zi − ⟨τy

Zi⟩)(τ
y
Zj − ⟨τy

Zj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b) は MEI-2 相
(低磁場相), (c)(d) はMEI-1 相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c) は片対数プロット
であり, (b)(d)は両対数プロットである.

図 3.32 相関関数 ⟨(τz
Zi − ⟨τz

Zi⟩)(τz
Zj − ⟨τz

Zj⟩)⟩ の距離依存性. (a)(b) は MEI-2 相
(低磁場相), (c)(d) はMEI-1 相 (高磁場相)に対応しており, (a)(c) は片対数プロット
であり, (b)(d)は両対数プロットである.
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3.3.4 MEI-1相におけるエンタングルメントエントロピー

図 3.33 EI相の磁化過程におけるエンタングルメントエントロピー S(L/2)の磁場依存性.

図 3.34 EI 相の磁化過程の MEI-2 相および MEI-1 相におけるセントラルチ
ャージの解析. パネル (b) におけるセントラルチャージはパネル (a) における,

(1/6) log[(L/π) sin(πl/L)] > 0.43 ⇔ 15 ≤ l < 35の傾きをフィッティングすること
により求めた. FPはスピンの完全偏極相を表す.

本項では, 磁場下において得られた MEI-1 相についてのエンタングルメントエントロ
ピーのふるまいを示す.

システムサイズは L = 60であり, 周期境界条件を用いている. また, DMRGにおける
トランケーション数は χ = 128 としている. 系のパラメータは図 3.9 における磁化過程
(III)を採用しており, HS相に近い EI相からの磁化である.

系を 2等分した場合のエンタングルメントエントロピー S(L/2)の磁場依存性を図 3.33

に示す. 図 3.33ではMEI-2相とMEI-1相の相境界でエンタングルメントエントロピー
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が不連続となり, 両者が明確に区別されることを示している. MEI-2相におけるエンタン
グルメントエントロピーがMEI-1相と比べて大きくなっているが, これは, MEI-2相にお
いては HS状態内のスピン自由度が残っていることに対応していると解釈される. MEI-1

相では HS 状態のスピンが磁場により固定され, 自由度が減っていることによりエント
ロピーが下がっていると解釈される. しかし, 次に述べるようにセントラルチャージは
MEI-1相のほうが大きいため, システムサイズ Lを大きくしていくと, 長距離のエンタン
グルメントの寄与により大小関係が逆転すると考えられる.

続いて, エンタングルメントエントロピーの面積則の破れとそこから推定したセントラ
ルチャージの値を図 3.34に示す. 図 3.34(a)では, MEI-1相においては, 広い領域で直線
によく乗り, 量子臨界的なふるまいが見られる. 一方でMEI-2相では, 傾きが途中で変化
しているように見えるが, L = 60, l = 30 サイトまでの範囲では, 有限の傾きが残ってい
るように見える.

図 3.34(b)には (a)における傾きから求めたセントラルチャージを記している. セント
ラルチャージは大まかに, EI相で c ∼ 0, MEI-2相で c ∼ 0.4, MEI-1相で c ∼ 1, FP相
で c = 0である. FP相は完全偏極しているためエンタングルメントエントロピーはゼロ
である. また, 相境界付近では, 大きいセントラルチャージの値が得られているが, これは
相境界で量子揺らぎが強くなることを反映していると考えられる. EI 相で c ∼ 0となる
結果は, 注目している領域の EI相が非臨界であることを示唆するものである. しかし, ト
ランケーション数が小さいために, 長距離のエンタングルメントを表現できず, 非臨界的
な結果となっている可能性もある.

MEI-1相で c = 1となる結果は, 磁場により, HS 状態のスピン自由度が固定されてい
たことにより, スピン自由度のない拡張 Falicov-Kimball 模型の励起子絶縁体相, ひいて
はその強結合有効模型である XXZ模型の臨界相と同じセントラルチャージを与えたと解
釈できる. MEI-2相で有限のセントラルチャージが得られることについては, 連続で常に
傾きが正の磁化曲線が得られていることから, 量子臨界系であると考えられるので妥当で
ある. しかし, 図 3.34(a)でMEI-2相における傾きが比較的大きい l でも変化しているこ
とから, 有限サイズ効果が強い可能性があり, トランケーション数が小さいことからも正
確な値までは信用できない.

3.3.5 結論
本節では, 相関関数の長距離構造とエンタングルメントエントロピーの面積則の破れに

注目し, 本研究で得られた各相の性質を解析した. 結果として, EI相において HS状態が
遍歴的に存在することで相関長が長くなる傾向が見られた. 一方でスピン空間が Haldane

ギャップを形成することにより, HS状態 (励起子)のコヒーレントな運動が阻害され, 相
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関長が有限に抑えられているような傾向も見られた. 本研究における解析の範囲内では,

DMRG のトランケーション数とシステムサイズの制限から, 相関関数の冪則の判定には
決着がついていない.

磁化過程に現れるMEI-1相についてはスピン自由度が磁場により固定されていること
で, 励起子絶縁体に対応する相関関数が冪的になる傾向が見られた. とくに, MEI-1相で
はセントラルチャージが 1と推定されており, 1次元拡張 Falicov-Kimball模型における
先行研究 [47]の結果との類似性を示唆するものである.
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本研究では, ペロブスカイト型コバルト酸化物におけるスピン状態転移を念頭に, スピ
ン状態が競合する場合における励起子絶縁体やスピン状態秩序の発現, それらの空間構
造を理論の立場から理解することを目的として, 1 次元 2 軌道 Hubbard 模型の低エネル
ギー有効模型を解析した. 本研究では, 多様なスピン状態の実空間構造と, 励起子絶縁体に
おける励起子の局在-遍歴性を考慮するために, 多様な量子自由度をバイアス無く考慮する
ことのできる密度行列くりこみ群法 (DMRG)を用いて基底状態の数値解析を行った. 以
下にその結果得られた電子状態の描像をまとめる.

1次元有効模型の基底状態
1 次元 2 軌道 Hubbard 模型の低エネルギー有効模型に対し, スピン状態が競合するエ

ネルギー領域における基底状態相図を作成した. その結果として以下の結論が得られた.

1. 各軌道間の電子遷移の比が 1に近い場合, tb/ta ∼ 1には, 高スピン (HS)相と低ス
ピン (LS) 相の中間領域に, 高スピン状態と低スピン状態が量子的に混成した相が
得られた. この相は先行研究における励起子絶縁体に対応しており, 反強磁性的な
スピン間相互作用の影響を受けつつ HS状態が遍歴的に存在している状況であるこ
とがわかった.

2. 各軌道間の電子遷移の比が 0に近い場合, tb/ta = 0には, スピン状態秩序相が得ら
れた. この相では結晶場分裂の大きさによって HS状態の期待値が連続的に変化し,

その期待値に応じて, 一般にはインコメンシュレイトなスピン状態秩序構造が得ら
れることが明らかとなった. また, 特に安定な構造として LS/HS/HS の 3 倍周期
の構造が得られており, これは, スピン状態間の交換相互作用の競合の結果として
安定化していると解釈された.
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1次元有効模型の磁場効果
1 次元 2 軌道 Hubbard 模型の低エネルギー有効模型に対し, その基底状態における磁
場効果の解析を行った. その結果として以下の結論が得られた.

1. LS 状態に磁場を印加した場合には, 磁化相として励起子絶縁体に対応する相が得
られた. EI相に磁場を印加した場合には, 磁化過程において, 低磁場下と高磁場下
で 2通りの磁化した励起子絶縁体相が得られており, 磁化曲線が折れ曲がる様子が
見られた. これは HS状態のスピンの向きの自由度が磁場により固定されたことに
対応していることがわかった.

2. 特に励起子絶縁体相においては Haldane ギャップと同種のスピンギャップの存在
が確認されており, AKLT模型における VBS状態と同様の状態が存在することが
示唆された.

3. 電子遷移の比が小さい場合 (2tatb/(t
2
a + t2b) = 0.3) においては LS 相および SSO

相の磁化過程の途中で, 磁化が飽和磁化の 1/2 において磁化プラトーが得られた.

ここでは LS/HS の 2 倍周期のスピン状態秩序が実現している. 特に, 基底状態
においては LS/HS/HSの 3倍周期が実現する場合に, 磁場の印加によって構造が
LS/HSの 2倍周期に変化することがわかった. この変化は磁場により隣り合う HS

状態の反強磁性的なスピン配置が抑制された結果と理解された.

相関関数の長距離構造とエンタングルメントエントロピー
本研究で得られた各相に対し, 相関関数の長距離構造とエンタングルメントエントロ
ピーの解析を行った. その結果として以下の結論が得られた.

1. EI相では, スピン間相互作用により, 励起子相関が乱されることで長距離での相関
が抑制されている傾向が見られた一方で, LS 相近くの EI 相では, HS 状態の期待
値が小さいことで, 長距離まで励起子相関が発達している傾向が得られた.

2. エンタングルメントエントロピーを解析することにより, L = 60 程度の周期系に
おいて HS-EI相境界と EI-LS相境界が明確に得られることを示した.

以上の結果から, 本研究では, 1次元 2軌道 Hubbard模型の DMRGによる解析により,

特にスピン状態が競合する領域における励起子絶縁体相とスピン状態秩序相の空間構造を
与え, その微視的機構を明らかにした.

これらの知見は, 量子揺らぎや多様な空間構造を無視する近似である小サイズクラス
ターを用いた平均場近似や動的平均場近似の 2次元系での結果と相補的に, スピン状態転
移を理解することに繋がる.
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現状の課題と展望
現状における技術的課題として, 励起子絶縁体相における量子臨界性の解析が十分な精

度で行われていない事が挙げられる. これを決定することは, HS状態のコヒーレンスに,

スピン間相互作用が与える役割をより明確にする上で重要である.

また, 本研究ではスピン空間が等方的な模型を用いた. しかし, ペロブスカイト型コバ
ルト酸化物を記述する場合には, 実際には, 磁気異方性やスピン軌道相互作用の影響を考
える必要がある. また, 励起子絶縁体相におけるストリング秩序や LS/HS/HS秩序など,

1次元系に特有の効果についても, 2次元以上でのふるまいが不明である. これらについて
は, 個別の空間構造を仮定した近似手法を用いた解析や高次元テンソルネットワーク法を
用いた解析による補完が期待される.





91

参考文献

[1] S. Maekawa, T. Tohyama, E. Barnes, S., S. Ishihara, W. Koshibae, and G. Khal-

iullin, Physics of Transition Metal Oxides (Springer, Berlin, Heidelberg, 2004).

[2] Y. Okimoto, T. Saitoh, Y. Kobayashi, and S. Ishihara, Spin-Crossover Cobaltite

(Springer, 2021).

[3] J. Nasu, T. Watanabe, M. Naka, and S. Ishihara, Phys. Rev. B 93, 205136 (2016).

[4] T. Tatsuno, E. Mizoguchi, J. Nasu, M. Naka, and S. Ishihara, J. Phys. Soc. Jpn.

85, 083706 (2016).

[5] Y. Yamasaki, J. Fujioka, H. Nakao, J. Okamoto, T. Sudayama, Y. Murakami,

M. Nakamura, M. Kawasaki, T. Arima, and Y. Tokura, J. Phys. Soc. Jpn. 85,

023704 (2016).

[6] A. Ikeda, T. Nomura, Y. H. Matsuda, A. Matsuo, K. Kindo, and K. Sato, Phys.

Rev. B 93, 220401 (2016).

[7] M. M. Altarawneh, G.-W. Chern, N. Harrison, C. D. Batista, A. Uchida,

M. Jaime, D. G. Rickel, S. A. Crooker, C. H. Mielke, J. B. Betts, J. F. Mitchell,

and M. J. R. Hoch, Phys. Rev. Lett. 109, 037201 (2012).

[8] Y. Tanabe and S. Sugano, J. Phys. Soc. Jpn. 11, 864 (1956).

[9] M. A. Korotin, S. Y. Ezhov, I. V. Solovyev, V. I. Anisimov, D. I. Khomskii, and

G. A. Sawatzky, Phys. Rev. B 54, 5309 (1996).

[10] R. H. Potze, G. A. Sawatzky, and M. Abbate, Phys. Rev. B 51, 11501 (1995).

[11] 上村洸, 菅野暁, 田辺行人, 「配位子場理論とその応用」 (裳華房, 1969).

[12] S. Yamaguchi, Y. Okimoto, H. Taniguchi, and Y. Tokura, Phys. Rev. B 53,

R2926 (1996).

[13] Y. Tokura, Y. Okimoto, S. Yamaguchi, H. Taniguchi, T. Kimura, and H. Takagi,

Phys. Rev. B 58, R1699 (1998).

[14] J. B. Goodenough, J. Phys. Chem. Solids 6, 287 (1958).

[15] J. Fujioka, Y. Yamasaki, A. Doi, H. Nakao, R. Kumai, Y. Murakami, M. Naka-

https://doi.org/10.1007/978-3-662-09298-9
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-15-7929-5
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.205136
https://doi.org/10.7566/JPSJ.85.083706
https://doi.org/10.7566/JPSJ.85.083706
https://doi.org/10.7566/JPSJ.85.023704
https://doi.org/10.7566/JPSJ.85.023704
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.220401
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.220401
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.037201
https://doi.org/10.1143/JPSJ.11.864
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.54.5309
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.11501
https://www.shokabo.co.jp/mybooks/ISBN978-4-7853-2404-9.htm
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.53.R2926
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.53.R2926
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.58.R1699
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0022-3697(58)90107-0


92 参考文献

mura, M. Kawasaki, T. Arima, and Y. Tokura, Phys. Rev. B 92, 195115 (2015).

[16] K. Asai, A. Yoneda, O. Yokokura, J. Tranquada, G. Shirane, and K. Kohn, J.

Phys. Soc. Jpn. 67, 290 (1998).

[17] K. Oka, M. Azuma, W.-t. Chen, H. Yusa, A. A. Belik, E. Takayama-Muromachi,

M. Mizumaki, N. Ishimatsu, N. Hiraoka, M. Tsujimoto, M. G. Tucker, J. P.

Attfield, and Y. Shimakawa, J. Am. Chem. Soc. 132, 9438 (2010).
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