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概 要

弦理論の背景時空はT双対性と呼ばれる特徴を持ち，そのT双対性を用いて弦理論の背景場の幾
何学的な性質が調べられている．一方で，弦理論の有効理論として知られる超重力理論は T双対
性に対して共変ではない．そこで，超重力理論を T双対性に対して共変な形に拡張したのが，二
重場理論 (DFT)である．
しかし，従来の標準的な二重場理論は，Buscher則によって与えられる最も単純な T双対性に

対してのみ共変であり，より一般的な T双対性である非アーベル的 T双対性や Poisson-Lie T双
対性に対しては共変ではなかった．そこで近年，これらのより一般的な T双対性に対しても共変
な二重場理論としてWZW二重場理論 (DFTWZW)が提案された．しかし，このWZW二重場理
論は特殊な背景時空上でしか構成がされておらず，非アーベル的 T双対性や Poisson-Lie T双対
性を示すような場合には二重場理論を構成することができていない．
そこで本論文では一般の背景場に拡張した場合であっても二重場理論を構成可能であることを

明らかにし，その構成した新たな二重場理論が実際に従来の標準的な二重場理論やWZW二重場
理論を含む拡張になっていることを示した．また，この新たな二重場理論を用いて非アーベル的T

双対性やPoisson-Lie T双対性を導出可能であることを示し，これまで明らかになっていなかった
ユニモジュラーではない代数構造を持つ場合のPoisson-Lie T双対性を導出することに成功した．
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1 導入

1.1 研究背景

物理学の基本的な相互作用は電磁気力，強い相互作用，弱い相互作用，重力である．これらの
相互作用のうち電磁気力，強い相互作用，弱い相互作用の 3つは場の量子論を用いて標準模型で
記述される．一方で，重力は一般相対論によって古典的な理解に問題はないが，場の量子論を単
純に適用しても発散がくりこめないことが知られている．そのため，重力の量子論的な記述は成
功していない．宇宙初期といったミクロかつ高密度の物体を理論的に解明するためには，重力を
含む全ての相互作用を統一的に記述する量子論が必要であると考えられており，そのような相互
作用の統一理論が探索されている．現在，統一理論の最も有力な候補が弦理論である．
弦理論はその名の通り理論の構成要素が粒子ではなく，長さを持つ弦である．その特徴として，

弦理論の整合性から 10次元時空上の理論であることが知られている．一方で，現在観測されてい
る時空は 4次元時空であることから，6次元空間は観測されないほど非常に小さな空間で構成され
ていると考えられている．典型的にはプランクスケール程度であるこの小さな 6次元空間を余剰
次元と呼ぶ．
この余剰次元を構成する方法の 1つにコンパクト化がある．このコンパクト化の最も簡単な例

として，5次元重力を 4次元時空と小さな S1に分解するKalza-Kleinコンパクト化が知られてい
る．Kalza-Kleinコンパクト化を実行すると，5次元時空計量が 4次元時空計量とゲージ場に分解
される．同様に弦理論においても，コンパクト化によって 10次元計量や反対称テンソル場が 4次
元の計量，反対称テンソル場，ベクトル場，スカラー場に分解される．
しかし，通常のコンパクト化によって余剰次元を構成した場合には，非常に多くの質量のない

粒子が弦理論に含まれ，標準模型の構成粒子と整合しない．そのため，弦理論の有効理論として
標準模型を得ることには成功していない．この問題は，通常の多様体にコンパクト化する際には
回避できないと考えられている．そこで，質量のない粒子の問題を解決しようとする幾何学的な
アプローチとして通常の多様体には含まれない新たな構造を持つ空間上にコンパクト化を行うと
いう試みがある．
このような新たな構造を持つ空間を考えるためには弦理論の背景時空に特有の性質が重要にな

ると考えられる．そのような弦理論の背景時空の特徴の 1つにT双対性が挙げられる [1, 2, 3]．T

双対性は異なる余剰次元を持つ弦同士の対応で T双対性でつながる２つの弦は共形場理論として
等価であることが示される．T双対性の最も簡単なものは，余剰次元に半径の異なる S1を持つ 2

つの弦を結び付ける．この余剰次元に S1を持つ弦の対応を与える規則をBuscher則 [2, 3]と呼ぶ．
Buscher則は典型的には弦の状態の質量スペクトルの公式によって理解できる．そこで，10次

元時空のうち１次元を S1にコンパクト化した閉弦の質量スペクトルを顕わに見る．mは 9次元時
空上での弦の状態の質量スペクトル，Rはコンパクト化した S1の半径，nは S1方向の運動量，w
は S1方向に弦が何回巻き付いているかを表す巻き付き数，N, Ñ は弦の励起モードを表すとする
と，これらは次の関係を満たす．

m2 =
n2

R2
+
w2

R̃2
+

2

α′ (N + Ñ − 2) , (*)

R : S1の半径 , R̃ =
α′

R
,

n : S1方向の運動量 , w : S1方向の巻き付き数 ,

N, Ñ :励起モードのラベル ,
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この公式を見れば，n↔ w,R↔ R̃の入れ替えで弦の質量スペクトルが不変であることが分かる．
この入れ替えは半径が異なる S1同士を結び付けており，Buscher則による等価性が質量スペクト
ルのレベルで確認できている．この対応関係の重要な点として運動量 pと巻き付き数 wが入れ替
わることが挙げられる．巻き付き数は余剰次元に何回巻き付いているかを表しているため，粒子
にはない弦特有の量子数である．したがって，T双対性は粒子には存在しない，弦理論に特有の
性質である．
この T双対性を用いて構成された，通常の多様体には含まれない新たな構造を持つ空間の具体

的な例として T-foldが提案されている [4, 5]．T-foldは通常の多様体と T双対性でつながる空間
であるにもかかわらず，多様体にはない特殊な性質を持っている．T-foldの特徴は，その空間上
の適当な経路に沿って 1周すると空間に埋め込まれた円の半径がRからT双対性で対応付けられ
る R̃に変わるということである．そのため，１つの地点に半径の異なる 2種類の空間が対応して
しまい，通常の多様体として扱うことができない．このような特殊な性質を持つ T-foldが弦の背
景時空として許される理由は，弦が半径 Rの円と半径 R̃の円を区別できないからである．即ち，
弦が T-fold上の適当な経路で 1周して円の半径が Rから R̃に代わっていても T双対性によって
区別がつかないため，弦にとっては 1つの地点に 1つの空間のみが対応することになる．
このように通常の多様体で記述できない T-foldを導入した理由は，前述の弦理論に含まれる質

量のない粒子が標準模型に比べて多く含まれる問題の解決をするためである．実際，T-foldの特
殊な性質は弦の質量スペクトルに寄与を持つことが [6]で議論されている．故に，通常の多様体の
自由度だけでは質量を持つことができない粒子であっても T-foldの自由度を加えることによって
新たに質量を獲得し，弦理論に質量のない粒子が多く含まれる問題を緩和できると期待される．
現在，T-foldの特殊な性質を系統的に構成する方法は明らかになっていない．そこで，T-foldが

通常の多様体の T双対性によって得られることに注目すれば，T双対性に共変な理論を構成する
ことによって T-foldの特徴と通常の多様体の自由度を併せ持った空間が自然に導入できることが
期待される．
しかし，弦理論の背景場の有効理論である超重力理論は T双対性に共変ではない．実際に，超

重力理論に T双対性を行うことを考える．T双対性は (*)で見たように運動量と巻き付き数を入
れ替える．一方で，超重力理論は運動量の共役座標 xmのみを持ち，巻き付き数の共役座標を持た
ないため，運動量と巻き付き数の入れ替え，即ち T双対性に対して共変にならない．
そこで，巻き付き数の共役座標として双対座標 x̄mを導入することで超重力理論をT双対性 (特

にBuscher則)で共変に持ち上げた二重場理論 (DFT:Double Field Theory)[7, 8, 9] が構成された．
二重場理論上でのBuscher則は通常の座標 xmと双対座標 x̄mの入れ替えによって実行でき，それ
に回転を加えた大域的変換の群O(D,D)による変換にBuscher則は埋め込まれている．二重場理
論はこのO(D,D)変換に対して明らかに共変な形で理論が構成されている．
このように導入された二重場理論は，弦理論の新たな有効理論として提案されている一般化超

重力理論 (GSE:Generalized Supergravity Equations 1 )[10] を含むことが指摘されている [11]．こ
の一般化超重力理論は超重力理論の拡張として導入された理論であり，理論のパラメータのベク
トル I が I = 0の時に通常の超重力理論に戻る．この一般化超重力理論の解を背景場に持つ弦理
論は少なくとも 1ループまででWeyl不変性を回復するためのくりこみ項を構成できることが示さ
れており [12, 13]，弦理論の新たな背景場になることが期待されている．
また，二重場理論の自由度を利用してコンパクト化することで超重力理論のコンパクト化では

得られない空間が構成されている [14, 15, 16, 17]．二重場理論から提案されたこの空間にはT-fold

1Equationsと名づけられている理由は作用がなく，運動方程式のみで定義された理論であるためである．一般化超
重力理論の運動方程式は超重力理論を非物理的な Killingベクトル Im を用いて拡張したもので Im = 0において超重
力理論に帰着する．
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同様に通常の多様体には含まれない新たな自由度が含まれており，この自由度が弦理論に含まれ
る粒子に対して質量の寄与を持っていることが指摘されている．このことは，二重場理論の研究
が弦理論に含まれる質量のない粒子の問題の緩和に寄与できることを示唆している．
ここまでで，二重場理論はT双対性 (Buscher則)で共変な理論として構成され，新たな弦理論

の背景場の候補である一般化超重力理論を含むことを述べた．しかし，二重場理論が含むT双対性
は最も簡単な Buscher則だけであり，より複雑な空間を対応させる T双対性として知られる，非
アーベル的T双対性 (Non-Abelian T-duality)[18, 19, 20]やPoisson-Lie T双対性 [21]が含まれて
いない．そこで，これらのより一般的な T双対性を含むことを期待して，二重場理論を拡張した
理論がWZW二重場理論 (DFTWZW:Double Field Theory Wess-Zumino-Witten)として提案され
ている [22, 23, 24]．
WZW二重場理論は標準的な二重場理論において座標依存性のない計量 ηMN を座標依存性を持

つ場合に拡張することを目指して構成された理論である．

二重場理論 (ηMN :座標依存性なし) −→ WZW二重場理論 (ηMN :座標依存性あり)

ただし，WZW二重場理論の構成で用いられた ηMN は非常に特殊な形に制限されており，一般の
ηMN に対して成立する根拠はないことを強調しておく．この拡張によりDFTWZWが非アーベル
的 T双対性や Poisson-Lie T双対性を含むことが示唆されているものの完全な証明は与えられて
いない [25]．
このように研究が行われている二重場理論の最終的な目標は弦理論が含む多数の質量のない粒

子が新たに質量を獲得できるような新たな余剰次元を構成することである．この最終的な目標を
達成するためには少なくとも以下の 4つの問題点が解決すべき課題として残っている．

(1) 二重場理論の場が属する空間の定義が不十分であること．
標準的な二重場理論にはゲージ代数が閉じるための条件として閉包条件と呼ばれる拘束条件
が場に課されている．この閉包条件を課した後の場がどのような空間に属するかは明確に与
えられておらず，数学的に定義が不十分である．また，作用の中に拘束条件を生成するラグラ
ンジュ未定乗数などの機構が存在せず，作用の外から手で拘束条件を課している．そのため，
量子論を議論する際に場の配位を明確に定義できず，経路積分をどのような関数系にわたって
実行すべきか決定することができない．

(2) 二重場理論に含まれる計量 ηMN が一般の座標依存性を持つ場合に構成できていないこと．
既存の二重場理論が持つ計量 ηMN は特殊な座標依存性を持つ場合にのみ構成されている．円
よりも複雑な空間を結び付ける拡張された T双対性 (非アーベル的 T双対性，Poisson-Lie T

双対性)を二重場理論で議論する際には，異なる座標依存性を持つ ηMN を用いなくてはなら
ない．よって，ηMN がより一般の座標依存性を持つ二重場理論の構成が拡張されたT双対性
の議論には必要である．

(3) 20次元時空の幾何学である二重場理論から 10次元時空の幾何学を得る機構が明らかでない
こと．
二重場理論は 20次元時空上の幾何学であるが，弦理論は 10次元時空上に存在する．そのた
め，弦理論と対応させるためには二重場理論の場から 10次元時空上の計量や反対称テンソル
場を得る必要がある．

(4) 二重場理論と量子論の関係が明らかでないこと．
二重場理論は古典的な議論にとどまっており，量子的な記述は成功していない．
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1.2 研究の概要

本研究における成果は大きく 2つである．1つ目は上で述べた問題点 (1)(2)の解決のため，新
たな二重場理論 (特にボソン部分である計量，2階の反対称テンソル場，スカラー場から構成され
るNS-NSセクター2 )を構成したことである．その結果，これまで構成されていなかった二重場理
論の計量 ηMN が任意の座標依存性を持つ場合に二重場理論が拡張可能であることを示した．先行
研究では，ηMN が座標依存性を持つ場合の二重場理論としてWZW二重場理論が提案されていた
が，この構成は ηMN が特殊な形をした場合に限ったものであった．一方で本研究では任意の ηMN

に対して新たな二重場理論の作用を構成することに成功した．2つ目はこの新たな二重場理論の
応用として非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性を導出したことである．前節で述べた
ようにWZW二重場理論における非アーベル的 T双対性や Poisson-Lie T双対性は証明が不十分
で示唆に留まるものであったが [25]，本研究では初めて二重場理論を用いた非アーベル的 T双対
性と Poisson-Lie T双対性の導出に成功した．この結果は 20次元時空上の幾何学である二重場理
論の解と 10次元時空上の幾何学である超重力理論や一般化超重力理論の解が非自明に対応する 1

つの例であり，(3)の問題に今後取り組むうえで重要な手がかりとなることが期待される．以下で
は，これらの 2つの成果について詳しく説明する．
1つ目の新たな二重場理論の構成について述べる．本研究では，まず従来の標準的な二重場理論

においては次の 4つを基本的な要請として二重場理論が構成されていることに着目した．

(a) Buscher則により共変．

(b) 一般化 Lie微分によるゲージ変換で不変．

(c) 一般化 Lie微分で生成されるゲージ代数が閉包条件を満たす．

(d) 超重力理論を含む．

(e) 局所ローレンツ変換により不変．

このうち (c)の閉包条件は，二重場理論の場に対して非自明な拘束条件を課す必要があり，(b)(e)

の条件はこの拘束条件の下でのみ成立するように定式化されている．しかし，この拘束条件には
(1)で述べたように以下の問題点がある．

• 閉包条件を課した後の場が属する線形空間が明確に定義されていないこと．

• 作用から閉包条件を生成するラグランジュ未定乗数などの機構が存在せず，作用の外から手
で閉包条件を課す必要があること．

そこで，本研究では拘束条件を置かずに，局所ローレンツ不変性を基本的な要請として新たな二
重場理論の構成を行った．
この新たな二重場理論では拘束条件を置かないために，従来の二重場理論の代数として導入さ

れていたCourant亜代数 [28]は閉包条件のない計量亜代数 [29]になる．この計量亜代数の生成子
であるDirac生成演算子を用いて局所ローレンツ不変な作用を構成した．この構成方法は ηMN の
具体的な形に依らずに実行することができる．その結果，ηMN が座標依存性を持つ場合にも適用
可能な新たな二重場理論を構成することができ，問題点 (2)も同時に解決できた．この新たな二重

2弦理論に含まれる質量のないボソンは NS-NS(NS:Noveu Schwarz[26])セクターと R-R(R:Ramond[27])セクター
で構成される．NS-NSセクターは計量，２階の反対称テンソル場，スカラー場で構成され，R-Rセクターは反対称テ
ンソル場により構成される．
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場理論は従来の二重場理論やWZW二重場理論を含むため，これまでの二重場理論の研究とも整
合的である．
さらに，この新たな二重場理論の構成を用いることによって，ディラトンを代数から導入する

ことが可能となった．従来の二重場理論では，ディラトンの変換性や作用への寄与は超重力理論
に一致するように手で決められていただけであった．一方で，本研究ではディラトンが Dirac生
成演算子の自由度と理解することができた．この結果は二重場理論のディラトンの代数的な構造
が明らかになったことに加えて，ηMN が座標依存性を持つ場合であってもディラトンが正しく導
入できている根拠になっている．
以上の結果は [30]で報告した結果にいくつかの改善を行ったものである．
次に 2つ目の成果である，二重場理論を用いた非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性

の導出について述べる．二重場理論を用いた非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性の議
論は先行研究 [25]によって行われている．この先行研究ではT双対性を二重場理論の座標変換に
よって理解しようと試みているものの，二重場理論に課された閉包条件が座標変換で他方に移ら
ないため，二重場理論上で座標変換を行うことができない．そのため，非アーベル的 T双対性と
Poisson-Lie T双対性を導出するには至っていない．よって，二重場理論に閉包条件がなければ，
非アーベル的 T双対性や Poisson-Lie T双対性が導出できると考えられる．
そこで本研究では，1つ目の結果として述べた閉包条件のない二重場理論を用いて非アーベル的

T双対性とPoisson-Lie T双対性の導出を行った．その結果，超重力理論の解同士がT双対性で結
び付くことを示した．さらに，先行研究では無視されていた，非アーベル的T双対性やPoisson-Lie

T双対性がユニモジュラーではない代数構造を持つ場合にも部分的に議論を拡張し，超重力理論
の解と一般化超重力理論の解が非アーベル的 T双対性や Poisson-Lie T双対性で結び付くことを
示した．この結果は 20次元時空上の幾何学である二重場理論の解と 10次元時空上の幾何学であ
る超重力理論や一般化超重力理論の解が非自明に対応する１つの例になっており，問題点 (3)で挙
げた 20次元時空上の幾何学から 10次元時空上の幾何学を得る機構を理解する上で重要な手がか
りとなることが期待される．この 2つ目の成果は現在論文を準備中である [31]．
以上が本研究の主要な結果である．この論文の最後では，これらの結果に加えて問題点 (4)で挙

げた量子化へのアプローチとして期待される二重場理論とL∞代数と呼ばれる閉弦の場の理論に使
われる代数との関係や，Dirac生成演算子を用いて反対称テンソル場で構成されるR-R(Ramond-

Ramond)セクターの構成方法を議論した．

1.3 論文の構成

本論文は以下の流れで構成する．
初めに，2章では二重場理論を議論するために必要な数学の説明を行う．特に，2.1節で導入す

る計量亜代数は二重場理論の構成に用いる重要な代数構造である．
3章ではT双対性を非線形シグマ模型を用いて導出する．3.2節で最も基本的なT双対性である

Buscher則を説明した後に，3.3節で非アーベル的 T双対性，3.4節で Poisson-Lee T双対性を導
出する．
次に 4章では従来の標準的な二重場理論の構成を行う．4.1節から 4.4節までで作用を構成した

後に，4.5節で標準的な二重場理論から超重力理論が得られることを示す．また，4.6節で一般化
超重力理論が二重場理論からどのように得られるかを紹介する．
ここまでがレビューパートであり，以降が本研究で得られた新しい結果である．特に，本研究

の主要な結果は 5章と 6章で示す．
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5章では拘束条件のない二重場理論を構成する．初めに，5.1節で標準的な二重場理論との相違
点について述べる．次に 5.2節で代数の生成子であるDirac生成演算子を定義する．5.4ではDirac

生成演算子から恒等式を要請し，スカラー自由度が存在することを示す．その後，このスカラー
自由度が二重場理論のディラトン (一般化ディラトン)に同定できることを 5.5節で議論する．こ
れらを用いて 5.6節で二重場理論の作用を構成する．この作用には定数の自由度 (β+, β−)が残る
ため，5.8でWZW二重場理論に簡約するための条件を調べる．最後に 5.11で作用がゲージ不変
になる条件を求める．ただし，DFT作用がゲージ不変になる必要はなく，ここで求めた条件は一
般に満たされないことに注意．
6章では二重場理論を用いた T双対性の導出を行う．まず，6.3節までで二重場理論の代数を

Drinfel’d Doubleと呼ばれる群を用いて構成した際の作用を求める．これらを用いて，6.4節で非
アーベル的 T双対性を導出する．6.5節では，同様の手順を用いて Poisson-Lie T双対性を導出
する．
以上が本研究の主要な結果である．残りの 7章と 8章では Dirac生成演算子を用いた L∞代数

とR-Rセクターについて議論を行う．
最後の 9章では本研究のまとめと議論，今後の展望について述べる．
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2 数学からの準備

本論文では，弦理論の背景時空を記述する理論の候補として二重場理論 (以下，DFT) を考える．
DFTは 10次元超重力理論の拡張として導入されており，超重力理論のゲージ変換である一般座
標変換とB場のゲージ変換を統一的に記述する一般化一般座標変換 (generalized diffeomorphism)

の代数的構造が非常に重要な役割を果たす．そこで本章では物理的な理論の構築を行う前に必要
となる数学の準備を行う．

2.1 計量亜代数

本研究でDFTに用いる代数構造は計量亜代数 (Metric algebroid)と呼ばれる代数である．一方
で，通常の DFTの研究においては Courant亜代数 (Courant algebroid)と呼ばれる代数である．
この違いは非常に重要な特徴の１つであるため，本節では計量亜代数のみではなく Courant亜代
数も合わせて導入する．

2.1.1 Drinfel’d Double

Courant亜代数は Lie亜代数の二重化 (Double)として導入される．そこで代数の二重化の簡
単な例として初めに Lie代数の二重化である Drinfel’d Double[32, 33, 34]について説明を行う．
Drinfel’d Doubleは弦の背景時空の双対性である T双対性で重要な役割を持つ代数である．
まず，2つの Lie代数 g = {ta}, ḡ = {t̄a}を考える．それぞれの Lie括弧は構造定数 fab

c, f̄abcを
用いて

[ta, tb]g = fab
ctc , [t̄

a, t̄b]ḡ = f̄abct̄
c , (1)

と与える．この 2つの Lie代数 g, ḡの元をまとめて d = {TA}と呼ぶ．

d = {TA} = {T a, Ta} = {t̄a, ta} . (2)

と呼び，d上に以下の手順で代数を構成したものがDrinfel’d Doubleである．
まず，d上の括弧として {ta}, {t̄a}同士は g, ḡと同じ構造定数を用いる．

[ta, tb]d = fab
ctc , [t̄

a, t̄b]d = f̄abct̄
c . (3)

次に {TA}に対して内積を与える．

⟨ta, t̄b⟩ = δba , ⟨ta, tb⟩ = ⟨t̄a, t̄b⟩ = 0 . (4)

この内積と括弧が整合的 (compatible)であることを要請する．

⟨[TA, TB]d, TC⟩+ ⟨TB, [TA, TC ]d⟩ = 0 . (5)

この時，[ta, t̄
b]dが自動的に決定する．

[ta, t̄
b]d = f̄ bcatc − fac

bt̄c . (6)

最後に d上の括弧 [·, ·]dが閉包条件を満たすことを要請する．

[TA, [TB, TC ]d]d + [TB, [TC , TA]d]d + [TC , [TA, TB]d]d = 0 . (7)
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この時，fabc, f̄abcについて
fab

ef̄ cde = 4fe[a
[cf̄d]eb] , (8)

を満たせば必要十分である．ここで添え字で用いた括弧は反対称化の括弧であり，括弧内の添え
字の個数 nの場合に完全反対称和に 1/n!をかける．例えば，任意の行列Aabcdに対しては

A[ab]cd =
1

2!
(Aabcd −Abacd) ,

A[abc]d =
1

3!
(Aabcd −Aacbd +Abcad −Abacd +Acabd −Acbad) , (9)

を満たす．
以上がDrinfel’d Doubleの構成である．まとめれば，2つの Lie代数 g, ḡ

[ta, tb]g = fab
ctc , [t̄

a, t̄b]ḡ = f̄abct̄
c , (10)

の構造定数 fab
c, f̄abcが

fab
ef̄ cde = 4fe[a

[cf̄d]eb] , (11)

を満たすとき，次の代数 d = {TA} = {t̄a, ta}はDrinfel’d Doubleを成す．

[ta, tb]d = fab
ctc ,

[t̄a, t̄b]d = f̄abct̄
c ,

[ta, t̄
b]d = f̄ bcatc − fac

bt̄c , (12)

⟨ta, t̄b⟩ = δba ,

⟨ta, tb⟩ = ⟨t̄a, t̄b⟩ = 0 . (13)

特に，括弧にのみ着目すれば閉包条件を満たすため，Lie代数になっている．また，内積は括弧と
整合的であり

⟨[TA, TB]d, TC⟩+ ⟨TB, [TA, TC ]d⟩ = 0 , (14)

を満たす．Lie代数 g, ḡ, dに対応した群をそれぞれ G, Ḡ,Dと書けば

D = G ▷◁ Ḡ , (15)

と表される．

2.1.2 Lie亜代数

ここでは Lie代数の拡張として Lie亜代数 (Lie algebroid)を考える．多様体M 上で Lie代数を
考える際，Lie代数の元は接ベクトル空間 TM に存在する．それに対して Lie亜代数は接ベクトル
空間より広い概念であるベクトル束上に存在する．ベクトル束は次で定義される．
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ベクトル束 (vector bundle)の定義� �
多様体M 上のベクトル束とは次の 3つの要素の組を指す．

• 全空間と呼ばれる位相空間E

• 全射かつ連続写像である射影 π : E →M

• 任意の p ∈M の逆像 π−1(p)がベクトル空間となっていること．π−1(p)はファイバーと
呼ぶ．

ベクトル束は π : E →M もしくは単にベクトル束Eと書く．� �
直感的には，多様体M 上の各点に対応するベクトル空間 (ファイバー)が存在しているとき，その
対応しているベクトル空間全体をベクトル束と呼ぶ．接ベクトル空間 TM はベクトル束の 1つで
ある．実際，p ∈M :多様体とその座標 xに対して

(p,
∂

∂x
|p) ∈ E ,

π
(
(p,

∂

∂x

∣∣∣∣
p

)
)

= p ,

π−1(p) = TpM , (16)

と定義すれば，ベクトル束になる．
TM 上にベクトル場が定義されるのと同じようにベクトル束の上に場を定義することを考える．

場は多様体の点 pを指定したときにそのファイバー上 π−1(p)の場の値が与えられる．故に場は写
像 s :M → Eと思うことができる．任意の p ∈M に対して s(p) ∈ π−1(p)でなければファイバー
π−1(p)の値が与えられていることにならないことに注意する．この物理での場に対応する概念が
切断である．切断は次のように定義される．

切断の定義� �
ベクトル束Eの切断 s :M → Eとは次の 2つを満たす写像を指す．

• s :M → Eが連続写像であること．

• π ◦ s = idM .

ここで idM はM 上の恒等写像である．切断全体の集合は Γ(E)と書く．� �
即ち，ベクトル束上の場は Γ(E)上で定義される．
接ベクトル V (p) ∈ TpM は切断と見なすことができる．実際，M → TM, p 7→ (p, V (p))と写像

を定義すればこの写像は切断である．
さて，Lie亜代数を定義する．Lie亜代数はベクトル束上に定義されており，その代数構造は Lie

代数と基本的に同じである．重要な違いは TM では関数に対して微分作用が自然に定義されるの
に対して，Lie亜代数では anchor写像と呼ばれる写像 ρ : E → TM が定義されることである．Lie

亜代数の定義は次で与えられる．
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Lie亜代数の定義� �
多様体M 上の Lie亜代数は次の 3つの要素の組を指す．

• ベクトル束 π : E →M .

• Lie括弧 [·, ·]E : Γ(E)× Γ(E) → Γ(E) .

Lie括弧は反対称かつ定数倍について双線形な写像であり，Leibniz則を満たす．即ち，
任意の切断 s1, s2, s3 ∈ Γ(E)について

[s1, [s2, s3]E ]E = [[s1, s2]E , s3]E + [s2, [s1, s3]E ]E , (17)

となる．

• anchor写像 ρ : E → TM

anchor写像 ρは次を満たす．

– Leibniz則を満たすこと．即ち，任意の切断と関数 s1, s2 ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M)につ
いて

[s1, fs2]E = f [s1, s2]E + (ρ(s1)(f))s2 , (18)

を満たす．ここで ρ(s1)(f)は f に微分作用素として ρ(s1)を作用させたことを意味
する．� �

Lie代数は Lie亜代数の自明な例であり，E = TM, ρ = idTM , [·, ·]E = [·, ·]TM としたものである3

．ここで idTM は TM → TM の恒等写像である．

2.1.3 Courant亜代数とDorfman括弧

2.1.1節で議論したように，2つの適当な Lie代数を合わせて両方の元を持つ Lie代数を構成でき
ることを述べた．そこで Lie亜代数に関しても同様に二重化を実行できることが期待される．し
かし，一般に Lie亜代数を二重化したものは Lie亜代数の定義のうち，括弧の反対称性と閉包条
件を両立できないことが知られている．故に，この 2つのうちどちらかの条件を緩和したものが
Courant亜代数である [28]．Courant亜代数の定義は反対称性と閉包条件のどちらを緩和したかで
2種類の定義があるが，ここでは反対称性を緩和し，閉包条件を満たす定義を採用する．これは閉
包条件を尊重した方が計算が容易になりやすいためである．反対称性を尊重した定義を採用する
場合は本節で定義する括弧 [s1, s2](s1, s2 ∈ Γ(E))を [s1, s2]

′ = 1
2([s1, s2] − [s2, s1])のように反対

称に再定義すればよい．閉包条件を尊重した Courant亜代数は次で与えられる．

3 亜代数の特徴はベクトル束上に定義されることである．括弧の代数構造は通常の代数と違いはなく，即ち多様体
の１点上の代数としては代数と亜代数に違いはない．
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Courant亜代数の定義� �
多様体M 上の Courant亜代数は次の 4つの要素の組を指す．

• ベクトル束 π : E →M .

• 括弧 [·, ·]E : Γ(E)× Γ(E) → Γ(E) .

括弧は反対称ではない定数倍について双線形な写像であり，Leibniz則を満たす．即ち，
任意の切断 s1, s2, s3 ∈ Γ(E)について

[s1, [s2, s3]E ]E = [[s1, s2]E , s3]E + [s2, [s1, s3]E ]E , (19)

となる．

• anchor写像 ρ : E → TM .

• 内積 ⟨·, ·⟩ : Γ(E)× Γ(E) → C∞(M) .

– Leibniz則を満たすこと．即ち，任意の切断 s1, s2, s3 ∈ Γ(E)について

ρ(s1)(⟨s2, s3⟩) = ⟨[s1, s2]E , s3⟩+ ⟨s2, [s1, s3]E⟩ , (20)

を満たす．

– 括弧の対称部分は内積から定義される．任意の切断 s ∈ Γ(E)に対して

[s, s]E =
1

2
∂ ⟨s, s⟩ , (21)

を満たす．ここで ∂は微分演算子であり，⟨∂f, s⟩ = ρ(s)(f)を満たす．この条件は
Lie亜代数との大きな違いであり，括弧が対称部分を持つことを示している．� �

Lie亜代数の定義と比較すると，括弧の反対称性が消えている．それに加えて anchor写像に対す
る条件：

• Leibniz則を満たすこと．即ち，任意の切断と関数 s1, s2 ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M)について

[s1, fs2]E = f [s1, s2]E + (ρ(s1)(f))s2 , (22)

を満たす．

も定義から消えている．この条件が定義から消えているのは成立しなくなったためではないことに
注意．Courant亜代数においてもこの条件は成立しているが，内積に伴って追加された条件 (20)

から導出可能であるため，冗長であるから定義から削除されている [35]．実際 (20)において s3を
スカラー倍した際の条件

ρ(s1)(⟨s2, fs3⟩) = ⟨[s1, s2], fs3⟩+ ⟨s2, [s1, fs3]⟩ , (23)

も同様に成立することを考えれば，(22)が成立することが確かめられる．
Courant亜代数の具体的な例としてはDorfman括弧が存在する．Dorfman括弧は接ベクトル空

間 TM と余接ベクトル空間 T ∗M の直和 TM ⊕T ∗M 上に定義された括弧であり任意の V, V1, V2 ∈
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TM, ξ, ξ1, ξ2 ∈ T ∗M,f ∈ C∞(M)に対して

E = TM ⊗ T ∗M ∋ V ⊕ ξ = V m ∂

∂xm
⊕ ξmdx

m ,

[V1 ⊕ ξ1, V2 ⊕ ξ2]Dorfman = [V1, V2]TM ⊕ LV1ξ2 − ιV2dξ1 ,

ρ(V ⊕ ξ) = V ,

⟨V1 ⊕ ξ1, V2 ⊕ ξ2⟩ = ιV1ξ2 + ιV2ξ1

∂f = (∂mf)dx
m (24)

によって与えられる．この定義の下でDorfman括弧は実際にCourant亜代数になっていることが
確かめられる．
Dorfman括弧 [·, ·]Dorfmanを反対称化したものはCourant括弧 [·, ·]Courantと呼ばれている．即

ち，任意の V1, V2 ∈ TM, ξ1, ξ2 ∈ T ∗M に対して

[V1 ⊕ ξ1, V2 ⊕ ξ2]Courant =
1

2
([V1 ⊕ ξ1, V2 ⊕ ξ2]Dorfman − [V2 ⊕ ξ2, V1 ⊕ ξ1]Dorfman) , (25)

と関係付く．このように反対称化した括弧は反対称性を尊重して定義した Courant亜代数の公理
を満たす．

2.1.4 計量亜代数 (Metric algebroid)とD-括弧

DFTではDorfman括弧の拡張であるD括弧を扱う．D括弧は一般に閉包条件を満たさない．故
に Courant亜代数の公理から閉包条件を削除した計量亜代数と呼ばれる代数となる [29]．本節で
はD括弧の導入の流れと計量亜代数の定義を確かめる．
まず，D括弧の導入のために座標基底でDorfman括弧を書き下す．

[V1 ⊕ ξ1, V2 ⊕ ξ2]Dorfman = V m
1 ∂mV

n
2 ∂n + V m

1 ∂mξ2ndx
n − V m

2 ∂mV
n
1 ∂n

−V m
2 ∂mξ1ndx

n + V m
2 ∂nξ1mdx

n + ξ2m∂nV
m
1 dxn .

(26)

次章以降で詳しく述べるが，DFTでは 10次元の多様体M を 2倍の自由度を持つ 20次元空間
M × M̃ に埋め込む．座標は元々の座標 xmに加えて双対座標 x̃mを導入する．このとき，1形式
dxmは双対座標の接ベクトル ∂

∂x̃m
に置き換えられる．さらに，V̂M

i = (ξim, V
m
i ), ∂N = ( ∂

∂xn ,
∂

∂x̃n
)

と

ηMN =

(
0 δmn

δm
n 0

)
, ηMN =

(
0 δm

n

δmn 0

)
, (27)

で定義される行列を用いれば

[V̂ N
1 ∂N , V

M
2 ∂M ]Dorfman = V m

1 ∂mV̂
N
2 ∂N − V m

2 ∂mV̂
N
1 ∂N + ηMM ′ V̂M

2 ∂nV̂
M ′
1 ∂n ,

(28)

を得る．DFTでは xmと x̄mが対称な形で定式化される．これは弦理論の双対性であるT双対変換
が xmと x̄mの入れ替えに対応しており，その変換に共変な定式化を行うためである．この xm, x̃m

の入れ替えは定数行列OM
N を用いて

V N
i 7→ ON

MV
M
i , ∂N 7→ O−1M

N∂M , (OM ′
MO

N ′
NηM ′N ′ = ηMN ) (29)
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で与えられる．この変換で括弧が不変になるようにDorfman括弧を拡張することを考える．その
ために，新たに V̂ N

i が x̃m依存性を持つようにDorfman括弧を拡張したものがD括弧 [·, ·]Dと呼
ばれる T (M × M̃)上の括弧である．

[V̂ N
1 ∂N , V̂

M
2 ∂M ]D = VM

1 ∂M V̂
N
2 ∂N − VM

2 ∂M V̂
N
1 ∂N + ηMM ′ηNN ′

V̂M
2 ∂N V̂

M ′
1 ∂N ′ .

(30)

D括弧は作り方から明らかであるが，V N
i が x̃mに依存しないとき，∂m ↔ dxmの基底の同一視に

よってDorfman括弧に帰着する．
Dorfman括弧は Courant亜代数であるが，その拡張である D括弧は一般に閉包条件 (19)を満

たさない．Courant亜代数の公理のうち，閉包条件のみ満たさない代数は計量亜代数と呼ばれる．
計量亜代数の定義は以下の通りである．

計量亜代数の定義� �
多様体M 上の計量亜代数は次の 4つの要素の組を指す．

• ベクトル束 π : E →M .

• 括弧 [·, ·]E : Γ(E)× Γ(E) → Γ(E) .

• anchor写像 ρ : E → TM .

• 内積 ⟨·, ·⟩ : Γ(E)× Γ(E) → C∞(M) .

– Leibniz則を満たすこと．即ち，任意の切断 s1, s2, s3 ∈ Γ(E)について

ρ(s1)(⟨s2, s3⟩) = ⟨[s1, s2]E , s3⟩+ ⟨s2, [s1, s3]E⟩ , (31)

を満たす．

– 括弧の対称部分は内積から定義される．任意の切断 s ∈ Γ(E)に対して

[s, s]E =
1

2
∂ ⟨s, s⟩ , (32)

を満たす．ここで ∂は微分演算子であり，⟨∂f, s⟩ = ρ(s)(f)を満たす．� �
以上の議論より，DFTにおける基本的な代数は計量亜代数である．本論文ではこの計量亜代数を
用いてDFTを構成する．

2.2 L∞代数

本節では，次数付きの代数である L∞代数について述べる [36, 37]．L∞代数は閉弦の場の理論
の代数として導入された [36]．L∞は系に入っている物理的な場やゴースト，ゲージ変数をまとめ
て取り扱う代数でこれらの場をB1, · · · , Bnと置いた時に場に対する積 [B1, B2, · · · , Bn]の構造を
扱う．特に，いつだけの場に対する積はBRST演算子の作用と解釈される．即ち，場Bに対して

[B] = QB , (33)

と対応する．
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二重場理論に対しても L∞代数の構造があることが指摘された [38]．そのため，二重場理論に
おいても BRST演算子と類似の構造が存在することが期待され，研究が行われている．ここでは
通常，閉包条件を含む Courant亜代数 (2.1.3節)上で議論がなされている．
一方で，近年の研究 [39]では閉包条件を緩和した計量亜代数 (2.1.4)に関しても L∞代数の構造

を持つことが示されている．本論文では，計量亜代数を用いて二重場理論を構成するため，この
研究は非常に興味深い対象である．
本節では，数学的な準備としてL∞代数の定義を与える．ここでは [37]を参照している．L∞代

数の定義は以下で与えらえる．

17



L∞代数の定義� �
L∞代数は次を満たす線形空間 X，括弧 [· · · ]∞の組で定義される．

• 次数 (degree)付きの線形空間 X．

– 任意の元Bi ∈ Xには次数が定義される．

deg(Bi) ∈ Z : Biの次数 . (34)

特に，−1の指数に書いた場合には degを省略する．

(−1)degBi = (−1)Bi . (35)

• 線形な括弧 [B1, B2, · · · , Bn]∞ , (n ≥ 0)．

– 次数:

deg[B1, B2, · · · , Bn]∞ = −1 +
n∑

i=1

degBi (36)

– 引数のない括弧 [·]∞:引数のない括弧についても値が存在して

b0 = [ · ]∞ , (deg(b0) = −1) . (37)

– 線形性：c数 bについて

[B1, · · · , Bib, · · · , Bn]∞

= [B1, · · · , Bi, · · · , Bn]∞(−1)b(Bi+1+···+Bn) . (38)

– 交換性:

[· · · , Bi, Bj , · · · ]∞ = (−1)BiBj [· · · , Bj , Bi, · · · ]∞ . (39)

– 恒等式： ∑
l,k≥0

l+k=n

σ(il, jk)[Bi1 , · · · , Bil , [Bj1 , · · · , Bjk ]∞]∞ = 0 , (40)

ここで σ(il, jk)は±1をとる符号関数で degB∗ = 1を用いて

[B∗, B1, B2, · · · , Bn]∞

= σ(il, jk)[Bi1 , · · · , Bil , B∗, Bji · · · , Bjk ]∞ , (41)

で定義される．

• これらの括弧を関数 bn : Xn → Xで書く．

bn(B1, · · · , Bn) = [B1, · · · , Bn]∞ . (42)

この記法を b描像 (b-picture)と呼ぶ．� �
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最後の恒等式は具体的には

0 = b1(b0) , (43)

0 = b1(b1(B1)) + b2(b0, B1) , (44)

0 = b1(b2(B1, B2)) + b2(b1(B1), B2) + (−1)B1b2(B1, b1(B2)) + b3(b0, B1, B2)

(45)

0 = b1(b3(B1, B2, B3))

+b3(b1(B1), B2, B3) + (−1)B1b3(B1, b1(B2), B3) + (−1)B1+B2b3(B1, B2, b1(B3))

+(−1)B1b2(B1, b2(B2, B3)) + (−1)B2(1+B1)b2(B2, b2(B1, B3))

+(−1)B3(1+B1+B2)b2(B3, b2(B1, B2)) + b4(b0, B1, B2, B3) , (46)

0 = b1(b4(B1, B2, B3, B4))

+(−1)B1b2(B1, b3(B2, B3, B4)) + (−1)B2(1+B1)b2(B2, b3(B1, B3, B4))

+(−1)B3(1+B1+B2)b2(B3, b3(B1, B2, B4)) + (−1)B4(1+B1+B2+B3)b2(B4, b3(B1, B2, B3))

+(−1)B1+B2b3(B1, B2, b2(B3, B4)) + (−1)B1+B3(1+B2)b3(B1, B3, b2(B2, B4))

+(−1)B1+B4(1+B2+B3)b3(B1, B4, b2(B2, B3)) + (−1)(1+B1)(B2+B3)b3(B2, B3, b2(B1, B4))

+(−1)(1+B1)(B2+B4)+B3B4b3(B2, B4, b2(B1, B3)) + (−1)(B3+B4)(1+B1+B2)b3(B3, B4, b2(B1, B2))

+(−1)(1+B1)(B2+B3+B4)b4(B2, B3, B4, b1(B1)) + (−1)B1+(1+B2)(B3+B4)b4(B1, B3, B4, b1(B2))

+(−1)B1+B2+B4(1+B3)b4(B1, B2, B4, b1(B3)) + (−1)B1+B2+B3b4(B1, B2, B3, b1(B4))

+b5(b0, B1, B2, B3, B4) , (47)

などと与えられる．特に，(46)は Jacobi恒等式に対応している．このことを実際に確かめるため
に Lie代数が L∞代数にどのように埋め込まれるかを確認する．

L∞としての Lie代数 接ベクトル空間 TM の次数を 1と定義する．その上で L∞代数の関数 bn

を v1, v2 ∈ TM に対して

b0 = 0 ,

b1(v1) = 0 ,

b2(v1, v2) = [v1, v2]L ,

others = 0 , (48)

で定義される．ここで viの次数が１であることで b2を Lie括弧に定義出来ていることを強調して
おく．実際，deg(TM)を不定に取っておくと，b2(v1, v2) ∈ TM になるためには

deg(TM) = degb2(v1, v2) = 2deg(TM)− 1 , (49)

であるから deg(TM) = 1が従う．
(48)によって与えた bnを使って恒等式 (43)(44)(45) (46)(47)を見れば非自明なものは (46)だ
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けである．

0 = b1(b3(v1, v2, v3))

+b3(b1(v1), v2, v3) + (−1)v1b3(v1, b1(v2), v3) + (−1)v1+v2b3(v1, v2, b1(v3))

+(−1)v1b2(v1, b2(v2, v3)) + (−1)v2(1+v1)b2(v2, b2(v1, v3))

+(−1)v3(1+v1+v2)b2(v3, b2(v1, v2)) + b4(b0, v1, v2, v3)

= −[v1, [v2, v3]L]L + [v2, [v1, v3]L]L − [v3, [v1, v2]L]L

= −[v1, [v2, v3]L]L − [v2, [v3, v1]L]L − [v3, [v1, v2]L]L . (50)

この式は Jacobi恒等式そのものである．

2.2.1 括弧の変形

L∞代数で定義される括弧 [· · · ]∞を変形して恒等式 (40)を満たす [· · · ]′∞を与えることができる．
次数 0の場Ψを考える．複数のΨが入った [· · · ]∞はΨnと書いて以下のように略記する．

[Ψ,Ψ,Ψ]∞ = [Ψ3]∞ ,

[Ψ,Ψ,Ψ,Ψ, B]∞ = [Ψ4, B]∞ . (51)

この場Ψを用いて変形した括弧 [· · · ]′∞を次で定義する．

[B1, · · · , Bn]
′
∞ =

∞∑
p=0

[B1, · · · , Bn,Ψ
p]∞ . (52)

この新たに定義した括弧 [· · · ]′∞は恒等式∑
l,k≥0

l+k=n

σ(il, jk)[Bi1 , · · · , Bil , [Bj1 , · · · , Bjk ]
′
∞]′∞ = 0 , (53)

を満たす．

20



3 弦理論の背景場とT双対性

弦理論の背景時空は 10次元時空でなければならないことが知られている．一方で，実験で観測
されている時空間は 4次元時空であるため，弦理論が正しいと考えれば 6次元空間は観測されな
いほど小さな空間であるはずである．この小さな 6次元空間は余剰次元と呼ばれる．このように
10次元時空のうち 6次元空間を小さく制限して観測できないようにする操作をコンパクト化と呼
ぶ．最も簡単なコンパクト化はKaluza-Kleinコンパクト化と呼ばれ，5次元時空の計量のコンパ
クト化から 4次元時空の計量と電磁ポテンシャル導出する [40, 41, 42, 43]．弦理論の場合も同様
にコンパクト化によって多数のゲージ場が導出されるが，一般に弦の質量スペクトルとヒルベル
ト空間は余剰次元の幾何学的構造によって変化する．
T双対性は異なる余剰次元を対応させる双対性であり，T双対性で結ばれる背景時空は弦の質

量スペクトルとヒルベルト空間が等しくなる．故に，T双対性で結ばれる背景時空同士は 4次元
時空の理論として全く区別できない．本章では，まず T双対性の最も簡単な場合である Buscher

則を導入し，その拡張である非アーベル的 T双対性，Poisson-Lie T双対性について述べる．

3.1 非線形シグマ模型

弦理論は背景場として，計量G，Kalb-Ramond場 (以下，B場)B，ディラトン ϕを持つ．この
背景場を持つ弦理論は非線形シグマ模型として記述できる．非線形シグマ模型の物理的な場は 2

次元世界面から 10次元標的空間への埋め込み写像

埋め込み写像Xm : σi 7→ Xm(σ) , (54)

である．非線形シグマ模型の作用は

S = − 1

4πα′

∫
d2σ

[√
−γγijGmn(X)∂iX

m∂jX
n + ϵijBmn(X)∂iX

m∂jX
n + α′√−γRϕ(X)

]
,

(55)

で与えられる．ここで γij :世界面の計量,ϵab:世界面の反対称テンソル (ϵ01 = 1),R:世界面の Ricci

スカラーである．1形式を用いて書けば

S = − 1

4πα′

∫ [
GmndX

m ∧ ∗dXn +BmndX
m ∧ dXn + α′Rϕ ∗ 1

]
, (56)

と単純な形に書き表すことができる．この作用を用いて次節では最も簡単なT双対性であるBuscher

則を導出する．

3.2 Buscher則

最初のT双対性はBuscherにより導入された [2, 3]．この双対性は余剰次元上に半径Rの S1が
存在する場合に，半径を α′

R に取り直しても弦理論として等価であるというものである．ここでは
Buscher則で結び付く 2つの非線形シグマ模型が古典的に等価であることを示す．
まず，自明な背景場G = η,H = 0, ϕ = 0を考える．この時，弦理論は量子化を行うことができ

る．10次元時空のうち 1次元空間を S1上にコンパクト化した場合の閉弦の９次元時空上の質量
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公式は

m2 =
n2

R2
+
w2

R̃2
+

2

α′ (N + Ñ − 2) , (57)

R : S1の半径 , R̃ =
α′

R
n : S1方向の運動量 , w : S1方向の巻き付き数

N, Ñ :励起モードのラベル ,

により与えられる．この質量公式は明らかに

n↔ w,R↔ R̃ , (58)

により不変である．即ち，半径Rの円にコンパクト化された閉弦は半径 R̃の円にコンパクト化さ
れた閉弦と 1対 1対応する．この対応は質量スペクトルに限らず，CFTとして等価であることが
知られている．即ち CFTの演算子の再定義により，半径 Rの円にコンパクト化された閉弦の理
論と半径 R̃の円にコンパクト化された閉弦の理論は一致する．この 2つの理論の等価性をT双対
性と呼ぶ．
上の例は自明な背景場G = η,H = 0, ϕ = 0 に対するものだが，Buscher則を適用する場合には

S1 以外の 9次元時空が曲がっていてもよい．そこで次に Buscher則を古典論の範囲で導出する．
ただし，ディラトンに関しては古典論の範囲で変換性を求めることができないため，ディラトン
に関しては作用から落として議論する．

S = − 1

4πα′

∫
[GmndX

m ∧ ∗dXn +BmndX
m ∧ dXn] . (59)

以下で導出されるG,Bの変換性はディラトンがあったとしても全く変わらない．
さて，余剰次元に S1が存在する場合を仮定し，その方向をX9と呼ぶ．このとき，S1方向に背

景時空は並進不変になっている．即ち，Lie微分を用いて

L∂9G = 0, L∂9B = 0, L∂9ϕ = 0 , (60)

が成立しており，GMN (X), BMN (X), ϕ(X)はX9依存性を持たない．このとき，非線形シグマ模
型と古典的に等価な作用 Ŝを考えることができる．

Ŝ = − 1

4πα′

∫ [
G99A ∧ ∗A+ 2G9αA ∧ ∗dXα +GαβdX

α ∧ ∗dXβ

+2B9αA ∧ dXα +BαβdX
α ∧ dXβ + 2dχ ∧A

]
. (61)

ここで α, βは {0, 1, · · · , 8}までの値を取る．新たに導入された場は A :1形式，χ :スカラーであ
る．この作用 Ŝの重要な性質として，X9が一切含まれていないことに注意．この作用 Ŝが元々の
作用 (59)に等しいことは χを積分することで確かめられる．χの変分によって得られる方程式は

δŜ

δχ
= − 1

4πα′ (−2dA) = 0 , (62)

となるからAは純粋ゲージに固定される．Aの解の自由度をX9に選ぶと

A = dX9 , (63)
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と書くことができる．ここでX9を選べるのは作用にX9依存性がないため，単に任意関数として
X9を導入することが可能であるためである．これを作用 Ŝに代入すれば，作用 Sを得る．

S =− 1

4πα′

∫
[GmndX

m ∧ ∗dXn +BmndX
m ∧ dXn] , (64)

この作用は非線形シグマ模型 (59)に一致する．
一方で作用 Ŝ(61)を 1形式場Aで解くこともできる．この操作によってT双対作用を導出する

ことができる．ゲージ場Aの成分Aaを

A = Aadσ
a , (65)

で定義する．Ŝに対してAaの変分を実行する．

δŜ =− 1

4πα′

∫
2(δAa)dσ

a ∧ ∗ [G99A+G9αdX
α −B9α ∗ dXα − ∗dχ] = 0 . (66)

Aについて解けば

A =
1

G99
∗ dχ+

G9α ∗+B9α

G11
∗ dXI , (67)

が得られる．この式を用いてAを作用 Ŝから消去すれば，新たな作用 S̃が得られる．

S̃ =− 1

4πα′

∫ [
G̃mndY

m ∧ ∗dY n + B̃mndY
m ∧ dY n

]
(68)

ここで新たに置いた Y m, G̃, B̃は

Y 9 = χ, Y α = Xα ,

G̃99 =
1

G99
, G̃9α = −B9α

G99
, G̃αβ = Gαβ −

G9αG9β −B9αB9β

G99
,

B̃9α = −G9α

G99
, B̃αβ = Bαβ −

G9αB9β −G9βB9α

G99
, (69)

により定義される．この作用 S̃(68)は Y mを埋め込み写像と見なせば，計量 G̃mn，B場 B̃を背景
場に持つ非線形シグマ模型である．
以上の計算により，2つの作用 S(59)，S̃(68)はどちらも作用 Ŝ(61)を積分することで得られる．

故に古典的にはこの 2つの作用は等価である．即ち，背景場の組 (G,B)と (G̃, B̃)は弦の背景とし
て等価である．この (G,B)と (G̃, B̃)の関係を Buscher則と呼ぶ．
落としていたディラトンの項は古典論の範囲では不変であるが，経路積分においてはAの積分

の際にボリュームが現れて

ϕ̃ = ϕ− 1

2
logG99 , (70)

と変換する [3]．

3.2.1 コンパクト化半径についての考察

Buscher則 (69)により，計量とB場の変換則を得た．そこで，すぐさまS1の半径の対応 (R↔ R̃)

が得られることを期待する．しかし，S1の半径は計量だけからは決まらず，S1の１周に対応する
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座標の周期の情報が必要となる．X9, χの周期性をそれぞれX9
T , χT と置けば，それぞれの座標方

向の S1の半径RX , R̃χは

2πRX =
√
G99(X9

T )
2 , 2πRχ =

√
G̃99(χT )2 , (71)

で与えられる．Ŝ(61)から非線形シグマ模型 (68)を導出した際

− 1

4πα′

∫
2dχ ∧ dX9 , (72)

を全微分項として無視した．この項は運動方程式には寄与しないが経路積分を行う際には寄与を
与える．即ち，X9, χはコンパクト空間の座標であり，世界面座標 σ に対して 1価でない．故に，
この全微分項はゼロでない値を持ち，座標の周期X9

TχT

− 1

4πα′

∫
2dχ ∧ dX9 = − 1

4πα′ 2χTX
1
T , (73)

となる．この項が経路積分において寄与を与えないためには周期性について

1

4πα′ 2χTX
1
T ∈ 2πZ , (74)

を満たさなければならない．故に，S1座標の周期性について

χTX
1
T ∈ 4π2α′n , (n ∈ Z) , (75)

の条件が課される．従って，コンパクト化半径は

Rχ =
1

2π

√
G̃11(χT )2

=
1

2π

√
1

G11

(4π2α′n)2

(X1
T )

2

=
α′

RX
n , (76)

の関係があることが分かる．古典論の範囲ではこれ以上の議論ができないが，n = 1に取れば質量
公式 (57)におけるコンパクト化半径の対応 (58)と一致する．

3.3 非アーベル的T双対性

Buscher則は弦の背景場に S1が存在している時に適用できた．即ち，背景場が U(1)対称性を
持っている場合に実行可能である．一方で，一般に背景場は非可換なKillingベクトルを持ちうる．
背景場に非可換な複数のKillingベクトルが存在する場合に適用できるように拡張したT双対性を
非アーベル的 T双対性 (Non-Abelian T-duality)と呼ぶ [18, 19, 20]．本節では Lie群 G上の作用
に対して双対な作用を導出する．
Gの Lie環 gの基底 taは

[ta, tb] = fab
ctc, Tr(tatb) = δab , (77)
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を満たすものとする．作用は群の元 g(X) ∈ Gを用いて

S =− 1

4πα′

∫
G0ab(g

−1dg)a ∧ ∗(g−1dg)b +B0ab(g
−1dg)a ∧ (g−1dg)b

=− 1

4πα′

∫
G0abL

−1a
mL

−1b
ndX

m ∧ ∗dXn +B0abL
−1

m
aL−1

n
bdXm ∧ dXn , (78)

と書く．ここでX は群 G の座標であり，G0αβ, B0αβ は定数である．また，L−1
m

aは左不変カレ
ントの係数である．

g−1dg = (g−1dg)αtα = L−1
m

adXmta . (79)

この作用 Sから計量G，B場Bを読み取れば

Gmn = G0abL
−1

m
aL−1

n
b, Bmn = B0abL

−1
m

aL−1
n
b , (80)

を得る．この作用 Sは群の左変換
g 7→ ug , (u ∈ G) , (81)

によって不変である．左変換に対応するKillingベクトルkaは右不変カレントdgg−1 = R−1
m

adXmta

を用いて
ka = −Ra

m∂m , (82)

と書ける．このKillingベクトルは Lie代数

[ka, kb] = fab
ckc , (83)

を満たす．
さて，非アーベル的T双対性を導出する．Buscher則の計算と同様に 1形式場A = Aataとスカ

ラー場 χataを導入し，古典的に等価な作用 Ŝを用いる．

Ŝ = − 1

4πα′

∫ [
G0abA

a ∧ ∗Ab +B0abA
a ∧Ab − 2Tr{χ(dA−A ∧A)}

]
. (84)

この作用 Ŝが作用 S(78)と等価であることを示す．そのために χの変分で得られる方程式

δŜ

δχa
= − 1

4πα′ (−2)δab{dAb − (A ∧A)b} = 0 , (85)

を解く．この方程式の解は

A = −g−1dg (86)

となる．これを作用 Ŝに代入すると

S = − 1

4πα′

∫ [
G0ab(g

−1dg)a ∧ ∗(g−1dg)b +B0ab(g
−1dg)a ∧ (g−1dg)b

]
(87)

が得られる．これは作用 S(78)と等しい．即ち，作用 Ŝ(84)と作用 S(78)が古典的には等価であ
ることが示された．
次に T双対な作用を得るために Ŝ(84)をAa で変分して得られる方程式を考える．

δAŜ = − 1

4πα′

∫
2(δAa) ∧ ∗(G0abA

b +B0ab ∗Ab + 2 ∗ dχa + χcfab
c ∗Ab)

= 0 . (88)
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よって，Aについて解けば

Aa = −
( 1

G0 + (B0 + (fχ))∗

)ab
dχb , (χa = δabχ

b) , (89)

が得られる．ここで (fχ)abは行列で (fχ)ab = fab
cχcである．このAを作用 Ŝに代入すれば

S̃ = − 1

4πα′

∫
dχa ∧ ∗

(
1

G0 + (B0 + (fχ))∗

)ab

dχb

= − 1

4πα′

∫
G̃abdχa ∧ ∗dχb + B̃abdχa ∧ dχb , (90)

が得られる．ここで

G̃+ B̃ =
1

G0 +B0 + (fχ)
, (91)

で与えられる．よって，S̃は Ŝ(84) と古典的に等価である．即ち，T双対性によって

(G+B)mn = (G0ab +B0ab)L
−1

m
aL−1

n
b ,

(G̃+ B̃)ab =
( 1

G0 +B0 + (fχ)

)ab
, (92)

が結び付く．このT双対性を非アーベル的T双対性と呼ぶ．ディラトンの変換は経路積分を計算
する際にAaの積分から来る体積要素の寄与があって

e−2ϕ̃ = e−2ϕ det(G0 +B0 + (fχ)) , (93)

で与えられることが知られている [18]．

3.4 Poisson-Lee T双対性

前節の非アーベル的T双対性で得られた背景場 (G̃+ B̃)abは一般に対称性 (アイソメトリー)を
持たない．故に，T双対性が対称性を持たない背景場に対しても適用できるように T双対性が拡
張されることが期待される．この拡張された T双対性を Poisson-Lie T双対性と呼ぶ [21]．
本節では Poisson-Lie T双対性を導出する．Poisson-Lie T双対性の導出も他のT双対性の導出

方法と同様である．即ち，拘束系の作用 Ŝ を与えた後に 2種類の方法で拘束を解くことで古典的
に等価な 2つの作用を得る．
まず，拘束系の作用 Ŝを与える．この作用は 2.1.1節で与えたDrinfel’d Double D = G ▷◁ Ḡ上

の作用である．埋め込み写像 l ∈ Dに対して作用を与える．

Ŝ =
1

2

∫
d2σ[⟨l−1∂σl, l

−1∂τ l⟩ − ⟨l−1∂σl, Ĥ(l−1∂σl)⟩] +
1

12

∫
⟨l−1dl ∧, [l−1dl ∧, l−1dl⟩ . (94)

ここでHはDrinfel’d Doubleの Lie代数 d = {TA}に作用する演算子であり

⟨TA, Ĥ(TB)⟩ =

(
(G−1

0 )ab (G−1
0 B0)

a
b

−(B0G
−1
0 )a

b (G0 −B0G
−1
0 B0)ab

)
, (95)

で定義する．ここでG0, B0はそれぞれ定数対称行列，定数反対称行列である．この作用は ε模型
(ε-model)と呼ばれる [21]．以下の計算で明らかになるが，l ∈ Dの自由度の半分は非物理的な場で
あり，拘束条件を与えられ，Poisson-Lie T双対性で結ばれる作用は，拘束条件を解くことによっ
て得られる．
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3.4.1 作用の分解 1

作用 Ŝ(94)が拘束系であることを明らかにするために l ∈ Dを g ∈ G, ḡ ∈ Ḡを用いて l = ḡgと
分離する．この lの形を用いて作用 Ŝ(94)を分解する．まず，作用 Ŝの 3項目を計算する．

l−1dl =g−1ḡ−1d(ḡg)

=g−1(ḡ−1dḡ + dgg−1)g . (96)

1

12

∫
⟨l−1dl ∧, [l−1dl ∧, l−1dl]⟩

=
1

12

∫
⟨g−1(ḡ−1dḡ + dgg−1)g ∧, [g−1(ḡ−1dḡ + dgg−1)g ∧, g−1(ḡ−1dḡ + dgg−1)g]⟩

=
1

12

∫
⟨ḡ−1dḡ + dgg−1 ∧, [ḡ−1dḡ + dgg−1 ∧, ḡ−1dḡ + dgg−1]⟩

=
1

12

∫ [
⟨ḡ−1dḡ ∧, [ḡ−1dḡ ∧, ḡ−1dḡ]⟩+ 3 ⟨dgg−1 ∧, [ḡ−1dḡ ∧, ḡ−1dḡ]⟩

+3 ⟨ḡ−1dḡ ∧, [dgg−1 ∧, dgg−1]⟩+ ⟨dgg−1 ∧, [dgg−1 ∧, dgg−1]⟩
]

=
1

4

∫ [
⟨dgg−1 ∧, [ḡ−1dḡ ∧, ḡ−1dḡ]⟩+ ⟨ḡ−1dḡ ∧, [dgg−1 ∧, dgg−1]⟩

]
=
1

4

∫ [
⟨dgg−1 ∧, −2d(ḡ−1dḡ)⟩+ ⟨ḡ−1dḡ ∧, 2d(dgg−1)⟩

]
=
1

2

∫
d ⟨dgg−1 ∧, ḡ−1dḡ⟩

=
1

2

∫
⟨dgg−1 ∧, ḡ−1dḡ⟩

=
1

2

∫
d2σ

[
⟨∂τgg−1, ḡ−1∂σ ḡ⟩ − ⟨∂σgg−1, ḡ−1∂τ ḡ⟩

]
. (97)

次に第 1項を計算する．

1

2

∫
d2σ ⟨g−1(ḡ−1∂σ ḡ + ∂σgg

−1)g, g−1(ḡ−1∂τ ḡ + ∂τgg
−1)g⟩

=
1

2

∫
d2σ ⟨ḡ−1∂σ ḡ + ∂σgg

−1, ḡ−1∂τ ḡ + ∂τgg
−1⟩

=
1

2

∫
d2σ

[
⟨ḡ−1∂σ ḡ, ∂τgg

−1⟩+ ⟨∂σgg−1, ḡ−1∂τ ḡ⟩
]
. (98)

最後に 2項目を計算する．まず，計算に必要な式を準備しておく．g ∈ G による共役変換を考え
れば (

g−1t̄ag

g−1tag

)
=

(
a−T a

b(g) −a−T a
c(g)Π

cb(g)

0 aa
b(g)

)(
t̄b

tb

)

=

(
a−T a

c(g) 0

0 aa
c(g)

)(
δcb(g) −Πcb(g)

0 δc
b(g)

)(
t̄b

tb

)
, (99)
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と置くことができる．さらに

(dgg−1)a = ⟨dgg−1, t̄a⟩
= ⟨g−1dg, g−1t̄ag⟩
= ⟨g−1dg, a−T a

b(g)t̄
b − a−T a

c(g)Π
cb(g)tb⟩

=a−T a
b(g)(g

−1dg)b , (100)

である．これらを用いて作用 Ŝ(94)の第 2項を書き直す．

l−1∂σl =
(
(l−1∂σl)a (l−1∂σl)

a
)(t̄a

ta

)
=g−1(ḡ−1∂σ ḡ + ∂σgg

−1)g

=
(
(ḡ−1∂σ ḡ)a (∂σgg

−1)a
)(g−1t̄ag

g−1tag

)

=
(
(ḡ−1∂σ ḡ)

T (∂σgg
−1)T

)(g−1t̄g

g−1tg

)

=
(
(ḡ−1∂σ ḡ)

T (∂σgg
−1)T

)(a−T (g) 0

0 a(g)

)(
1 −Π(g)

0 1

)(
t̄

t

)

=
(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (∂σgg
−1)Ta

)(1 −Π(g)

0 1

)(
t̄

t

)

=
(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (g−1∂σg)
T
)(1 −Π(g)

0 1

)(
t̄

t

)
, (101)

− 1

2

∫
d2σ ⟨l−1∂σl, Ĥ(l−1∂σl)⟩

=− 1

2

∫
d2σ

(
(l−1∂σl)a (l−1∂σl)

a
)( (G−1

0 )ab (G−1
0 B0)

a
b

−(B0G
−1
0 )a

b (G0 −B0G
−1
0 B0)ab

)(
(l−1∂σl)b

(l−1∂σl)
b

)

=− 1

2

∫
d2σ

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (g−1∂σg)
T
)(1 −Π(g)

0 1

)(
G−1

0 G−1
0 B0

−B0G
−1
0 G0 −B0G

−1
0 B0

)
(

1 0

Π(g) 1

)(
a−1(ḡ∂σ ḡ)

(g−1∂σg)

)

=− 1

2

∫
d2σ

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (g−1∂σg)
T
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
a−1(ḡ∂σ ḡ)

(g−1∂σg)

)
. (102)

ここで

G+B =
1

1
G0+B0

+Π(g)
, (103)
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と置いた．以上より作用は

Ŝ =
1

2

∫
d2σ

[
⟨ḡ−1∂σ ḡ, ∂τgg

−1⟩+ ⟨∂σgg−1, ḡ−1∂τ ḡ⟩
]

− 1

2

∫
d2σ

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (g−1∂σg)
T
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
a−1(ḡ∂σ ḡ)

(g−1∂σg)

)

+
1

2

∫
d2σ

[
⟨∂τgg−1, ḡ−1∂σ ḡ⟩ − ⟨∂σgg−1, ḡ−1∂τ ḡ⟩

]
=

∫
d2σ ⟨ḡ−1∂σ ḡ, ∂τgg

−1⟩

− 1

2

∫
d2σ

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (g−1∂σg)
T
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
a−1(ḡ∂σ ḡ)

(g−1∂σg)

)

=

∫
d2σ(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−TaT (∂τgg
−1)

− 1

2

∫
d2σ

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

Ta−T (g−1∂σg)
T
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
a−1(ḡ∂σ ḡ)

(g−1∂σg)

)

=

∫
d2σ

[
ρ̄T (g−1∂τg)−

1

2

(
ρ̄ (g−1∂σg)

T
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
ρ̄

(g−1∂σg)

)]
, (104)

となって，G, Ḡそれぞれの依存性が分解される．ここで ρ̄は

ρ̄a = a−1
a
b(g)(ḡ−1∂σ ḡ)b , (105)

である．ḡの世界面の時間 τ 微分が作用に含まれないのは注目すべき点である．即ち，この作用に
おいて ḡは非物理的であり，拘束条件を与える役割を持つ．

3.4.2 ハミルトン形式 1

拘束条件を解くためにハミルトン形式で系を書き換える．左不変カレントの係数を

g−1dg = L−T a
idX

ita ,

ḡ−1dḡ = L̄−T
a
idX̄it̄

a , (106)

と置く．このとき作用に入っている g, ḡの微分は

(g−1∂τg)
a =(g−1∂ig∂τX

i)a

=L−T a
i∂τX

i

=(L−T∂τX)a , (107)

(g−1∂σg)
a =(L−T∂σX)a , (108)

ρ̄a =(a−1L̄−T∂σX̄)a , (109)

と書くことができる．これを用いて作用は

S =

∫
d2σ

[
∂σX̄

T L̄−1a−TL−T∂τX

−1

2

(
∂σX̄

T L̄−1a−T ∂σX
TL−1

)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
a−1L̄−T∂σX̄

L−T∂σX

)]
, (110)
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である．Xi, X̄iの共役運動量 Pi, P̄
iを求めると

Pi =(L−1a−1L̄−T∂σX̄)i , (111)

P̄ i =0 , (112)

となる．ハミルトニアン形式に移行すると Lagrangeの未定乗数 λi, λ̄iを用いて

H =P T∂τX + P̄ T∂τ X̄ − ∂σX̄
T L̄−1a−TL−T∂τX

+
1

2

(
∂σX̄

T L̄−1a−T ∂σX
TL−1

)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
a−1L̄−T∂σX̄

L−T∂σX

)
+ λT (Pi − L−1a−1L̄−T∂σX̄) + λ̄T P̄ , (113)

と与えられる．ハミルトニアンの拘束を解いてX,P のみのハミルトニアンに書き換えると

H =
1

2

(
P TLT ∂σX

TL−1
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
LP

L−T∂σX

)
, (114)

を得る．

3.4.3 Gのラグランジアンの導出

さらに，このハミルトニアンをラグランジアンに書き直す．そのためにハミルトン方程式から
運動量を求める．

∂τX =
∂H
∂P

=LTG−1LP + LTG−1BL−T∂σX ,

P =L−1GL−T∂τX − L−1BL−T∂σX . (115)
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これを用いてラグランジアンを導出する．

L =∂τX
TP −H

=∂τX
T (L−1GL−T∂τX − L−1BL−T∂σX)

− 1

2

(
P TLT ∂σX

TL−1
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
LP

L−T∂σX

)
=∂τX

T (L−1GL−T∂τX − L−1BL−T∂σX)

− 1

2

(
∂τX

TL−1G+ ∂σX
TL−1B ∂σX

TLT
)( G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
GL−T∂τX −BL−T∂σX

L−T∂σX

)

=
1

2

(
∂τX

TL−1 ∂σX
TL−1

)(2G −B
B 0

)(
L−T∂τX

L−T∂σX

)

− 1

2

(
∂τX

TL−1 ∂σX
TL−1

)(G 0

B 1

)(
G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)(
G −B
0 1

)(
L−T∂τX

L−T∂σX

)

=
1

2

(
∂τX

TL−1 ∂σX
TL−1

)(2G −B
B 0

)(
L−T∂τX

L−T∂σX

)

− 1

2

(
∂τX

TL−1 ∂σX
TL−1

)(1 B

0 G

)(
G −B
0 1

)(
L−T∂τX

L−T∂σX

)

=
1

2

(
∂τX

TL−1 ∂σX
TL−1

)(2G −B
B 0

)(
L−T∂τX

L−T∂σX

)

− 1

2

(
∂τX

TL−1 ∂σX
TL−1

)(G 0

0 G

)(
L−T∂τX

L−T∂σX

)

=
1

2

(
∂τX

TLT ∂σX
TLT

)(G −B
B −G

)(
L∂τX

L∂σX

)

=
1

2

(
(g−1∂τg)

T (g−1∂σg)
T
)(G −B

B −G

)(
(g−1∂τg)

(g−1∂σg)

)
. (116)

σ+ = τ + σ, σ+ = τ − σと置けば，結局作用は

S =−
∫
dσ+dσ−(g

−1∂+g)
a

(
1

1
G0+B0

+Π(g)

)
ab

(g−1∂−g)
b , (117)

により与えられる．この作用から標的空間 {Xm}上の計量GX と B場BX を読み取れば

(GX +BX)mn = L−1
m

a

(
1

1
G0+B0

+Π(g)

)
ab

L−T b
n , (118)

を得る．
以上より，初めに与えた ε模型の作用 Ŝ(94)は作用 S(117)と等価である．

3.4.4 作用の分解 2

次に，作用 S(117)に双対な作用 S̃ を導出する．この導出は先に行った計算と同様に l ∈ Dを
G, Ḡの元で置き直して拘束条件を解くことによって実行する．
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ε模型の作用 Ŝ(94)をもう一度確認する．

Ŝ =
1

2

∫
d2σ[⟨l−1∂σl, l

−1∂τ l⟩ − ⟨l−1∂σl, Ĥ(l−1∂σl)⟩] +
1

12

∫
⟨l−1dl ∧, [l−1dl ∧, l−1dl]⟩ . (119)

ここで重要なことは，この作用が lの座標表示に依らないことである．即ち，lの座標の再定義に
よって作用は不変である．よって，先の計算とは G, Ḡによる分解方法を変えて

l = gḡ . (120)

によって計算を実行する．
上の計算 (l = ḡg)で 1項目と 3項目の分解は G, Ḡの代数構造に依らず，単に群の元であること

しか使っていない．故に，本節の l = gḡにおける作用 Ŝの 1項目，3項目の計算は前節の計算を
単に g ↔ ḡと置き換えればよい．

S =

∫
d2σ ⟨g−1∂σg, ∂τ ḡḡ

−1⟩ − 1

2
⟨l−1∂σl, Ĥ(l−1∂σl)⟩ . (121)

2項目についても計算を実行する．こちらは G, Ḡ の代数構造を用いるため，新たに計算し直す必
要がある．共役変換の係数を(

ḡ−1t̄aḡ

ḡ−1taḡ

)
=

(
āab(ḡ) 0

−ā−T
a
c(ḡ)Π̄cb(ḡ) ā−T

a
b(ḡ)

)(
t̄b

tb

)
, (122)

と置く．カレントに関する計算は以下で与えられる．

(∂σ ḡḡ
−1)a = ⟨∂σ ḡḡ−1, ta⟩

= ⟨ḡ−1∂σ ḡ, ḡ
−1taḡ⟩

= ⟨ḡ−1∂σ ḡ,−ā−T
a
c(ḡ)Π̄cb(ḡ)t̄

b + ā−T
a
b(ḡ)tb⟩

=ā−T
a
b(ḡ)(ḡ−1∂σ ḡ)b , (123)

l−1∂σl =
(
(l−1∂σl)a (l−1∂σl)

a
)(t̄a

ta

)
=ḡ−1(g−1∂σg + ∂σ ḡḡ

−1)ḡ

=
(
(∂σ ḡḡ

−1)T (g−1∂σg)
T
)(ḡ−1t̄ḡ

ḡ−1tḡ

)

=
(
(∂σ ḡḡ

−1)T (g−1∂σg)
T
)( ā(ḡ) 0

−ā−T (ḡ)Π̄(ḡ) ā−T (ḡ)

)(
t̄

t

)

=
(
(∂σ ḡḡ

−1)T ā(ḡ) (g−1∂σg)
T ā−T (ḡ)

)( 1 0

−Π̄(ḡ) 1

)(
t̄

t

)

=
(
(ḡ−1∂σ ḡ)

T (g−1∂σg)
T ā−T (ḡ)

)( 1 0

−Π̄(ḡ) 1

)(
t̄

t

)
. (124)
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前節同様に ρ = ā−1(ḡ)(g−1∂σg)と置けば

Ŝ =

∫
d2σρT (ḡ−1∂τ ḡ)−

1

2
⟨l−1∂σl, Ĥ(l−1∂σl)⟩

=

∫
d2σρT (ḡ−1∂τ ḡ)

− 1

2

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

T ρT
)( 1 0

−Π̄(ḡ) 1

)(
G−1

0 G−1
0 B0

−B0G
−1 G0 −B0G

−1
0 B0

)(
1 Π̄(ḡ)

0 1

)(
(ḡ−1∂σ ḡ)

ρ

)

=

∫
d2σ

[
ρT (ḡ−1∂τ ḡ)−

1

2

(
(ḡ−1∂σ ḡ)

T ρT
)( G′−1 G′−1B′

−B′G′−1 G′ −B′G′−1B′

)(
(ḡ−1∂σ ḡ)

ρ

)]
,

(125)

を得る．ここで新たに定義した対称行列G′，反対称行列B′は

G′ +B′ = G0 +B0 + Π̄(ḡ) , (126)

で与えられる．この作用を見ると，g ∈ Gの世界面の時間微分が含まれていないことが分かる．故
に g ∈ Gは物理的ではなく，拘束系になっている．

3.4.5 ハミルトン形式 2

拘束条件を解くためにハミルトン形式に移行する．まず，作用を左不変カレントの係数 (106)を
用いて書き下す．

Ŝ =

∫
d2σ

[
∂σX

TL−1ā−T L̄−T∂τ X̄

−1

2

(
∂σX̄

T L̄−1 ∂σX
TL−1ā−T

)( G′−1 G′−1B′

−B′G′−1 G′ −B′G′−1B′

)(
L̄−T∂σX̄

ā−1L−T∂σX

)]
. (127)

Xi, X̄iの共役運動量 Pi, P̄
iは

Pi =0 , (128)

P̄ i =(L̄−1ā−1L−T∂σX)i , (129)

であるから Lagrangeの未定乗数 λi, λ̄iを用いてハミルトニアン H̄を書く．

H̄ =Pi∂τX
i + P̄ i∂τ X̄i − ∂σX

TL−1ā−T L̄−T∂τ X̄

+
1

2

(
∂σX̄

T L̄−1 ∂σX
TL−1ā−T

)( G′−1 G′−1B′

−B′G′−1 G′ −B′G′−1B′

)(
L̄−T∂σX̄

Ā−1L−T∂σX

)
+ λTP + λ̄T (P̄ − L̄−1ā−1L−T∂σX) . (130)

このハミルトニアンの拘束条件を解けば

H̄ =
1

2

(
∂σX̄

T L̄−1 P̄ L̄T
)( G′−1 G′−1B′

−B′G′−1 G′ −B′G′−1B′

)(
L̄−T∂σX̄

L̄P̄

)
,

(131)

を得る．
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3.4.6 Ḡのラグランジアンの導出

Ḡの元 ḡのみで書いたハミルトニアンからラグランジアンを導出する．∂τ X̄ をハミルトニアン
から導出すれば，

∂τ X̄ =
∂H̄
∂P̄

=L̄T (G′ −B′G′−1B′)L̄P̄ − L̄TB′G′−1L̄−T∂σX̄ ,

P̄ =L̄−1(G′ −B′G′−1B′)−1L̄−T∂τ X̄ + L̄−1(G′ −B′G′−1B′)−1B′G′−1L̄−T∂σX̄ . (132)

を得る．これを用いてラグランジアンを計算する．

M ′ = G′ −B′G′−1B′ , (133)
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と置けば，

L̄ =∂τ X̄
T P̄ − H̄

=∂τ X̄
T (L̄−1M ′−1L̄−T∂τ X̄ + L̄−1M ′−1B′G′−1L̄−T∂σX̄)

− 1

2

(
∂σX̄

T L̄−1 P̄ L̄T
)( G′−1 G′−1B′

−B′G′−1 M ′

)(
L̄−T∂σX̄

L̄P̄

)

=
1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)( 2M ′−1 M ′−1B′G′−1

−G′−1B′M ′−1 0

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

− 1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)(0 M ′−1

1 −G′−1B′M ′−1

)(
G′−1 G′−1B′

−B′G′−1 M ′

)
(

0 1

M ′−1 M ′−1B′G′−1

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

=
1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)( 2M ′−1 M ′−1B′G′−1

−G′−1B′M ′−1 0

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

− 1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)( −M ′−1B′G′−1 1

G′−1 +G′−1B′M ′−1B′G′−1 0

)
(

0 1

M ′−1 M ′−1B′G′−1

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

=
1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)( 2M ′−1 M ′−1B′G′−1

−G′−1B′M ′−1 0

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

− 1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)(−M ′−1B′G′−1 1

M ′−1 0

)(
0 1

M ′−1 M ′−1B′G′−1

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

=
1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)( 2M ′−1 M ′−1B′G′−1

−G′−1B′M ′−1 0

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

− 1

2

(
∂τ X̄

T L̄−1 ∂σX̄
T L̄−1

)(M ′−1 0

0 M ′−1

)(
L̄−T∂τ X̄

L̄−T∂σX̄

)

=
1

2

(
(ḡ−1∂τ ḡ)

T (ḡ−1∂σ ḡ)
T
)( M ′−1 M ′−1B′G′−1

−G′−1B′M ′−1 −M ′−1

)(
(ḡ−1∂τ ḡ)

(ḡ−1∂σ ḡ)

)
,

(134)
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を得る．従って，最終的に作用は

S̄ =−
∫
dσ+dσ−(ḡ

−1∂+ḡ)
T
(
M ′−1 −M ′−1B′G′−1

)
(ḡ−1∂−ḡ)

=−
∫
dσ+dσ−(ḡ

−1∂+ḡ)
TM ′−1(G′ −B′)G′−1(ḡ−1∂−ḡ)

=−
∫
dσ+dσ−(ḡ

−1∂+ḡ)
T (G′ +B′)G′(G′ −B′)−1(G′ −B′)G′−1(ḡ−1∂−ḡ)

=−
∫
dσ+dσ−(ḡ

−1∂+ḡ)
T (G′ +B′)(ḡ−1∂−ḡ)

=−
∫
dσ+dσ−(ḡ

−1∂+ḡ)a

( 1

G0 +B0 + Π̄(ḡ)

)ab
(ḡ−1∂−ḡ)b (135)

を得る．この作用から標的空間 {X̄m}上の計量GX̄ と B場BX̄ を読み取れば

(GX̄ +BX̄)mn = L̄−1m
a

(
1

G0 +B0 + Π̄(ḡ)

)ab

L̄−T
b
n , (136)

を得る．以上より，作用 Ŝと等価な作用から 2通りの計量，B場 (118)(136)を導出できた．この
2つの背景場の対応を Poisson-Lie T双対性と呼ぶ．即ち，Poisson-Lie T双対性によって

(GX +BX)mn = L−1
m

a

(
1

1
G0+B0

+Π(g)

)
ab

L−T b
n , (137)

(GX̄ +BX̄)mn = L̄−1m
a

(
1

G0 +B0 + Π̄(ḡ)

)ab

L̄−T
b
n , (138)

が対応する．この結果は f̄abc = 0の時，非アーベル的T双対性に一致する．故に，Poisson-Lie T

双対性は非アーベル的 T双対性の拡張であると見なせる．
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4 標準的な二重場理論 (NS-NSセクター)

3章で述べたように 6次元の余剰次元の幾何学は弦の質量スペクトルを変える．故に弦理論が
標準模型を有効理論に持つためには標準模型と無矛盾な質量スペクトルを持つような余剰次元の
背景場を求める必要がある．しかし，通常のコンパクト化で得られる弦の背景場を考えると質量
0の粒子が標準模型よりも多く含まれてしまい，弦理論を標準模型に帰着させることができない．
したがって，新たな弦の背景場の探索が重要な課題である．その探索の手がかりとして期待され
ているのが T双対性である．
3章で述べたように弦理論には背景場には T双対性が存在する．特に，量子論の対応が明確で

あるBuscher則においては弦の運動量と巻き付き数が交換することを確認できる (58)．そのため，
T双対性は巻き付き数を持たない粒子には存在しない双対性であり，弦の特徴を強く反映してい
ると期待される．
しかし，弦の背景場の有効理論として知られる 10次元超重力理論は運動量の共役座標しか持た

ず，巻き付き数の共役座標を持たないためにT双対変換に対して理論が共変ではない．そこで，巻
き付き数に対応した 10次元座標を加えた 20次元座標上でBuscher則について共変な理論が構成さ
れた．このT双対共変な 20次元時空の理論を二重場理論 (Double Field Theory)と呼ぶ [7, 8, 9]．
二重場理論上で Buscher則を行うと座標の入れ替えが起きる．この座標の入れ替えは回転と合わ
せて，定数のO(D,D)変換に埋め込まれており，二重場理論はこの定数のO(D,D)変換に顕わに
共変な形で作用が構成される．本章では特に計量，B場，ディラトンを含む二重場理論のNS-NS

セクターについて作用を構成する方法を説明する．
標準的な二重場理論には主に計量による定式化 (metric formalization)とフラックスによる定式

化 (flux formulation) 2つの定式化が存在するが，本章では次章で構成する新しい二重場理論と対
応関係が見やすいフラックスによる定式化を説明する．その後，二重場理論が超弦理論の拡張に
なっていることを確認する．さらに，近年，弦の背景に対する新たな方程式として期待されてい
る一般化超重力理論 (Generalized Supergravity Equations:GSE) も二重場理論が含むことを紹介
する．

4.1 二重場理論の構成要素

本節では二重場理論を構成するのに必要な場や内積などの構成要素を定義する．まず，二重場
理論の座標空間を定義する．運動量の共役座標である通常の 10次元標的空間の座標 10次元を

xm :運動量の 10次元共役座標 , (139)

と書く．これに対して巻き付き数の共役座標として 10次元双対座標

x̃m :巻き付き数の 10次元共役座標 , (140)

を定義する．二重場理論では x̃m, x
mをまとめて

XM = (Xm, X
m) = (x̃m, x

m) , (141)

と書いて 20次元座標空間上で理論を構成する．添え字に関しては

l,m, n ∈ {1, 2, · · · , 10} : 10次元座標の添え字 , (142)

L,M,N ∈ {1, 2, · · · , 20} : 20次元座標の添え字 , (143)
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の規則で用いる．このようにして導入された二重場理論の座標であるが，スピノル表現の議論を
しない限りは 20次元座標という具体的な次元は重要ではない．そこで慣例に則って本論文でも基
本的には二重場理論を 2D次元上の理論として構成する．具体的な数を知りたい場合は常に

D = 10 , (144)

と読み替えればよい．
XM の座標をもつ空間をMと書く．この上で接ベクトル空間 TMを導入する．

TM = {VM∂M |VM ∈ C∞(M)} . (145)

TM上には内積 ⟨·, ·⟩ : TM × TM → C∞(M)が定義され，基底に対する内積 ηMN は O(D,D)計
量と呼ぶ．

ηMN = ⟨∂M , ∂N ⟩ =

(
0 δmn

δm
n 0

)
. (146)

テンソルの添え字の上げ下げは ηMN を用いる．例えば，任意のテンソルの係数 TMN に対して下
付きの添え字は

TM
N = ηMM ′TM ′N (147)

と定義される．
このO(D,D)計量 ηMN を不変に保つ基底変換をO(D,D)変換と呼ぶ．即ち，基底変換 ∂N 7→

OM
N∂M がO(D,D)変換であるということは

ηMN = ⟨OM ′
M∂M ′ , ON ′

N∂N ′⟩ = OT
M

M ′
ηM ′N ′ON ′

N (148)

を満たすことを意味する．また，この条件を満たす行列OM
N をO(D,D)行列と呼ぶ．

NS-NSセクターの物理的場は O(D,D)行列である一般化計量 (generalized metric) HMN とス
カラーである一般化ディラトン (generalized dilaton) d として導入される．

O(D,D)テンソル : HMN , スカラー : d . (149)

二重場理論を超重力理論の拡張と見なすためには，超重力理論を含まなければならない．二重場
理論から超重力理論を得る手順を次元簡約と呼ぶ．詳しい内容は 4.5節で述べるが，その際，一般
化計量HMN と一般化ディラトン d は 10次元の計量G，B場B，ディラトン ϕと

HMN =

(
G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)
, d = ϕ− 1

4
log(detG) , (150)

の対応を持つ．
通常の重力理論と同様に局所ローレンツ基底

EA = (Ea, Ea) = EA
M∂M , (151)

を導入する．EA
B を一般化多脚場と呼ぶ．添え字に関しては

a, b, c, d, e, f, g ∈ {1, 2, · · · , 10} : 10次元座標の添え字 , (152)

A,B,C,D,E, F,G ∈ {1, 2, · · · , 20} : 20次元座標の添え字 , (153)
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の規則で用いる．局所ローレンツ基底には O(D,D)計量と一般化計量が平坦であることを要請
する．

ηAB = ⟨EA, EB⟩ = EA
MηMNE

TN
B =

(
0 δab

δa
b 0

)
, (154)

HAB = EA
MHMNE

TN
B =

(
sab 0

0 sab

)
. (155)

ここで sabは 10次元の局所ローレンツ基底における計量で

sab = diag(−1, 1, 1, · · · , 1) (156)

である．(154)から分かるように一般化多脚場は ηMN を変えない．故に，一般化多脚場 EA
M は

O(D,D)行列である．
局所ローレンツ基底は一般相対論と同様に局所ローレンツ変換が定義できる．一般相対論では

計量 sab を不変に保つ基底変換を局所ローレンツ変換呼ぶが，二重場理論においては ηAB,HAB

の 2つの計量の構造があるため，2つの計量を不変に保つ変換を局所ローレンツ変換，もしくは
O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)変換と呼ぶ．即ち，基底変換 EA 7→ EBO

B
A が局所ローレンツ変換

(O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換)であるとは

ηAB = OT
A
A′
ηA′B′OA′

B ,

HAB = OT
A
A′
HA′B′OA′

B . (157)

を満たすことを意味する．この変換によって二重場理論の構成要素である内積と一般化計量，一
般化ディラトンは不変である．故に，一般相対論と同様に局所ローレンツ変換は二重場理論の対
称性になるべきである．実際，二重場理論の作用は局所ローレンツ変換で不変であることを作用
の決定後に確かめる．
以上が基本的な二重場理論 (NS-NSセクター)の構成要素である．本節の最後に，重要な事項を

まとめる．二重場理論の基本的な構成要素は

内積 : ηMN ,物理的場 : HMN , d , (158)

である．一般化多脚場EA
M によって局所ローレンツ基底EAが定義され，2つの計量が局所平坦

になる．

ηAB =

(
0 δab

δa
b 0

)
, (159)

HAB =

(
sab 0

0 sab

)
. (160)

また，一般化多脚場の局所ローレンツ変換 (O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換)によって作用が不変
であることが要請される．

4.2 一般化Lie微分

この節では二重場理論のゲージ変換を生成する一般化 Lie微分を定義する．一般化 Lie微分は超
重力理論における一般座標変換と B場のゲージ変換を拡張したものである．
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超重力理論は一般座標変換と B場のゲージ変換に対して作用が不変である．物理的な場が大域
的に定義され，無限遠で 0になる場合，一般座標変換の不変性と Lie微分による不変性は等価であ
る．故に超重力理論におけるゲージ変換はベクトル V = V m∂m,1形式 ξ = ξmdx

mを用いて

δV,ξG = LVG ,

δV,ξB = LVB + dξ , δV,ξϕ = V m∂mϕ , (161)

と書くことができる．
一方で二重化理論は一般化 Lie微分 Lが定義される．V1, V2 ∈ TM, λ : scalarに対して

LV1V2 = VM
1 ∂MV

N
2 ∂N − VM

2 ∂MV
N
1 ∂N + ηMM ′ηNN ′

VM
2 ∂NV

M ′
1 ∂N ′ + w2∂NV

N
1 VM

2 ∂M ,

(162)

LV1λ = V N
1 ∂Nλ+ w∂NV

N
1 λ , (163)

と与えられる．ここでw2, wはそれぞれ V2, λのウェイトである．ウェイトはディラトンのみが持
つ量で

ウェイト 0 : HMN , ηMN , ウェイト 1 : e−2d (164)

と与えられる．ベクトル同士の一般化 Lie微分はウェイトを除き D括弧 (30)と同じ代数である．
一般化計量 H = HMN∂M∂N のゲージ変換はこの一般化 Lie微分により与えられる．ベクトル
V̂ = V̂ m∂m + V̂m∂

m ∈ TMによるゲージ変換は

δV̂H = LV̂H , (165)

である．超重力理論を二重場理論から導出する際は (150)で述べたように，

HMN =

(
G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)
, d = ϕ− 1

4
log(detG) , (166)

と一般化計量を対応させる．また，超重力理論には x̃m座標が存在しないから超重力理論を二重場
理論から導出する際にはHMN , V̂ から x̃m依存性を落とす必要がある．この時，HMN , dのゲージ
変換からG,B, ϕのゲージ変換を読み取れば

δV̂G = LV̂ m∂m
G ,

δV̂B = LV̂ m∂m
B + d(V̂mdx

m) ,

δV̂ ϕ = V̂ m∂mϕ , (167)

となっている．V̂ m = V m, V̂m = ξmと置けば，この変換は超重力理論のゲージ変換と一致する．
故に，一般化 Lie微分は超重力理論のゲージ変換の拡張である．
また，二重場理論は Buscher則に対して共変であることを要請している．Buscher則は運動量

と巻き付き数を交換するが，これは二重場理論においては xm, x̃mを交換することに対応する．一
般化 Lie微分の定義 (162)を見れば，全ての添え字は縮約されており，座標の交換によって共変で
ある．故に，一般化 Lie微分は超重力理論のゲージ変換を座標の交換によって共変に持ち上げた
変換であると理解できる．
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4.3 閉包条件

前節で述べたように二重場理論にはゲージ変換 δV̂ が存在する．このゲージ変換のゲージ代数の
閉包条件を要請する．これは，閉包条件を課すことでゲージ代数が一般化 Lie微分で書けない変
換まで広がってしまうことを防ぐほかに，4.4節で示すように作用のゲージ不変性を示すための十
分条件を得る役割がある．
しかし，この閉包条件は論理的に必ずしも必要ではなく，4.4節の計算を実行するための道具の

側面が強い．実際，閉包条件を課さずに二重場理論の構成を行うことは可能であり，これが本論文
における重要な結果の 1つである．閉包条件を用いない新たな二重場理論の構成に関しては 5章
で詳しく述べる．
さて，ゲージ代数の閉包条件は次で与えられる．

δW δV − δV δW = δ[V,W ]C . (168)

左辺は V,W の入れ替えに対して反対称であるから右辺も同様に反対称である必要がある．そ
こで右辺で用いる括弧は単純に D括弧ではなく，C括弧 [·, ·]C が用いられる．C括弧は D括弧
LVW = [V,W ]Dの反対称化で定義される．

[V,W ]C =
1

2
([V,W ]D − [W,V ]D) . (169)

実際に物理的場の上でゲージ代数を計算すれば

(δEA
δEB

− δEB
δEA

− δ[EB ,EA]C )EC = ZABCDE
D , (170)

(δEA
δEB

− δEB
δEA

− δ[EB ,EA]C )d =
1

2
ZAB , (171)

を得る．ここで ZABCD,ZAB は

ZABCD = 3ΩE[ABΩ
E
CD] , (172)

ZAB = −(EC
N∂N + ∂NEC

N − 2EC
N∂Nd)Ω

C
AB , (173)

で定義される．ΩABC はWeitzenböck接続と呼ばれ

ΩABC = EA
L∂LEB

MηMNEC
N , (174)

で定義される．よって，ゲージ代数の閉包条件は

ZABCD = 0 , ZAB = 0 , (175)

によって与えられる．
閉包条件に含まれるWeitzenböck接続を (174)で展開すれば

ZABCD = 3∂NE[A
LEB|L∂

NE|C
MED]M (176)

ZAB = −(∂L∂
LEA

N )EBN − ∂LEA
N∂LEBN + 2∂Nd∂

NEA
MEBM

(177)

を得る．この式を見れば，微分演算子同士が縮約していることに気付く．故に，閉包条件の解と
して任意の場Ψ1,Ψ2に対し

∂MΨ1∂
MΨ2 = 0 , ∂M∂

MΨ1 = 0 , (178)
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を課すことが考えられる．この条件は強い拘束条件 (strong constraint)と呼ばれ，最も簡単な解
は，全ての場が xmだけに依存するものである．超重力理論に縮約する際は場が xmのみに依存し
ているから，実際にこの条件を満たす．
多くの二重場理論における論文では強い拘束条件を課して理論を構築する．しかし，ゲージ代

数の閉包条件を考える場合には強い拘束条件は強すぎる条件である．本章では強い拘束条件は課
さずに，閉包条件のみを理論に課して二重場理論を構成する．

4.4 作用のフラックス定式化

ここまでで，二重場理論の構成要素とゲージ代数の閉包条件に付いて述べた．本節では，実際
に二重場理論の作用を構成する．二重場理論の構成にはフラックス FABC , FAを用いる．フラック
スは一般化 Lie微分を用いて

LEA
EB = FABCE

C , (179)

LEA
e−2d = −FAe

−2d , (180)

で定義する．具体的な成分は

FABC = 3Ω[ABC] , (181)

FA = −∂NEA
N + 2EA

N∂Nd , (182)

で与えられる．このフラックスのゲージ変換を実行すると

δEA
FBCD = ∂AFBCD + ZABCD , (183)

δEA
FA = ∂AFB + ZAB , (184)

を得る．故に閉包条件が成立する時，フラックスはゲージ変換に対して単にスカラーとして振る
舞う．

δEA
FBCD = ∂AFBCD, (185)

δEA
FA = ∂AFB . (186)

これを用いて，ゲージ不変な積分 Iinv を作ることができる．

Iinv =

∫
dXe−2d(CAA′BB′CC′

1 FABCFA′B′C′ + CAA′
2 FAFA′) (187)
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ここで CAA′BB′CC′
1 , CAA′

2 は任意の定数行列である．実際にゲージ変換を実行すれば

δEA

∫
dXe−2d(CAA′BB′CC′

1 FABCFA′B′C′ + CAA′
2 FAFA′)

=

∫
dX(δEA

e−2d)(CAA′BB′CC′
1 FABCFA′B′C′ + CAA′

2 FAFA′)

+

∫
dXe−2dδEA

(CAA′BB′CC′
1 FABCFA′B′C′ + CAA′

2 FAFA′)

=

∫
dX − FAe

−2d(CAA′BB′CC′
1 FABCFA′B′C′ + CAA′

2 FAFA′)

+

∫
dXe−2dEA

N∂N (CAA′BB′CC′
1 FABCFA′B′C′ + CAA′

2 FAFA′)

=

∫
dX − (−∂NEA

N + 2EA
N∂Nd)e

−2d(CAA′BB′CC′
1 FABCFA′B′C′ + CAA′

2 FAFA′)

+

∫
dXe−2dEA

N∂N (CAA′BB′CC′
1 FABCFA′B′C′ + CAA′

2 FAFA′)

= 0 , (188)

となってゲージ不変であることが確かめられた．C1, C2は超重力理論が得られるように ηAB,HAB

を組み合わせて

CAA′BB′CC′
1 = −1

6
ηAA′

ηBB′
ηCC′

+
1

4
ηAA′

ηBB′
HCC′ − 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

,

(189)

CAA′
2 = −(ηAA′ −HAA′

) , (190)

と置く．即ち，二重場理論の作用 Sは

SsDFT

=

∫
dXe−2d

[(
− 1

6
ηAA′

ηBB′
ηCC′

+
1

4
ηAA′

ηBB′
HCC′ − 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
FABCFA′B′C′

−(ηAA′ −HAA′
)FAFA′

]
=

∫
dXe−2d

[(
− 1

6
ηAA′

ηBB′
ηCC′

+
1

4
ηAA′

ηBB′
HCC′ − 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
FABCFA′B′C′

−2(ηAA′ −HAA′
)EA

N∂NFA′ + (ηAA′ −HAA′
)FAFA′

]
, (191)

によって定義される．この作用の形は O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)不変な形になっている．実際，
O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換

δΛEA = EBΛ
B
A , (192)

によって作用は

δΛS =

∫
dXe−2dZACΛB

C(ηAB −HAB) , (193)

と変換されるから，閉包条件の下で
δΛS = 0 , (194)

が従う．以上より，二重場理論の作用は

• Buscher則により共変．
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• 一般化 Lie微分によるゲージ変換で不変．

• 一般化 Lie微分で生成されるゲージ代数が閉包条件を満たす．

• 超重力理論を含む．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換により不変．

の 5つの条件を満たす理論として構成された．

4.5 超重力理論への次元簡約

前節で従来の方法により二重場理論の作用まで導入した．本節では，実際に二重場理論の作用
から超重力理論の作用を導出する．
超重力理論の場である計量G，B場B，ディラトン ϕと二重場理論の場の対応を与える．

HMN =

(
G−1 −G−1B

BG−1 G−BG−1B

)
, d = ϕ− 1

4
log(detG) . (195)

超重力理論には x̃m座標が存在しないため，全ての場は xmにのみ依存する．故に，任意の場 ψに
対して

∂mψ = 0 , (196)

を課す．これは強い拘束条件を満たすため，閉包条件を用いることができ，二重場理論を適用す
ることができる．閉包条件を満たすとき，作用はO(1, D− 1)× (D− 1, D)変換によって不変であ
る．故に，一般化多脚場は

EA
N =

(
e−T a

m 0

0 ea
m

)(
δmn 0

−Bmn δm
n

)
, (197)

と決定しても一般性を損なわない．ここで ea
mはD次元上の多脚場であり

ea
mGmne

T n
b = sab , (198)

を満たす．
作用を計算するためにはフラックスをそれぞれ導出すればよい．FABC , FAを添え字の付き方に

よってそれぞれ求めれば

Fabc = 3ea
leb

mec
n∂[lBmn] ,

F a
bc = f

(e)
bc

a ,

F ab
c = 0 ,

F abc = 0 ,

Fa = f (e)a + 2ema ∂mϕ ,

F a = 0 , (199)

を得る．ここで f
(e)
abc, f

(e)
a はD次元の多脚場から作られる関数で

f
(e)
abc = −2e[a

meb]
n∂me

−1
m

c (200)

f (e)a = − 1√
detG

∂m(
√
detGea

m) (201)
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により定義される．これらを作用に代入すれば

SsDFT =

∫
dX

√
detGe−2ϕ

[
− 1

2
fba

cfcd
bsad − 1

4
fab

cfde
fsadsbescf − 1

12
HabcHdefs

adsbescf

+fafbs
ab + 4Gmn(∂mϕ)(∂nϕ) +

1√
detG

∂n(
√
detGfaeb

n)sab
]

=

∫
dX

√
detGe−2ϕ

[
R(e) − 1

12
HabcHdefs

adsbescf + 4Gmn(∂mϕ)(∂nϕ)
]

= Ṽ

∫
dx

√
detGe−2ϕ

[
R(e) − 1

12
HabcHdefs

adsbescf + 4Gmn(∂mϕ)(∂nϕ)
]

(202)

を得る．ここでR(e)はD次元の多脚場で書かれた Ricciスカラーである．また，Ṽ は x̃mの体積
で Ṽ =

∫
dx̃である．

この作用はまさに超重力理論のNS-NSセクターである．故に，二重場理論は超重力理論 (NS-NS

セクター)を含むことが確かめられた．

4.6 一般化超重力理論 (GSE)への次元簡約

4.5節において二重場理論から超重力理論が導出されることを見た．本節では超重力理論の拡張
である一般化超重力理論 (GSE:Generalized Supergravity Equations) が含まれることを説明する．
一般化超重力理論とはD次元の幾何学を構成する理論であり，弦の背景場になることが示唆さ

れている．通常，弦理論のWeyl不変性を要請した際には背景場が超重力理論に従わなければなら
ないとされている．しかし，近年の研究で一般化超重力理論 (GSE)の解になる背景場はくりこみ
項 (counterterm)を考慮することでWeyl不変性を回復することが示唆されている [12, 13]．ここ
で導入されたくりこみ項はディラトンの再定義で吸収できる形をしており，1ループまででアノマ
リーを除去できることが示されている．より高次のループに関しては証明がないが，同様にくり
こみ項を導入可能であることが期待されている．
一般化超重力理論はGeneralized Supergravity Equationsという名前の通り作用が存在していな

い理論である．この理論には運動方程式のみが存在しており，NS-NSセクターは次で与えられる．

R(e) + 4∇m∂mϕ− 4|∂ϕ|2 − 1

2
|H|2 − 4(ImIm + UmUm + 2Um∂mϕ−∇mU

m) = 0 ,

(203)

R(e)
mn − 1

4
HmpqHn

pq + 2∇m∂nϕ+∇mUn +∇nUm = 0 ,

(204)

−1

2
∇kHkmn + ∂kϕH

k
mn + UkHkmn +∇mIn −∇nIm = 0 .

(205)

ここで I = Im∂mはKillingベクトルであり，

LIG = 0 , LIB = 0 , LIϕ = 0 , (206)

を満たす．Umは Imで定義され，
Um = InBnm , (207)

で与えられる．座標変換によって Imは定数に置くことができる．よって，以降の議論は Im :定数
として議論を行う．この時，条件 (206)は特に

I l∂lGmn = 0 , I l∂lBmn = 0 , I l∂lϕ = 0 , (208)
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を意味する．
一般化超重力理論は超重力理論の拡張になっている．実際，I = 0のとき，一般化超重力理論は

通常の超重力理論に一致する．
一般化超重力理論は二重場理論から導出することが可能である．導出方法は超重力理論を導出

する手法 (4.5節)とほぼ同様で，二重場理論の場として

HMN =

(
G−1 −G−1B

BG−1 G−BG−1B

)
, d = ϕ− 1

4
log(detG) + Imx̃m , (209)

と置けばよい．超重力理論の置き方 (150)と比較するとディラトンのみが変更を受けている．二重
場理論の構成に用いる閉包条件を確認する．特に，今の場合は強い拘束条件 (178)を満足するこ
とが確かめられる．

∂Ld∂
LHMN = I l∂lHMN = 0 , (210)

∂Ld∂
Ld = 2I l∂l(ϕ− 1

4
log(detG)) = 0 . (211)

ここで (208)を用いた．よって，二重場理論を用いることができる．最後に，(209)を作用に導入
し，運動方程式を得れば，一般化超重力理論を得ることができる [11]．
本節で見たように，二重場理論は弦の新しい背景場の有効理論として提案されている一般化超

重力理論を含む．故に，二重場理論は超重力理論で失われてしまった弦の背景場の性質を持って
いることが期待される．このことは，二重場理論の研究を行う大きな動機の 1つである．
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5 閉包条件のない二重場理論の構成 (NS-NSセクター)

4章で標準的な二重場理論の構成方法を述べた．この標準的な定式化には閉包条件 (168) が必要
であり，この条件は物理的場に対して制限を課す．しかし，4.3節で述べたように，閉包条件は作
用の外から手で課される条件であるため，ラグランジアン未定乗数などによって作用から決定で
きる拘束条件と理解することもできない．また，二重場理論は 2D次元の接ベクトル空間上の幾
何学と解釈されるが，閉包条件を課された接ベクトル空間は一般に定義されていない．実際，二
重場理論の場に課されている閉包条件は一般の接ベクトルに対する閉包条件 (168) ではなく，一
般化多脚場に条件を課す (175)のみであり，閉包条件を課された接ベクトル空間全体がどのような
構造を持っているかが解明されていない．以上，閉包条件に対する問題点をまとめれば

• 作用の中に閉包条件を課す機構が存在せず，手で作用の外から条件を課す必要がある．

• 閉包条件を課した後の接ベクトル空間が一般に定義されていない．

の 2点である．故に，本章では閉包条件を用いない新たな二重場理論の構成を行う．

5.1 標準的な二重場理論との相違点

この節では標準的な二重場理論と本章で扱う新たな二重場理論の相違点について述べる．標準
的な二重場理論の基礎となる前提は 4.4節の終わりに述べたように

• Buscher則により共変．

• 一般化 Lie微分によるゲージ変換で不変．

• 一般化 Lie微分で生成されるゲージ代数が閉包条件を満たす．

• 超重力理論を含む．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換により不変．

の 5つである．これに対して本章で説明する二重場理論では，2つの条件を外して次の 3つを要請
する．

新たな二重場理論に対する要請� �
• Buscher則により共変．

• 一般化 Lie微分によるゲージ変換で不変．

• 一般化 Lie微分で生成されるゲージ代数が閉包条件を満たす．

• 超重力理論を含む．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換により不変．� �
特に，最後のO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換により不変であるという条件は一般相対論における
局所ローレンツ変換に対応しており，最も重要な役割を果たす．
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5.1.1 曲がったO(D,D)計量

本章で述べる二重場理論の構成要素についても一般化が可能である．内積を定義するO(D,D)

計量に関して標準的な二重場理論では (146)で与えたように ηMN を定数行列に取る．一方で，本
章ではこの前提を捨て，任意の対称行列 ηMN に対して理論を構築する．

新たな二重場理論におけるO(D,D)計量� �
ηMN =

�������
(

0 δmn

δm
n 0

)
. (212)

� �
ηMN が座標依存性を持つ時，その空間を曲がった空間 (curved space)と呼ぶ．曲がった空間上の
二重場理論は 3.3，3.4節で述べた非アーベル的T双対性と Poisson-Lie T双対性に関係しており，
興味深い研究対象である [25]．曲がった空間上の二重場理論に関する従来の研究は DFTWZW と
呼ばれ，特定の ηMN において正しい作用を与えるように補正項を手で与えて理論を構成してい
る [22, 23, 24]．DFTWZW は一般の曲がった空間上の二重場理論として提案されているが，特定
の ηMN 上でしか正当化されておらず，一般の ηMN を考えた場合に新たな補正項が必要になる可
能性を排除できない．本章ではこの点を改善し，ηMN の値に依らない二重場理論の構成方法を与
え，曲がった空間上の二重場理論を定義する．

一般化多脚場の物理的自由度に関して ηMN を一般の関数に拡張したことによって，一般化計量
EA

M の属する空間が変わることを述べる．一方で，物理的な自由度は変わらず，
(
O(1, D− 1)×

O(D − 1, 1)
)
\O(D,D)であることを示す．

標準的な二重場理論では
ηAB = EA

MηMNEB
N , (213)

を用いて，EA
M が O(D,D)行列であることを示した．一方で，本章で扱う曲がった空間上の二

重場理論では ηMN が任意の対称行列であるからEA
M は単にGL(2D)行列である．局所ローレン

ツ基底のO(D,D)計量と一般化計量との関係は

ηAB = EA
MηMNEB

N ,

HAB = EA
MHMNEB

N , (214)

であるから，O(1, D−1)×O(D−1, 1)変換は物理的場を変えない．故に，O(1, D−1)×O(D−1, 1)

変換の自由度を多脚場から引いておく必要があって

EA
M ∈

(
O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)

)
\GL(2D) (215)

が多脚場の持つ自由度である．
ここで，EA

M の “物理的”自由度が変わらずに
(
O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)

)
\O(D,D) であるこ

とを示す．今，二重場理論に含まれる物理的自由度を思い出せば

物理的自由度 : HMN , d , (216)

であり，ηMN は物理的ではないことに注意する．HMN , ηMN は多脚場を用いて

HMN = E−1
M

AHABE
−TB

N , (217)

ηMN = E−1
M

AηABE
−TB

N , (218)
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と書ける．物理的な自由度を顕わに見るために多脚場を

EA
M = UA

BĒB
M , (219)

と分離する．ここで ĒA
M は

η̄AB := ĒA
MηMN Ē

TN
B =

(
0 δab

δa
b 0

)
, (220)

を満たすように決定される．ηMN は物理的な自由度ではないから ĒA
M は物理的自由度を持たな

い．したがってEA
M の物理的自由度は全て UA

B が持っている．UA
B は

ηAB = UA
A′
η̄A′B′UTB′

B =

(
0 δab

δa
b 0

)
, (221)

を満たすから UA
B はO(D,D)行列である．一方で

HMN = Ē−1
M

A′
U−1

A′AHABU
−TB

B′Ē−TB′
N , (222)

ηMN = Ē−1
M

A′
U−1

A′AηABU
−TB

B′Ē−TB′
N , (223)

と書けるから，HMN , ηMN を変えない自由度O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)は理論に寄与を与えない．
故に，物理的自由度について以下が従う．

多脚場EA
M が持つ物理的自由度� �

多脚場EA
M = UA

BĒB
M の物理的な自由度は UA

B が担っており

UA
B ∈

(
O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)

)
\O(D,D) , (224)

となる．これは標準的な二重場理論と同じ物理的自由度である．� �
5.1.2 TM上の代数構造と計量亜代数

標準的な二重場理論では TM上の代数構造がウェイト付きのD括弧 (162)で与えられた．この
ウェイト付きのD括弧には次の 2つの問題点がある．

ウェイト付きのD括弧の問題点� �
• 座標変換について不変でないこと．

– ウェイト付きのD括弧 (162)の表式は微分を顕わに使っており，座標変換によって
不変ではない．そのため，多様体上で定義されておらず，幾何学的な取り扱いが困
難になってしまっている

• ウェイトを持つ量に対する変換が天下り的に与えられていること．

– ウェイトの項は通常の 2重場理論においてディラトンの変換性を生成するために
手で付け足した項である．この項の二重場理論における幾何学的な解釈は議論さ
れておらず，超重力理論に整合するように与えているのみである．特に本章で扱う
ηMN が関数の空間上の二重場理論においてはディラトンの変換が通常通り扱われ
る保証はないため，通常のウェイトの依存性を取り入れるのは危険である．� �

この 2つの問題点はどちらもウェイト付きのD括弧を微分などを用いて具体的に書き下したこと
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に由来する．そこで，D括弧の具体形を用いずに，括弧が満たす代数的な性質のみを用いて二重
場理論を構築する．特に，ディラトンの変換性についてはウェイトを用いることなく定義可能で
あるため (5.5節)，ウェイトという概念を導入せずに理論を構築する．
D括弧が閉包条件を満たすとき，この代数は Courant亜代数 (2.1.3節)を成すことが知られて

いる．さらに，本章における二重場理論の構成では閉包条件を取り除くため，代数は計量亜代数
(2.1.4)を成す．そこで，本章では代数を成す括弧と内積に対して具体的な形を考えずに 2.1.4節で
与えた計量亜代数の公理だけを仮定する．

二重場理論の代数に対する要請� �
任意の V1, V2, V3 ∈ TMに対して括弧 [·, ·]，内積 ⟨·, ·⟩，anchor写像 ρが存在して

ρ(V1)(⟨V2, V3⟩) = ⟨[V1, V2], V3⟩+ ⟨V2, [V1, V3]⟩ , (225)

[V1, V1] =
1

2
∂ ⟨V1, V1⟩ , (226)

を満たす．今，代数が接ベクトル TM上に定義されているから anchor写像は自然に

ρ(V1) = V1 , (227)

で定義する．� �
5.2 Dirac生成演算子

5.1.2節で述べたように本章では計量亜代数によって二重場理論を構成する．計量亜代数はDirac

生成演算子 /Dと呼ばれる演算子によって生成することができる．本節ではこのDirac生成演算子
とこの演算子が作用する空間である Cliffordバンドルを導入する．

Cliffordバンドルの定義 初めに，Cliffordバンドルを導入する．局所ローレンツ基底において
内積は

⟨EA, EB⟩ = ηAB , (228)

と与えられている．この内積を用いて Clifford代数を

{γA, γB} = 2ηAB , (229)

によって定義する．ここで括弧 {·, ·}は通常の Clifford代数と同様に次数付きの括弧で

{V,W} = VW − (−1)|V ||W |WV = −(−1)|V ||W |{W,V } , (230)

で定義される．ただし，|V |は V の次数を表す．次数はガンマ行列の偶数個の積か奇数個の積か
で定義される．

次数 odd : {γA, γABC , · · · } ,
次数 even : {1, γAB, γABCD, · · · } . (231)

γAB, γABC のように複数の添え字を書いた場合は反対称な積で

γAB = γ[AγB] , γABC = γ[AγBγC] , (232)
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などと与える．添え字の上げ下げは ηAB をによって与える．

γA = ηABγ
B . (233)

以上がを用いて Cliffordバンドル Cl(TM)は γAの積の集合によって与えられる．

Cl(TM) = {V A1···AnγA1···An |V A1···An ∈ C∞(M), n ≥ 0} , (234)

また，Cliffordバンドルの基本表現空間をスピノル空間 Sと書く．

Dirac 生成演算子の構成 ここでは，計量亜代数の生成子として定義される Dirac 生成演算子
/D : S → Sを構成する．そのためにまず，CliffordバンドルCl(TM)上に計量亜代数の括弧 [·, ·]を
定義する．線形写像 γ : EA 7→ γAを用いて，任意の V,W ∈ TMで

[γ(V ), γ(W )] = γ([V,W ]) , (235)

によって定義する．以下の計算では，記法の簡略化のために線形写像 γを省略し，EAと γAを同
一視する．即ち，TM ⊂ Cl(TM)であって，括弧も V,W ∈ TM ⊂ Cl(TM)に対して単に

[γ(V ), γ(W )] → [V,W ] , (236)

と書くことにする．
以上を用いて，スピノル空間に作用する次数 oddの微分演算子であるDirac生成演算子 /D : S → S

を定義する．

Dirac生成演算子の定義� �
Dirac生成演算子 /Dは任意の V,W ∈ TM ⊂ Cl(TM), g1 ∈ C∞(M) ⊂ Cl(TM)に対して

∂f = 2{/D, f} , (237)

[V,W ] = {{/D, V },W} , (238)

ρ(V )(f) = {{/D, V }, f} . (239)

を満たす．また，この Dirac生成演算子を用いて自然にスピノル ψ ∈ Sの計量亜代数による
変換が定義される．

LV ψ = {/D, V }ψ . (240)

この変換は Leibniz則を満たす．

LVWψ = [V,W ]ψ +WLV ψ . (241)� �
逆にDirac生成演算子で生成された代数は計量亜代数の公理 (225)(226)を自動的に満たすこと

を確かめることができる．実際，任意の V,W,Z ∈ TMについて

ρ(V )(⟨W,Z⟩) = {{/D, V }, {W,Z}}
= {{{/D, V },W}, Z}+ {W, {{/D, V }, Z}}
= ⟨[V,W ], Z⟩+ ⟨W, [V, Z]⟩ , (242)

∂ ⟨V, V ⟩ = {/D, {V, V }}
= 2{{/D, V }, V }
= 2[V, V ] , (243)
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となって公理を全て満たすことが確かめられる．
また，スピノルに対する計量亜代数の作用 (240)が Leibniz則を満たすことも顕わに確認してお

く．任意のベクトル V,W とスピノル ψに対して

LV (Wψ) = {/D, V }Wψ = {{/D, V }W}ψ +W{/D, V }ψ = (LVW )ψ +WLV ψ , (244)

が従う．ここで (238)を用いた．故に，Leibniz則 (241)は成り立つ．
このDirac演算子の具体形を求める．まず，(237)を考える．この式は関数との交換関係を与え

るから，S上の線形写像部分以外は決定して

/D =
1

2
γA∂A + (線形写像) (245)

の形で与えられる．ここで ∂A : S → Sは微分演算子で

{∂A, f} = ρ(EA)(f) , (246)

{∂A, γB} = 0 , (247)

∂A |0⟩ = 0 , (248)

定義される．ただし，|0⟩はスピノル空間の真空で (866)により定義される．さらに，この微分演
算子部分から (239)が自動的に満たされる．
最後に，線形写像部分を決定する．そのために，基底に対する計量亜代数の構造関数 FAB

C を
与える．

[EA, EB] = FAB
CEC . (249)

FABC は ηAB が定数であることを用いて，完全反対称であることが示せる．

0 = ρ(EA)(⟨EB, EC⟩)
= ⟨[EA, EB], EC⟩+ ⟨EB, [EA, EC ]⟩
= FABC + FACB , (250)

0 = ∂ ⟨EA, EB⟩
= [EA, EB] + [EB, EA]

= (FABC + FBAC)E
C . (251)

この完全反対称性を用いて /Dの線形写像部分を決定できる．基底に対して (238)を満たすように

{{/D, γA}, γB} = FAB
CγC , (252)

を要請すれば，γAの 3次以上の項が決定して結局Dirac生成演算子 /Dは次のように導出される．
ディラック生成演算子の具体形� �

/D =
1

2
γA∂A − 1

24
FABCγ

ABC − 1

4
FAγ

A , (253)

ここで FAはDirac生成演算子への全ての要請 (237)(238)(239)からは決定しない関数である．� �

52



5.3 スピノル空間 S上の共変微分とDirac生成演算子

スピノル空間上の演算子としてDirac生成演算子 /D(253)を導入した．ここではさらにスピノル
空間 S上の共変微分を導入してDirac生成演算子との関係を与える．
ベクトル空間上 TMの共変微分∇TM

A をスピン接続WAB
C を用いて

∇TM
A (fV ) = ρ(EA)(f)V + f∇AV ,

∇TM
A EB = WAB

CEC , (254)

により定義する．このスピン接続を用いてスピノル空間上の共変微分∇S
Aを次で定義する．

スピノル空間上の共変微分� �
スピノル空間上の共変微分は

∇S
A = ∂A − 1

4
WABCγ

BC , (255)

により与えられる．この共変微分は Cliffordバンドルに整合するように定義しており

{∇S
A, γB} =WAB

CγC , (256)

を満たす．� �
この共変微分を用いてDirac生成演算子を書けば，

/D =
1

2
γA∇S

A +
1

24
(3W[ABC] − FABC)γ

ABC − 1

4
(FA −WB

BA)γ
A

=
1

2
γA∇S

A +
1

24
TABCγ

ABC − 1

4
(FA −WB

BA)γ
A , (257)

を得る．ここで TABC は一般化捩率 (generalized torsion)と呼ばれるテンソルで

T (V,W,Z) = ⟨∇VW −∇WV − [V,W ], Z⟩ − ⟨∇ZV,W ⟩
= V AWBZCTABC

= V AWBZC(3W[ABC] − FABC) , (258)

によって定義される．TABC がテンソルであることから基底に依らずに TABC = 0に取ることがで
きる．故に，以下では接続を

W[ABC] =
1

3
FABC , (259)

を満たすように選ぶ．また，FAは任意関数であったから

FA =WB
BA , (260)

と取ることにする．その結果，Dirac生成演算子はスピノル空間上の共変微分を用いて以下のよう
に非常に単純な形で与えることができる．

Dirac生成演算子とスピノル空間上の共変微分の関係� �
一般化捩率が 0になるようなスピン接続を選ぶことによってDirac生成演算子はスピノル空間
上の共変微分を用いて

/D =
1

2
γA∇S

A , (261)

と書くことができる．� �
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5.4 一般化Lichnerowicz公式と pre-Bianchi恒等式

本節では，ここまでで与えた演算子を用いてDirac生成演算子の自由度 FAを決定するための共
変な条件式を構築する．この条件式は通常の幾何学においてスカラー曲率を導出するために用い
られる Lichnerowics公式と同様の方法で構成することができるため一般化 Lichnerowics公式と呼
ぶ．本節で議論は以下の手順で進行する．

一般化 Lichnerowics公式を用いた FAの決定� �
• /D2を用いてスカラーを定義する方法を議論する．

– 超重力理論における作用が Dirac生成演算子の 2乗から作られることから類推し
て，/D2からスカラーを作る方法を議論する．

– Lie代数から作られる 2つ目の共変微分 ∇ϕ′
を定義し，ラプラシアン ∆ϕ′

を構成
する．

– 2階微分を除去するために 4/D2 −∆ϕ′
を考える．

– 4/D2 −∆ϕ′
は直接スカラーにはならない．そこで，4/D2 −∆ϕ′ ∈ C∞(M) を条件式

としておく．この式を一般化 Lichnerowics公式と呼ぶ．

• 一般化 Lichnerowics公式による FAの決定．

– 一般化 Lichnerowics公式の結果，FAはスカラー自由度 dのみを持つ．dは 5.5節
の議論で一般化ディラトンと同定することが可能であることが示される．

– 一般化 Lichnerowics公式が ηMN :定数の場合に pre-Bianchi恒等式 [44]と呼ばれる
恒等式に一致することを明らかにする．� �

/D2を用いてスカラーを構成するための条件 超重力理論においては，既にDirac生成演算子を用
いて作用を定式化しようという試みが成功している [45]．その際，作用は超重力理論上で定義さ
れるDirac生成演算子 /Dgg の 2乗から計算される．

超重力理論の作用 : /D2
gg . (262)

そこで二重場理論においても Dirac生成演算子の 2乗が何らかの意味ある量になることが期待さ
れる．
しかし，二重場理論の場合は単純に /D2を計算してもスカラーを得ることはできない．

4/D2
=

(
γA∂A − 1

12
FABCγ

ABC − 1

2
FAγ

A

)2

= ∂A∂
A − 1

24
FABCF

ABC − 1

2
ρ(EA)(FA) +

1

4
FAF

A − FA∂A

−
(
1

4
ρ(EA)(FABC) +

1

2
(ρ(E[B)(FC])− FAFABC)

)
γBC

−1

2
γBCϕ′BC

A∂A

− 1

12

(
ρ(EB)(FCB′C′)− 3

4
FABCF

A
B′C′

)
γBCB′C′

. (263)
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ここで ϕ′ABC は FABC と TM上に自然に定義される通常の Lie微分 [EA, EB]L = F ′
AB

CEC を用
いて

ϕ′ABC = FABC − F ′
ABC , (264)

と定義される．スカラーを得るために最も注目すべき点は /D2が 2階微分 ∂A∂
Aを含むことである．

故に，/Dとは異なる方法で２階微分の演算子を作り，/D2から引き去ればよい．
新たな微分演算子は ϕ′ABC を用いて構成できる．そのために基底変換に対する ϕ′ABC の変換性

を調べる．ϕ′ABC の基底との関係は

ϕ′BCA = ⟨[EB, EC ]− [EB, EC ]L, EA⟩ , (265)

によって与えられる．任意関数 f, g, h ∈ C∞(M)によって (EA, EB, EC) 7→ (fEA, gEB, hEC)と
変換すれば ϕ′ABC は

ϕ′ABC 7→ fghϕ′ABC + fhρ(EA)(g)ηBC , (266)

によって与えられる．一方でスピン接続WABC は

WABC = ⟨∇AEB, EC⟩ , (267)

で与えられるから，(EA, EB, EC) 7→ (fEA, gEB, hEC)の変換によってスピン接続は

WABC 7→ fghWABC + fhρ(EA)(g)ηBC , (268)

と変換される．２つの変換性を比べれば，ϕ′BCA,WABC の変換性は同じである．この性質を用い
て S上の共変微分として新たに

∇ϕ′

A = ∂A − 1

4
ϕ′BCAγ

BC , (269)

を定義することができる．そこで 2階微分を作るためにスピノル空間 S上のラプラシアンを次で
定義する．

∆ϕ′
= divU∇ϕ′∇ϕ′

= ηAB∇ϕ′

A∇ϕ′

B − (ϕ′B
AB + UA)∇ϕ′

A . (270)

この式が divは一般化された発散であり，U = UAEAは発散の自由度である任意の接ベクトルで
ある．S上の発散の定義の方法はAで説明を行っている．
さて，これによって S上に 2つの 2階微分 /D2

,∆ϕ′
が導入された．この 2つの演算子の差を考

える．

4/D2 −∆ϕ′

=− 1

24
FABCF

ABC − 1

2
ρ(EA)(FA) +

1

4
FAF

A +
1

8
ϕ′BCAϕ

′BCA + (−FA + ϕ′E
AE + UA)∂A

+
1

4

(
− ρ(ED)(FBC

D − ϕ′BC
D) + 2ρ(E[B)(ϕ

′
C]D

D) + (FBC
D − ϕ′BC

D)ϕ′ED
E

+ 2(ρ(E[B)(−FC] + ϕ′DC]D)− (−FA + ϕ′D
AD)FABC − UAϕ

′
BC

A
)
γBC

− 1

48

(
4ρ(E[A)(FBCD])− 3F[AB

EFCD]E + 3ϕ′[AB
Eϕ′CD]E

)
γABCD (271)

=− 1

24
FABCF

ABC − 1

2
ρ(EA)(FA) +

1

4
FAF

A +
1

8
ϕ′BCAϕ

′BCA + (−FA + ϕ′E
AE + UA)∂A

+
1

4

(
2(ρ(E[B)(−FC] + ϕ′DC]D)− (−FA + ϕ′D

AD)FABC − UAϕ
′
BC

A
)
γBC . (272)
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スピノル空間上のDirac演算子の 2乗からラプラシアンを引き去る演算は Lichnerowicz公式と呼
ばれる [46]．Lichnerowicz公式は通常の幾何学においてスカラー曲率を導出するために用いられ，
Lichnerowicz公式はスカラー曲率そのものになる．そこで，二重場理論において 4/D2 −∆ϕ′

がス
カラーになる要請を一般化 Lichnerowicz公式と呼ぶ．

一般化 Lichnerowics公式� �
一般化 Lichnerowics公式は次で定義される /D2

,∆ϕ′
に対する条件式である．

4/D2 −∆ϕ′ ∈ C∞(M) . (273)� �
一般化 Lichnerowics公式による FAの決定 ここでは一般化 Lichnerowicz公式が具体的にどの
ような条件を与えるかを示す．この条件を解くと FAがスカラー自由度 dで決定することが明らか
になる．
一般化 Lichnerowics公式が具体的にどのような条件を課すかを調べる．まず，1階微分かつ γA

の 0次の項がゼロになるためには
FA = ϕ′BA

B + UA , (274)

が必要である．この式を (272)に代入する．

4/D2 −∆ϕ′

=− 1

24
FABCF

ABC − 1

2
ρ(EA)(FA) +

1

4
FAF

A +
1

8
ϕ′BCAϕ

′BCA

+
1

4

(
2(−ρ(E[B)(UC]) + (UA)FABC − UAϕ

′
BC

A
)
γBC

=− 1

24
FABCF

ABC − 1

2
ρ(EA)(FA) +

1

4
FAF

A +
1

8
ϕ′BCAϕ

′BCA

− 1

2
EB

MEC
N (∂[MUN ])γ

BC . (275)

ここで UN は UAを座標基底で書いたもので

UA = EA
NUN , (276)

で表される．(275)がスカラーになるためにはさらに

∂[MUN ] = 0 , (277)

が必要である．故に，局所的には任意関数 dを用いて UN を解くことができて

UN = 2∂Nd , (278)

と解くことができる．結局 UAは
UA = 2ρ(EA)(d) , (279)

と得られる．ここで UAの自由度に dの文字を使ったのは 5.5節の議論でこの dが一般化ディラト
ンと解釈できるためである．ただし，この時点では，dは単に任意関数であることを強調しておく．
以上より，(274)(279)を用いれば FAが決定される．
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一般化 Lichnerowics公式を満たす FA
� �
一般化 Lichnerowics公式を要請するとDirac生成演算子の自由度 FAが決定する．

FA = ϕ′BA
B + 2ρ(EA)(d) . (280)

ここで dは単なる任意関数であることに注意．� �
一方で，Lichnerowicz公式の計算の途中式 (271)において (274)を用いると FABC , FA, ϕ

′
ABC に

対する条件式として Lichnerowicz公式を見直すことができる．

4/D2 −∆ϕ′

=− 1

24
FABCF

ABC − 1

2
ρ(EA)(FA) +

1

4
FAF

A +
1

8
ϕ′BCAϕ

′BCA

− 1

4

(
2ρ(E[B)(FC]) + ρ(EA)(FBC

A)− FAFBC
A + ρ(EA)(ϕ

′
BC

A)− FAϕ
′
BC

A
)
γBC

− 1

48

(
4ρ(E[A)(FBCD])− 3F[AB

EFCD]E + 3ϕ′[AB
Eϕ′CD]E

)
γABCD , (281)

を得られる．即ち，4/D2 −∆ϕ′ ∈ C∞(M)となるには

BBC :=2ρ(E[B)(FC]) + ρ(EA)(FBC
A)− FAFBC

A + ρ(EA)(ϕ
′
BC

A)− FAϕ
′
BC

A = 0 , (282)

BABCD :=4ρ(E[A)(FBCD])− 3F[AB
EFCD]E + 3ϕ′[AB

Eϕ′CD]E = 0 . (283)

が必要である．式 (283)は，
ϕ′BCA = ΩABC , (284)

(174)と置いた場合にpre-Bianchi恒等式と呼ばれるものと一致する [44]．ϕ′BCA = FBCA−F ′
BCA =

ΩABC は基底における計量亜代数が消えていること

[∂L, ∂M ] = 0 , (285)

を意味する．これは本節で計算に用いた任意の計量亜代数を，D括弧 (30)に選んだことを意味す
る．実際，D括弧の定義の下で座標基底同士の括弧を計算すれば 0になる．これは pre-Bianchi恒
等式の導出の際にD括弧を用いていたことと整合する．
故に，一般化Lichnerowicz公式は pre-Bianchi恒等式を一般化したものであると解釈できる．ま

た，pre-Bianchi恒等式の議論では FAを含む恒等式 (282)が得られなかったが，ここでは一般化
Lichnerowicz公式として統一的に扱うことができるようになった．

5.5 スピノルの真空と一般化ディラトン

本節では，5.4節で FAの自由度として残った任意関数 dが一般化ディラトンと解釈できること
を示す．
本節の流れは次のとおりである．
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FAのスカラー自由度が一般化ディラトンと解釈できることを示す流れ� �
• スピノル上の内積が持つ測度の決定

– スピノル空間上にO(D,D)変換で不変な内積 (A-内積)(·, ·)Aを定義する．

– この内積において Dirac生成演算子が半エルミート的であることを要請する．即
ち，任意のスピノル ψ1, ψ2に対して

(/Dψ1, ψ2)A = (ψ1,−/Dψ2)A , (286)

を要請する．

– Dirac生成演算子 /Dは微分演算子であるため，要請 (286)は部分積分の規則を定め
た式であるとみなせる．このことから A-内積の測度の構造が決定し，スカラー d

が測度にどのように含まれているかが求められる．

• スカラー dのゲージ変換性の決定

– 上で得られた真空の内積とディラトンの関係式全体をゲージ変換する．ここでスピ
ノルのゲージ変換はスピノルに対する計量亜代数の作用 (240)で決定する．

δV ψ = LV ψ = {/D, V }ψ . (287)

– 両辺比較することによってスカラー dのゲージ変換 δV dを得る．

– 最後にスカラー dのゲージ変換が一般化ディラトンと同じであることと FAへのス
カラー dの寄与が一般化ディラトンと同じであるから，スカラー dが一般化ディラ
トンと同定できることを述べる．� �

スピノル上の内積が持つ測度の決定 ここではスピノルの真空の内積とFAのスカラー自由度 dの
関係を明らかにする．A-内積として (853)で定義しているように任意のスピノル ψ1, ψ2に対して
O(D,D)不変なA-内積を定義する．

(ψ1, ψ2)A = ψ†
1Â+ψ2 . (288)

この内積を A-内積と呼ぶこととする．(854)で議論している通りこの A-内積は O(D,D)不変で
ある．
A-内積において，任意のスピノル ψ1, ψ2と /Dが次の関係を満たすことを要請する．

(/Dψ1, ψ2)A = (ψ1,−/Dψ2)A . (289)

以下では，この関係を用いて積分測度を決定する．任意関数 g1, g2と (842)で定義される K̂ につ
いて

({/D,ΓA}g1 |0⟩ , g2K̂ |0⟩)A = (g1 |0⟩ ,−{/D,ΓA}g2K̂ |0⟩)A , (290)

が従う．これより

((∂A − 1

2
FA)g1 |0⟩ , g2K̂ |0⟩)A = (g1 |0⟩ ,−(∂A − 1

2
FA)g2K̂ |0⟩)A , (291)
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を得る．基底に対して測度を

(|0⟩ , K̂ |0⟩)A =

∫
dxf , (292)

と置けば (291)は ∫
dxf((∂A − 1

2
FA)g1)g2 = −

∫
dxfg1(∂A − 1

2
FA)g2 , (293)

と書ける．即ち ∫
dxf(∂Ag1)g2 = −

∫
dxfg1(∂A − FA)g2 , (294)

を満たすように f を決定すればよい．部分積分でこれを満たすためには

∂N (fEA
N ) = −fFA , (295)

が必要である．この計算を進めるために座標基底における計量亜代数の構造係数 FLM
N を用いる．

[∂L, ∂M ] = FLM
N∂N . (296)

この構造係数 FLM
N を用いて FAを書く．

ϕ′ABC = (∂CEA
L)EB

MηLM + EA
LEB

MFLM
N ′
EC

NηN ′N ,

FA = −EA
MηLN (∂NηLM )− ∂MEA

M + EA
MFLM

L + 2ρ(EA)(d) .

(297)

これを (295)に代入すれば

∂Mf = fηLN∂NηLM − fFLM
L − 2f∂Md , (298)

を得る．さらに
f = e−2d , (299)

と置き直せば，hに対する条件式

h−1∂Nh = ∂MηMN − F̃MN
M , (300)

を得る．この hを導出する．

h−1∂Nh = ∂MηMN − F̃MN
M

= ∂MηMN − ⟨[∂M , ∂N ], ∂L⟩ ηML

= ∂MηMN −
(
(∂MηNL)− ⟨∂N , [∂M , ∂L]⟩

)
ηML

= F̃MLNη
ML

=
1

2
(F̃MLN + F̃LMN )ηML

=
1

2
(∂N ⟨εM , εL⟩)ηML

=
1

2
(∂NηML)η

ML . (301)

よって，定数 c0を用いて hは ηMN の行列式の微分から求めることができる．

h = c0
√
det ηMN . (302)
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したがって，f は実定数 c0を用いて

f = c0
√
det ηe−2d , (303)

と求められた．以上より，真空の内積が決定した．

スピノルの真空の内積� �
スピノルの真空 |0⟩と真空の双対基底 K̂ |0⟩のA-内積が持つ測度は

(|0⟩ , K̂ |0⟩)A = c0

∫
dX
√
det ηe−2d , (304)

で与えられる．特に，任意関数 g1について

(|0⟩ , g1K̂ |0⟩)A = c0

∫
dX
√
det ηe−2dg1 , (305)

が成立する．� �
スカラー dのゲージ変換性の決定 次に，任意関数 dのゲージ変換を与えるためにスピノルのゲー
ジ変換を考える．スピノルのゲージ変換 δV はスピノルに対する計量亜代数の作用 (240)により与
える．

δV ψ = LV ψ = {/D, V }ψ . (306)

特に真空 |0⟩とその双対基底 K̂ |0⟩のゲージ変換は

δV |0⟩ = {/D, V } |0⟩ , δV K̂ |0⟩ = {/D, V }K̂ |0⟩ (307)

により定義される．このゲージ変換を用いて (305)の両辺をゲージ変換する．左辺のゲージ変換は

δV (|0⟩ , g1K̂ |0⟩)A = (δV |0⟩ , g1K̂ |0⟩)A + (|0⟩ , g1δV K̂ |0⟩)A

= c0

∫
dx
√

det ηe−2dg1(−2V A∂Ad+ ∂AV
A − ϕ′BABV

A) ,

(308)

で与えられる．一方で，右辺のゲージ変換を考えれば，dのみが変換を受ける．

δV c0

∫
dx
√

det ηe−2dg1 = c0

∫
dx
√
det ηe−2dg1(−2δV d) . (309)

故に両辺を比較すればスカラー dのゲージ変換が得られる．

FAのスカラー自由度 dのゲージ変換� �
FAのスカラー自由度 dのゲージ変換は次で与えられる．

δV d = V A∂Ad−
1

2
∂AV

A +
1

2
ϕ′BABV

A

= −1

2
(∂A − FA)V

A , (310)� �
基底方向へのゲージ変換は特に

δEA
e−2d = −FAe

−2d , (311)
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であり，この式は標準的な二重場理論における FAの定義 (180)と同じ形をしている．
最後に，標準的な二重場理論の場合にこのゲージ変換が一般化ディラトンのゲージ変換と同じ

になることを見る．(284)で説明したように標準的な二重場理論の式を得るには ϕ′BCA = ΩABC と
置けばよい．また，標準的な二重場理論においては ηMN が定数であることに注意すれば

δV d = ρ(V )(d)− 1

2
∂NV

N , (312)

を得る．故に標準的な二重場理論において，e−2dの変換を考えれば

δV e
−2d = V N∂Ne

−2d + ∂NV
Ne−2d , (313)

を得る．この変換性は (163)で定義されている一般化 Lie微分のウェイト 1のスカラーの変換と同
じである．即ち，一般化ディラトンの変換性と同じである．
以上の議論から，Lichnerowicz公式の解の自由度として導入した任意関数 dは

• ゲージ変換性 (310)

• FAとの関係 (311)

が定義され，どちらも標準的な二重場理論における一般化ディラトンの式 (180) (163)と整合的で
ある．故に，単に任意関数として導入した dは一般化ディラトンと同一視することが可能である．
ここで，重要なことは一般化ディラトンに対してウェイトを与える必要がないことである．従

来の方法ではディラトンの変換性をウェイトを導入することで手で導入していたが，本節のスピ
ノルを使った方法では

(/Dψ1, ψ2)A = (ψ1,−/Dψ2)A , (314)

を課しただけでA-内積の測度とゲージ変換が決定しており，人為的な仮定が明らかに少ない．ま
た，この手法では ηMN が定数か関数かを問わずに定義されるため，ηMN が関数である曲がった
空間上の二重場理論を与える際にも適用可能である．

5.6 射影されたLichnerowicz公式とDFT作用

5.4節において導入した一般化 Lichnerowicz公式 (272)の構成において一般化計量HAB を用い
ていないことは注目すべき点である．そのため，一般化計量の変換に対して一般化Lichnerowicz公
式は不変である．即ち，O(D,D)計量 ηABを不変に保つO(D,D)変換全体で一般化 Lichnerowicz

公式は不変である．この不変性は作用に課すべきO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性 (5.1節)に比
べて広く，本来含まれるべき一般化計量の物理的な自由度が落ちてしまっている．故に，一般化
Lichnerowicz公式 (272)が直接作用になることはない．
本節では一般化計量HABの構造を射影演算子を用いて導入し，新たに射影された Lichnerowicz

公式 (projected Lichnerowicz formula)を構成する．この射影された Lichnerowicz公式によって
二重場理論の作用を導出する．本節では，射影された Lichnerowicz公式を用いた二重場理論の作
用の導出を次の手順で行う．
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射影された Lichnerowicz公式の導出方法� �
• 射影を用いたスピノル空間の分解．

– まず，一般化計量H を用いて射影演算子 P±を定義する．

– この射影演算子 P±を用いて TM = V + ⊕ V −と空間を分割する．

– V +から Cliffordバンドル Cl(V +)を構成し，Cl(V +)の表現空間としてスピノル
空間 S+を定義する．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)共変な微分演算子の構成．

– 共変微分 V +, V −上でそれぞれ閉じることを要求する．

– S上の共変微分∇S+ ,∇ϕ′+
を定義する．

– Dirac演算子 /D+を共変微分を用いて与える．

• 新しい二重場理論の構成．

– S+上の演算子を用いて射影された Lichnerowicz公式を与える．

– 最後に射影された Lichnerowics公式を用いて二重場理論の作用を構成する．� �
射影を用いたスピノル空間の分解 まず，射影演算子 P±

A
B をHAB によって

P±A
B =

1

2
(δAB ±HA

B) , (315)

を定義する．この演算子はHA
BH

B
C = δAC を用いて，射影の性質

P+A
B + P−A

B = δAB , P±A
BP

±B
C = P±A

C , P±A
BP

∓B
C = 0 , (316)

を満たすことが確かめられる．
この射影演算子を用いて接ベクトル空間 TMを 2つの部分空間 V+, V−に分割する．

V + = {V ∈ TM|P+A
BV

B = V A} , (317)

V − = {V ∈ TM|P−A
BV

B = V A} , (318)

TM = V + ⊕ V − . (319)

V +, V −の基底をそれぞれ
+

Ea,
−
Eaで定義する．+

Ea

−
Ea

 =
1√
2

(
δab sab

−sab δa
b

)(
Ea

Ea

)
. (320)

V ±の基底を ÊA = (
+

Ea,
−
Ea)とまとめて TMの基底を作る．

V ±の基底で展開された係数は以下のように係数の上に符号をつけて表現する．任意のベクトル
W に対しては

WAEA = ŴAÊA =
+

W a

+

Ea +
−
W a

−
Ea =

+

W a
+

Ea +
−
W a

−
Ea , (321)
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と表す．添え字の上げ下げは基底 ÊAのO(D,D)計量

η̂AB =

(
sab 0

0 −sab

)
, (322)

を用いて ÊA = η̂ABÊAで行っている．具体的に成分で書けば
+

Ea,
−
Eaは

++
s ab = sab,

−−
s ab = −sab

を用いて
+

Ea =
++
s ab

+

Eb ,
−
Ea =

−−
s ab

−
Eb , (323)

と添え字の上げ下げが行われる．
V +を用いて Cliffordバンドル Cl(V +)を与える．

{Γ+
a ,Γ

+
b } = 2

++
s ab . (324)

Cliffordバンドル Cl(V +)の基底は

Cl(V +)の基底 = {1,Γ+
a ,Γ

++
a1a2 , · · · ,Γ

++···+
a1a2···a10} (325)

で与えられる．この Cliffordバンドル CL(V +)の表現空間としてスピノル空間 S+を定義する．

O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)共変な微分演算子の構成 ここまでで，射影を用いてスピノル空間 S+

を定義した．ここではスピノル空間 S+上に O(1, D − 1)× O(D − 1, 1)共変な微分演算子を定義
する．
まず，TM上の共変微分 (254)が V +, V −上で閉じることを要請する．

共変微分が V ±で閉じる要請� �
任意のベクトル v+ ∈ V +, v− ∈ V −に対して

∇Av+ ∈ V + , ∇Av− ∈ V − , (326)

を要請する．この要請によってスピン接続は

++−
W abc =

+−+

W abc =
−+−
W abc =

−−+

W abc = 0 , (327)

となる．この条件はO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変であることに注意．� �
この下で FABC との関係 (260)(259) を考えれば

+++

F abc = 3
+++

W [abc]

−−−
F abc = 3

−−−
W [abc]

−++

F abc =
−++

W abc
+−−
F abc =

+−−
W abc

+

F a =
+++

W b
ba

−
F a =

−−−
W b

ba , (328)

を得る．
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次に，O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)共変な微分演算子を定義するために V ±の基底 Γ̂AがO(1, D−
1)×O(D−1, 1)変換でどのように変換するかを調べる．O(1, D−1)×O(D−1, 1)変換はO(D,D)

計量と一般化計量を不変に保つ変換として特徴づけられる．そこでこの基底の上でのO(D,D)計
量 η̂AB と一般化計量 ĤAB を不変に保つ変換を調べればよい．η̂AB, ĤAB を顕わに書けば

η̂AB =

(
sab 0

0 −sab

)
, ĤAB =

(
sab 0

0 sab

)
, (329)

と成分表示される．よって，これらを不変に保つ変換はΓ+aのO(1, D−1)変換とΓ−
a のO(D−1, 1)

変換で与えられること分かる．即ち，O(1, D − 1)× O(D − 1, 1)変換が V ±上の 2つの変換に分
離することを意味する．

O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換 = (V +のO(1, D − 1)変換)⊗ (V −のO(D − 1, 1)変換) . (330)

S+上で共変微分∇S+
A を導入する．O(1, D−1)×O(D−1, 1)変換ではスピン接続は

+++

W abc,
−++

W abc

,
−−−
W abc,

+−−
W abcの各々が別々に回転し，混ざらない．故に，S+上の共変微分として

∇S+
E+

a
=

+

∂a −
1

4

+++

W abcΓ
++bc , (331)

∇S+
E−

a
=

−
∂a −

1

4

−++

W abcΓ
++bc

=
−
∂a −

1

4

−++

F abcΓ
++bc (332)

を定義できる．ここで ∂+a , ∂
−
a は (246)(247)と同様に Γ+

a と可換な微分演算子である．

{
+

∂a, f} = ρ(
+

Ea)(f) , {
−
∂a, f} = ρ(

−
Ea)(f) , (333)

{
+

∂a,Γ
+
b } = {

−
∂a,Γ

+
b } = 0 . (334)

ϕ′ABC を用いた共変微分 (269)についても同様に

∇ϕ′+
+
Ea

=
+

∂a −
1

4

+++

ϕ′ bcaΓ
++bc , (335)

∇ϕ′+
−
Ea

=
−
∂a −

1

4

++−

ϕ′ bcaΓ
++bc , (336)

を定義できる．
次に，共変微分 (332)を用いてDirac演算子を定義する．

/D+
=

1

2
Γ+a∇S+

+
Ea

=
1

2
Γ+a

+

∂a −
1

24

+++

F abcΓ
+++abc − 1

4

+

F aΓ
+a . (337)

ここで，この演算子が計量亜代数の係数 FABC , FA のみで書けるのは (328)の関係があるからで
ある．
ここで注意すべきことは，Dirac演算子 /D+はO(1, D − 1)に共変ではあるが，計量亜代数を生

成しないことである．そのため，/DをDirac“生成”演算子と呼ぶのに対して，/D+は単にDirac演
算子と呼ぶ．
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新しい二重場理論の構成 一般化 Lichnerowicz公式 (272)と同様にDirac演算子の 2乗 /D+2をも
とにO(1, D− 1)×O(D− 1, 1) 不変なスカラーを与える．しかし，/D2の計算 (263)で示したのと
同様に /D+2もそのままではスカラーにならない．

4/D+2
=

+

∂a
+

∂a −
+

F a
+

∂a −
1

24

+++

F abc

+++

F abc − 1

2
ρ(

+

Ea)(
+

F+a) +
1

4

+

F a

+

F a

+Γ++ab
(+

∂[a
+

∂b] −
1

2

+++

F ab
c
+

∂c −
1

4
ρ(

+

Ec)(
+++

F ab
c) +

1

4

+

F c
+++

F abc −
1

2
ρ(

+

E[a)(
+

F b])
)

+Γ++++abcd
( 1

16

+++

F e[ab

+++

F e
cd] −

1

12
ρ(

+

E[a)(
+++

F bcd])
)
. (338)

そこで，一般化 Lichnerowicz 公式 (272) を構成した際に用いた式 (282)(283) を使って Γ+
a のべ

きの係数が消えるように微分演算子を組み合わせる．この式は射影で構成されたスピノル空間
S+上で Lichnerowics公式と同様の計算を行うことから射影された Lichnerowicz公式 (projected

Lichnerowicz formula)と呼ぶ．

射影された Lichnerowicz公式� �
射影された Lichnerowicz公式は次で与えられる．

L+ := 4 /D+2
+ div∇∇S+

− −∆ϕ′+
(339)

ここで div∇は TM⊗ S+に作用する発散である (813)．また，ラプラシアン∆ϕ′+
も S+上で

定義されている (818)．� �
作用の具体的な形を得るために，2，3項目を計算する．

div∇∇S+
− = div∇(

−
Ea ⊗∇S+

E−
a
)

=
−
∂a

−
∂a −

−
F a

−
∂a −

1

8

−++

F abc

−++

F abc

+Γ++ab
(
− 1

2

++−
F ab

c
−
∂c +

1

4

−
F c

++−
F abc −

1

4
ρ(

−
Ec)(

++−
F ab

c)
)

+
1

16
Γ++++abcd

++−
F [ab

e
++−
F cd]e , (340)

∆ϕ′+
= ∂A∂

A − FA∂A − 1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc − 1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc

+Γ++ab
(
− 1

2

+++

ϕ′ abc
+

∂c − 1

2

++−

ϕ′ abc
−
∂c − 1

4
ρ(

+

Ec)(
+++

ϕ′ abc)−
1

4
ρ(

−
Ec)(

++−

ϕ′ abc)

+
1

4

+

F c
+++

ϕ′ abc +
1

4

−
F c

++−

ϕ′ abc

)
+

1

16
Γ++++abcd(

+++

ϕ′ [ab
e
+++

ϕ′ cd]e +
++−

ϕ′ [ab
e
++−

ϕ′ cd]e) . (341)
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これらを用いて射影された Lichnerowicz公式 (339) を計算すれば

L+ = 4/D+2
+ div∇∇S+

− −∆ϕ′+

= − 1

24

+++

F abc

+++

F abc − 1

8

−++

F abc
−++

F abc −
1

2
ρ(

+

Ea)(
+

F a) +
1

4

+

F a

+

F a

+
1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc +
1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc

−1

4
B++
ab Γ++ab − 1

48
B++++
abcd Γ++++abcd

= − 1

24

+++

F abc

+++

F abc − 1

8

−++

F abc
−++

F abc −
1

2
ρ(

+

Ea)(
+

F a) +
1

4

+

F a

+

F a

+
1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc +
1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc , (342)

を得る．ここで B++
ab ,B

++++
abcd は一般化 Lichnerowicz公式 (273)で現れた 0になる係数 BAB(282)，

BABCD(283) を射影したものである．そのため，この公式 (342)を射影された Lichnerowicz公式
(projected Lichnerowicz formula)と呼んでいる．
ここまでの議論は射影方向+ ↔ −の入れ替えを行っても同様に成り立つ．そのため，射影され

た Lichnerowicz公式は全ての射影方向を+ ↔ −と入れ替えたもう１種類存在する．
S−上の射影された Lichnerowicz公式� �
S−上の射影された Lichnerowics公式として

L− := 4 /D−2
+ div∇∇S−

+ −∆ϕ′− (343)

を構成できる．� �
具体的に成分を計算すれば

L− = 4/D−2
+ div∇∇S−

+ −∆ϕ′−

= − 1

24

−−−
F abc

−−−
F abc − 1

8

+−−
F abc

+−−
F abc −

1

2
ρ(

−
Ea)(

−
F a) +

1

4

−
F a

−
F−a

+
1

8

−−−

ϕ′ abc
−−−

ϕ′ abc +
1

8

−−+

ϕ′ abc
−−+

ϕ′ abc , (344)

を得る．

二重場理論の作用 射影されたLichnerowicz公式 (342) (344)はO(1, D−1)×O(D−1, 1)共変な
演算子のみで構成されている．そのため，射影された Lichnerowicz公式から導出されたスカラー
L±はO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変である．二重場理論の作用はO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不
変であることが要請されていたことを思い出せば，L±から二重場理論の作用が構成できることが
期待される．
作用の測度は真空と真空の双対基底のA-内積 (304)により与える．A-内積はO(D,D)不変であ

るから，その部分群であるO(1, D − 1)× O(D − 1, 1)に対しても不変である．故に，定数 β±を
用いてO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変な積分 I(β+, β−)を

I(β+, β−) = (|0⟩ , K̂ |0⟩)A(β+L+ + β−L
−)

= c0

∫
dX
√
det ηe−2d(β+L

+ + β−L
−) , (345)

66



と構成できる．この積分は部分積分に対する性質 (289) を用いれば

I(β+, β−) = β+

(
− 4(/D+ |0⟩ , /D+

K̂ |0⟩)A − (∇S+
E−

a
|0⟩ ,∇S+

E−aK̂ |0⟩)A + (∇ϕ′+
EA

|0⟩ ,∇ϕ′+
EA K̂ |0⟩)A

)
+β−

(
− 4(/D− |0⟩ , /D−

K̂ |0⟩)A − (∇S−
E+

a
|0⟩ ,∇S−

E+aK̂ |0⟩)A + (∇ϕ′−
EA

|0⟩ ,∇ϕ′−
EA K̂ |0⟩)A

)
,

(346)

のように真空の 1階微分の 2次で単純に書くことができる．
この積分 I(β+, β−)に含まれる定数 β±を適切に選べば，二重場理論の作用が構成できる．この

係数の選び方は後に述べるように，(1)超重力理論を含むことと (2)DFTWZWを含むことを要請す
ることで決定することができる．ただし，(2)を満たせば (1)が自動的に満足するから (1)は冗長
な条件である．その結果，二重場理論の作用は

S = I(−4c−1
0 , 4c−1

0 ) =

∫
dX
√
det ηe−2d(−4L+ + 4L−) , (347)

と与えられる．

5.7 超重力理論への簡約

前節で導出した積分 I(β+, β−)が超重力理論へ簡約できるように β+, β−を決定する．本節の流
れは次の通り．

積分 I(β+, β−)と標準的な二重場理論，超重力理論の比較� �
• L±を標準的な二重場理論と同じ基底EAで書き下す．

• 強い拘束条件 (178)が成立する時，標準的な二重場理論の作用が I(0, 8c−1
0 )と書けるこ

とを示す．

• 超重力理論を導出するためには−β+ + β− = 8c−1
0 で良いことを示す．� �

強い拘束条件の下での標準的な二重場理論の導出 まず，L± を標準的な二重場理論と同じ基底
EAの成分で書き直す．

L± = − 1

24
FABCFA′B′C′P±AA′

P±BB′
P±CC′ − 1

8
FABCFA′B′C′P∓AA′

P±BB′
P±CC′

−1

2
ρ(EA)(FA′)P±AA′

+
1

4
FAFA′P±AA′

+
1

8
ϕ′ABCϕ

′A′B′C′
P±AA′

P±BB′
P±CC′

+
1

8
ϕ′ABCϕ

′A′B′C′
P±AA′

P±BB′
P∓CC′

=
1

8

[
FABCFA′B′C′

(
− 1

6
ηAA′

ηBB′
ηCC′ ∓ 1

4
ηAA′

ηBB′
HCC′ ± 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
−2ρ(EA)(FA′)(ηAA′ ±HAA′

) + FAFA′(ηAA′ ±HAA′
)
]

+
1

32
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

C(ηAA′
ηBB′ ± 2ηAA′

HBB′
+HAA′

HBB′
) , (348)

標準的な二重場理論の作用 (191)と比較すれば FABC , FA が含まれる項の係数の比が同じなのは
L−であることが分かる．そこで I(β+, β−)から標準的な二重場理論を得るには β+ = 0に取らな
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ければならない．実際 I(0, 8c−1
0 )を計算すれば

I(0, 8c−1
0 )

=

∫
dX
√
det ηe−2d8L−

=

∫
dX
√

det ηe−2d
[
FABCFA′B′C′

(
− 1

6
ηAA′

ηBB′
ηCC′

+
1

4
ηAA′

ηBB′
HCC′

− 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
−2ρ(EA)(FA′)(ηAA′ −HAA′

) + FAFA′(ηAA′ −HAA′
)

+
1

4
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

C(ηAA′
ηBB′ − 2ηAA′

HBB′
+HAA′

HBB′
)
]
, (349)

を得る．標準的な二重場理論では (285) のところで説明したように座標基底でのD括弧がゼロで
あることから ϕ′ABC がWeitzenböck接続で書けることが従う．

[∂L, ∂M ] = 0 =⇒ ϕ′ABC = ΩCAB . (350)

故に，I(0, 8c−1
0 )の最後の項が具体的に計算できる．ϕ′ABCϕ

′
A′B′

C を計算すれば

ϕ′ABCϕ
′
A′B′

C = ∂LEA
MEBM∂

LEA′NEB′N .

この項は強い拘束条件 (178)の下でゼロになる．したがって，強い拘束条件の下で標準的な二重場
理論の作用 SsDFT は I(0, 8c−1

0 )によって与えられる．

I(0, 8c−1
0 ) = SsDFT . (351)

超重力理論との比較 標準的な二重場理論で行ったのと同じように超重力理論の場を用いて二重
場理論の場を書くこと (150)を考える．このとき，場はD次元の xmにしか依存しない (196)た
め，強い拘束条件 (178)を満たす．強い拘束条件の下で I(0, 8c−1

0 )は標準的な二重場理論と一致し，
この場の置き方で標準的な二重場理論は超重力理論と一致する．
したがって，I(0, 8c−1

0 )は場の置き方 (150) で超重力理論の作用に一致する．

I(0, 8c−1
0 ) = SSUGRA, (150)の場の置き方の下 . (352)

しかし，超重力理論を導出できる積分は I(0, 8c−1
0 )に限らず，I(β+, β−)が−β++β− = 8c−1

0 を
満たせばよい．このことを示すために L+, L−の和を調べる．∫

dX
√
det ηe−2d(L+ + L−)

=

∫
dX
√

det ηe−2d
[
− 1

24
FABCFA′B′C′ηAA′

ηBB′
ηCC′

−2ρ(EA)(FA′)ηAA′
+ FAFA′ηAA′

+
1

16
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

C(ηAA′
ηBB′

+HAA′
HBB′

)
]

=

∫
dX
√
det ηe−2d

[
− 1

24
FABCFA′B′C′ηAA′

ηBB′
ηCC′

−FAFA′ηAA′
+

1

16
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

C(ηAA′
ηBB′

+HAA′
HBB′

)
]

(353)
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(351)で述べたように超重力理論に簡約する際は最後の項は 0になる．また，超重力理論に簡約す
る時の FABC , FAの具体的な形 (199) を用いれば，全ての項が 0になることが分かる．よって，超
重力理論に簡約する際には ∫

dX
√
det ηe−2d(L+ + L−) = 0 , (354)

が従う．よって，超重力理論に簡約する際には

I(β+, β−) = c0

∫
dX
√

det ηe−2d(β+L
+ + β−L

−)

= c0

∫
dX
√
det ηe−2d((−β+ + β−)L

−)

= I(0,−β+ + β−) , (355)

が従う．以上の議論より，超重力理論に簡約する際の場の置き方 (150) を採用したとき，β±が

− β+ + β− = 8c−1
0 , (356)

を満たすことは I(β+, β−) = SSUGRAとなるための必要十分条件である．そのため，二重場理論
の作用に超重力理論に簡約するという条件を課しても一意には決定しない．

超重力理論を含む二重場理論の作用� �
超重力理論に簡約されることを要請した二重場理論の作用は

S = I(β+, β−) , (−β+ + β− = 8c−1
0 ) (357)

で与えられる．� �
5.8 DFTWZW への簡約

(357)で述べたように二重場理論の作用は超重力理論に簡約するという条件だけでは一意に決定
しない．そこで，本節ではWZW二重場理論 (DFTWZW )[22, 23, 24]と呼ばれるある特殊な曲がっ
た空間上の二重場理論に一致することを要請する．この要請によりβ±は (β+, β−) = (−4c−1

0 , 4c−1
0 )

と一意に決定される．本節の流れは以下の通り．

積分 I(β+, β−)とWZW二重場理論 (DFTWZW )の比較� �
• WZW二重場理論の構成要素と作用を確認する．

• 積分 I(β+, β−)がWZW二重場理論を含む条件 (β+, β−) = (−4c−1
0 , 4c−1

0 )を導出する．
これによって二重場理論の作用が S = I(−4c−1

0 , 4c−1
0 )と一意に定まる．

• WZW二重場理論と本章で導出した二重場理論の違いについて議論する．� �
WZW二重場理論の構成要素と作用 標準的な二重場理論は ηMN が定数の空間で構成されてい
る．このO(D,D)内積 ηMN を

ηMN =

(
gmn(x) 0

0 −ḡmn(x̄)

)
=

(
ema (x)sabenb (x) 0

0 −ēam(x̄)sabe
b
n(x̄)

)
, (358)
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と書ける特殊な場合に拡張したのが，WZW二重場理論 (DFTWZW )である [22, 23, 24]．
多脚場を導入する．(224)の議論と同様にEA

M = UA
BĒB

M のように物理的自由度UA
Bを分け

て考える．この ĒA基底における計量亜代数の構造係数 F̄ABC を

F̄+++
abc = fab

dsdc , F̄
−−−
abc = −f̄abdsdc , others = 0 , (359)

と与える．ここで構造定数 fab
c, f̄abcは Lie代数の係数で

fab
c = 2el[a|∂le

m
|b]e

c
m , f̄abc = 2ē

[a|
l ∂

lē|b]m ē
m
c , (360)

で与えられる．UA
B に関しては常に強い拘束条件 (178)を課す．

∂MΨ1∂
MΨ2 = 0 , ∂M∂

MΨ1 = 0 . (361)

このとき，作用は次で与えられる [24]．後の比較のために，WZW二重場理論のディラトンを d′

と文字を変えて作用を書く．

SDFTWZW
=

∫
dXe−2d′

(
− 1

12
FABCFA′B′C′HAA′

HBB′
HCC′

+
1

4
FABCFA′B′C′ηAA′

ηBB′
ηCC′

+ F̃AF̃BH
AB

−1

2
Ω
(U)
CABΩ

(U)C
A′B′ηAA′

HBB′
)

(362)

=

∫
dXe−2d′

(
− 1

12
FABCFA′B′C′HAA′

HBB′
HCC′

+
1

4
FABCFA′B′C′ηAA′

ηBB′
ηCC′

+ F̃AF̃BH
AB
)

(363)

ここで F̃Aは本論文の FAの定義と異なり，

F̃A = 2ρ(EA)(d
′)− ρ(EN )(EA

N ) , (364)

で定義される．また，Ω
(U)
CAB は

Ω
(U)
ABC = ρ(EA)(UB

B′
)UC

C′
ηB′C′ , (365)

で定義される．これはWeitzenböck接続 (174)への UA
B の寄与で

ΩABC = UA
A′
UB

B′
UC

C′
Ω̄A′B′C′ +Ω

(U)
ABC , (366)

を満たす．(363)の最後の等号は強い拘束条件 (178)を用いた．
ただし，この作用の導出に関してはいくつか注意すべき点がある．

WZW二重場理論の問題点� �
• 摂動に対して強い拘束条件が必要なこと．後で詳しく述べるが，このことは二重場理論
上で T双対性を議論する場合に大きな弊害となる．

• 特別な代数を持っている場合 (359)のみで構成されていること．そのため，一般の曲がっ
た空間に対して同じ作用を適用することは大きな飛躍がある．

• この作用は摂動論を用いて導出されており，摂動の 3次までしか計算されていない．そ
のため高次まで計算した際に，破綻する可能性がある．� �

特に最後の点ついて，先行研究 [22, 23, 24]では一般の曲がった空間に作用が適用可能であること
を期待しているが，理論的な根拠はなく，提案するにとどまっている．
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積分 I(β+, β−)からWZW二重場理論を得るための条件 WZW二重場理論の作用 SDFTWZW
を

積分 I(β+, β−)から得ることを考える．WZW二重場理論は基底 ĒAで Lie代数と計量亜代数の構
造定数を一致させている．故に，計量亜代数の構造関数と Lie代数の構造関数の差で定義される
ϕ′ABC(264)の基底 ĒAでの値 ϕ̄′ABC は

ϕ̄′ABC = 0 , (367)

となる．局所ローレンツ基底EAで書くと

ϕ′ABC = Ω
(U)
CAB , (368)

を得る．このことに注意して積分 I(β+, β−)がWZW二重場理論の作用 (363) と一致するかを調
べる．積分 I(β+, β−)に含まれる FABC の 2次の項がWZW二重場理論の作用に一致するように
β±を決定すれば，

I(−4c−1
0 , 4c−1

0 )

=

∫
dX
√

det ηe−2d
[
FABCFA′B′C′

(1
4
ηAA′

ηBB′
HCC′ − 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
+2ρ(EA)(FA′)HAA′ − FAFA′HAA′ − 1

2
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

CηAA′
HBB′

]
=

∫
dX
√
det ηe−2d

[
FABCFA′B′C′

(1
4
ηAA′

ηBB′
HCC′ − 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
+FAFA′HAA′ − 1

2
Ω
(U)
CABΩ

(U)C
A′B′ηAA′

HBB′
]
, (369)

を得る．ここで用いた FAとWZW二重場理論で用いている F̃A(364)は定義が違うから，式 (295)

を用いて FAを書き直して比較する．f = e−2dh = c0e
−2d

√
det ηを用いれば

−fFA = ρ(EN )(EA
Nf)

−c0e−2d
√

det ηFA = ρ(EN )(EA
Nc0e

−2d
√
det η)

FA = −2ρ(EA)
(
d− 1

4
log(det η)

)
− ρ(EN )(EA

N ) , (370)

を得る．よって，d, d′を

d′ = d− 1

4
log(det η) , (371)

と置けば，2つの構造係数 FA, F̃Aは等しくなる．

FA = F̃A ,
(
d′ = d− 1

4
log(det η)

)
. (372)

測度に関しても，この d, d′の対応によって

dXe−2d
√

det η = dXe−2d′ ,
(
d′ = d− 1

4
log(det η)

)
, (373)

と対応する．これらを用いて積分 I(−4c−1
0 , 4c−1

0 )を書き換えれば

I(−4c−1
0 , 4c−1

0 )

=

∫
dXe−2d′

[
FABCFA′B′C′

(1
4
ηAA′

ηBB′
HCC′ − 1

12
HAA′

HBB′
HCC′

)
+F̃AF̃A′HAA′ − 1

2
Ω
(U)
CABΩ

(U)C
A′B′ηAA′

HBB′
]
, (374)
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を得る．WZW二重場理論の作用SDFTWZW
と比較すればこの積分は強い拘束条件を課す前の (362)

と一致していることが分かる．これは，拘束条件を課さずに構成した本論文の二重場理論が，実
際に拘束を課す前のWZW二重場理論の作用を導出できたことを意味する．このことは，本論文
で拘束条件のない二重場理論が構成できた根拠の一つである．
以上より，WZW二重場理論を得るためには積分I(β+, β−)の定数β±を (β+, β−) = (−4c−1

0 , 4c−1
0 )

と取ることが必要かつ十分である．この条件は超重力理論に簡約するための条件−β++β− = 8c−1
0

を自動的に満たす．したがって，二重場理論に対して超重力理論に簡約する条件を課すことは冗
長である．二重場理論の作用からWZW二重場理論の作用を得られることを要請すれば，結局作
用は次で得られる．

二重場理論の作用� �
二重場理論の作用は次で与えられる．

SDFT = I(−4c−1
0 , 4c−1

0 ) . (375)

具体的に成分で書けば，

SDFT =

∫
dX
√

det ηe−2d
[1
4
FABCFA′B′C′ηAA′

ηBB′
HCC′

− 1

12
FABCFA′B′C′HAA′

HBB′
HCC′

+2ρ(EA)(FA′)HAA′ − FAFA′HAA′

−1

2
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

CηAA′
HBB′

]
, (376)

と与えられる．二重場理論の構成に用いた 3つの要請とその役割をまとめる．

• Buscher則により共変．

– 座標の入れ替えによって理論が不変になるように 2D次元の座標空間を導入した．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換により不変．

– この要請が最も重要である．O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)不変な作用を構成するため
に共変な微分演算子を構成し，作用を I(β+, β−)の形まで決定した．

• WZW二重場理論を含む．

– 作用に含まれる定数 β±を決定した．� �
5.9 Riemannテンソル

前節までで，Dirac演算子や共変微分などのO(1, D− 1)×O(D− 1, 1)共変な微分演算子を用い
て，作用SDFT を導出した．本節ではこれまでの議論から，少し離れて共変微分を用いたRiemann

テンソルの定式化について議論する．
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Riemannテンソルの構成� �
• 既存の研究におけるRiemannテンソルを導入．

– 既存の研究におけるRiemannテンソルがテンソルではないことを示す．

• テンソル性 (添え字に対する線形性)を回復した新たなRiemannテンソルを構成する．

– テンソル性を回復するために補正項を付け足して新たなRiemannテンソルを定義
する．

– 新たなRiemannテンソルを用いてRicciテンソルとRicciスカラーを定義する．� �
既存の研究ではRiemannテンソルとして次のRHZ : (TM)4 → C∞(M)が提案されている [47]．

任意のベクトル V1, V2, V3, V4 ∈ TMに対して

RHZ(V1, V2, V3, V4) = R∇(V1, V2, V3, V4) +R∇(V3, V4, V1, V2) . (377)

ここでR∇ : (TM)4 → C∞(M)は次で定義される写像である．

R∇(V1, V2, V3, V4) : = ⟨(∇V1∇V2 −∇V2∇V1)V3 −∇[V1,V2]V3, V4⟩

+
1

2
⟨∇EA

V1, V2⟩ ⟨∇EAV3, V4⟩ . (378)

このRHZ の引数に対する線形性を評価する．任意関数 f1, f2, f3, f4 ∈ C∞(M)に対して

RHZ(f1V1, V2, V3, V4) +RHZ(V1, f2V2, V3, V4) +RHZ(V1, V2, f3V3, V4)

+RHZ(V1, V2, V3, f4V4)− (f1 + f2 + f3 + f4)RHZ(V1, V2, V3, V4)

= −ρ(L′(V1, V2))(f3) ⟨V3, V4⟩ − ρ(L′(V3, V4))(f1) ⟨V1, V2⟩ , (379)

となる．ここで L′ : (TM)2 → TMは

L′(V1, V2) = [V1, V2]− [V1, V2]L , (380)

で定義される．特に基底に対しては

L′(EA, EB) = ϕ′AB
CEC , (381)

となって，ϕ′ABC(264)を作る．(379)の計算から明らかなように，RHZ(V1, V2, V3, V4)は１，3個
目の引数に対して線形ではない．よって，RHZ(EA, EB, EC , ED)はテンソルと見なすことができ
ない．そこで新たに全ての引数に線形な演算子であるRiemannテンソルR(V1, V2, V3, V4)を定義
する．

R(V1, V2, V3, V4) = RHZ(V1, V2, V3, V4) + ⟨L′(V1, V2),L′(V3, V4)⟩TM . (382)

具体的にテンソルの成分を書けば，次を得る．
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Ricciテンソル� �
RABCD := R(EA, EB, EC , ED)

= R∇
ABCD +R∇

CDAB + ϕ′ABEϕ
′
CD

E , (383)

を得る．ここでR∇
ABCDは

R∇
ABCD := 2ρ(E[A)WB]CD − 2W[A|C

E′
W|B]E′D − FAB

EWECD +
1

2
WEABW

E
CD . (384)

で定義される．� �
この新たに定義したRiemannテンソルR(V1, V2, V3, V4)は計量亜代数やLie代数の構造係数だけで
は決定しないことに注意が必要である．(328)で議論したように，二重場理論のスピン接続WABC

の成分は決まらない自由度が残っている．故に，R(V1, V2, V3, V4)は二重場理論の代数構造のみで
は書くことができない．
このRiemannテンソルを縮約することでRicciテンソルとRicciスカラーを定義する．二重場理

論にはO(1, D−1)×O(D−1, 1)不変なテンソルとして一般化計量HABとO(D,D)計量 ηABがあ
るため，O(1, D−1)×O(D−1, 1)に対する共変性を要請するだけでは縮約の取り方が決定しない．
実際，HAB,ηABの任意の線形和でRiemannテンソルの縮約をとってもO(1, D− 1)×O(D− 1, 1)

共変である．そこで，通常の幾何学と同様にRicciテンソルRAB とRicciスカラーRが運動方程
式に現れるように縮約の方法を決定する．以下のように定義した RicciテンソルRAB と Ricciス
カラーRが実際に運動方程式に現れることは 5.10節で確認する．

Ricciテンソル，Ricciスカラー� �
二重場理論におけるRicciテンソルとRicciスカラーは次で定義する．

RAB = −RACB
C , (385)

R = RABH
AB . (386)� �

この Ricciテンソルの射影成分
+−
Rabと Ricciスカラーは二重場理論の構造係数のみから決定する．

その具体形を与えれば

+−
Rad = 2

++−
F abc

−+−
F d

bc − (
+

EN
c ∂N −

+

F c)
+−+

F ad
c

+(
−
EN

c ∂N −
−
F c)

+−−
F ad

c +
−
EN

d ∂N
+

F a +
+

EN
a ∂N

−
F d

−
+++

ϕ′ abc
−++

ϕ′ d
bc −

++−

ϕ′ abc
−+−

ϕ′ d
bc −

+−+

ϕ′ abc
−−+

ϕ′ d
bc −

+−−

ϕ′ abc
−−−

ϕ′ d
bc ,

(387)

R = −8L+ + 8L− , (388)

と得られる．
ここで定義したRicciテンソルとRicciスカラーは 5.10節で議論するように二重場理論の運動方

程式になっており，幾何学的に意味のある量である．したがって，Riemannテンソルに関しても
何らかの幾何学的意味を持つことが期待される．
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5.10 運動方程式

ここまでの議論で二重場理論の作用 SDFT (376)を得た．本節ではこの作用を変分し，運動方程
式を得る．また，作用のO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性を顕わに確認する．

二重場理論の運動方程式� �
• 作用の一般化多脚場による変分

– 多脚場の変分が δEA = EBΛ
B
A, (ΛAB = −ΛBA)と書けることを示す．特に，局所

ローレンツ変換O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)の自由度が
++

Λ ab,
−−
Λ abで与えられること

を示す．即ち，物理的変分は
+−
Λ ab,

−+

Λ abで与えられる．

– 作用を一般化多脚場で変分し，運動方程式を導く．また，
++

Λ ab,
−−
Λ abによる変分が

0になること．即ち，作用が O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)不変であることを顕わに
示す．

• 作用のディラトンによる変分

– 作用を一般化ディラトンにより変分し，運動方程式を得る．� �
作用 SDFT の一般化多脚場による変分 まず，一般化多脚場 EAの変分を考える．一般化多脚場
は物理的自由度を持つ UA

B を用いてEA = UA
BĒB と書ける．この UA

B の物理的自由度は (224)

で述べたように
UA

B ∈
(
O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)

)
\O(D,D) , (389)

と与えられる．この UA
B の変分

δUA
B = ΛC

AUC
B , (390)

を考えて，UA
B に対する条件を変分の条件に書き換える．

まず，O(D,D)を保つ変分を考える．O(D,D)の条件を具体的に与えれば，

U−1
A′AηABU

−TB
B′ = ηA′B′ , (391)

である．よって，UA
B, U ′

A
B = UA

B + δUA
B の両方がO(D,D)に属することを考えれば

ΛT
A
CηCB + ηACΛ

C
B = 0 ,

ΛAB = −ΛBA , (392)

が従う．さらに，O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)の自由度は (330)で議論したように V +, V −それぞれ
を回転させる．故に，V +, V −が混ざる回転方向をゼロにしたのが O(1, D − 1)× O(D − 1, 1)自
由度である．

O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換 :
+−
Λ ab =

−+

Λ ab = 0,ΛAB = −ΛBA . (393)

したがって，一般化多脚場の変分

δ(E)EA = UB
CĒCΛ

B
A = ĒBΛ

B
A , (394)
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はO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)部分と物理的変分に分離する．

O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換 :
++

Λ ab,
−−
Λ ab ,

物理的変分 :
+−
Λ ab,

−+

Λ ab . (395)

以下の計算では物理的変分のみではなくO(D,D)の変分を実行し，O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変

換を引き起こす変分
++

Λ ab,
−−
Λ abが二重場理論の作用 SDFT の変分に寄与しないことを確認する．

まず，各構造係数の変換則を与える．

δ(E)FABC = −ρ(EA)(ΛBC)− ρ(EB)(ΛCA)− ρ(EC)(ΛAB)

+FA′BCΛ
A′

A + FAB′CΛ
B′

B + FABC′ΛC′
C , (396)

δ(E)ϕ′ABC = −ρ(EC)(ΛAB) + ϕ′A′BCΛ
A′

A + ϕ′AB′CΛ
B′

B + ϕ′ABC′ΛC′
C ,

(397)

δ(E)FA = −ρ(EB)(Λ
B
A) + FBΛ

B
A , (398)

測度は変換を受けないことに注意．

δ(E)(dX
√

det ηe−2d) = 0 . (399)

これらを用いて c0
∫
d2Dx

√
det ηe−2dL+の変分を実行する．c0

∫
d2Dx

√
det ηe−2dL−の変分は+ ↔

− と読み替えれば良い．c0
∫
d2Dx

√
det ηe−2dL+の具体形をもう一度書けば

c0

∫
d2Dx

√
det ηe−2dL+

= c0

∫
d2Dx

√
det ηe−2d

(
− 1

24

+++

F abc

+++

F abc − 1

8

−++

F abc
−++

F abc

−1

2
ρ(

+

Ea)(
+

F a) +
1

4

+

F a

+

F a +
1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc +
1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc
)

=

∫
d2Dxf

(
− 1

24

+++

F abc

+++

F abc − 1

8

−++

F abc
−++

F abc −
1

2
ρ(

+

Ea)(
+

F a) +
1

4

+

F a

+

F a

+
1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc +
1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc
)
, (400)

である．この各項を変分する．∼は部分積分を実行していることを表す．

δ(E)(− 1

24
f

+++

F abc

+++

F abc) =
1

4
f

+++

F abc
+

Ea
N∂N

++

Λ bc +
1

4
f

+++

F abc
−++

F d
bc

+−
Λ ad

∼ −1

4

++

Λ bcf(
+

Ea
N −

+

F a)
+++

F abc +
1

4
f

+++

F abc
−++

F d
bc

+−
Λ ad ,

(401)

δ(E)(−1

8
f

−++

F dbc
−++

F dbc) =
1

4
f

−++

F dbc
−
Ed

N∂N
++

Λ bc +
1

2
f

+−+

F adc
+

Ec
N∂N

+−
Λ ad

−1

4
f

+++

F abc
−++

F d
bc

+−
Λ ad +

1

2
f

++−
F abc

−+−
F d

bc

+−
Λ ad

∼ −1

4

++

Λ bcf(
−
Ed

N∂N −
−
F d)

−++

F dbc − 1

2

+−
Λ adf(

+

Ec
N∂N −

+

F c)
+−+

F adc

−1

4
f

+++

F abc
−++

F d
bc

+−
Λ ad +

1

2
f

++−
F abc

−+−
F d

bc

+−
Λ ad , (402)
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δ(E)(−1

2

+

EN
a ∂N

+

F a)

=
1

2
f

−
EN

d ∂N
+

F a

+−
Λ ad +

1

2
f

+

EN
a

+

F b∂N
++

Λ ab +
1

2
f

+

EN
a ∂N

−
F d

+−
Λ ad +

1

2
f

−
F d

+

Ea
N∂N

+−
Λ ad

−1

2
f

+

EN
a ∂N

+

EM
b ∂M

++

Λ ab − 1

2
f

+

EN
a ∂N

−
EM

d ∂M
+−
Λ ad − 1

2
f

+

EM
a

−
EN

d ∂M∂N
+−
Λ ad

∼ f
++

Λ ab
+

EN
b ∂N

+

F a + f
+−
Λ ad

−
EN

d ∂N
+

F a , (403)

δ(E)(
1

4
f

+

F a

+

F a) = −1

2
f

+

F a

−
F d

+−
Λ ad +

1

2
f

+

F a

+

EN
b ∂N

++

Λ ab +
1

2
f

+

F a

−
EN

d ∂N
+−
Λ ad

∼ −1

2
f

+

EN
b ∂N

+

F a

++

Λ ab − 1

2
f

−
EN

d ∂N
+

F a

+−
Λ ad , (404)

δ(E)(
1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc) = −1

4
f

+++

ϕ′ ab
c
+

EN
c ∂N

++

Λ ab − 1

2
f

+++

ϕ′ a
bc

−++

ϕ′ dbc
+−
Λ ad

∼ 1

4
f(

+

EN
c ∂N −

+

F c)
+++

ϕ′ ab
c
++

Λ ab − 1

2
f

+++

ϕ′ a
bc

−++

ϕ′ dbc
+−
Λ ad ,

(405)

δ(E)(
1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc) = −1

4
f

++−

ϕ′ ab
c
−
EN

c ∂N
++

Λ ab − 1

2
f

++−

ϕ′ a
bc

−+−

ϕ′ dbc
+−
Λ ad

∼ 1

4
f(

−
EN

c ∂N −
−
F c)

++−

ϕ′ ab
c
++

Λ ab − 1

2
f

++−

ϕ′ a
bc

−+−

ϕ′ dbc
+−
Λ ad ,

(406)

以上の計算結果をまとめると，

δ(E)
(
c0

∫
dX
√

det ηe−2dL+
)

= c0

∫
dX
√
det ηe−2d[

− 1

4

++

Λ ab
(
(
+

EN
c ∂N −

+

F c)
+++

F ab
c + (

−
EN

c ∂N −
−
F c)

++−
F ab

c

+2
+

EN
[a∂N

+

F b] − (
+

EN
c ∂N −

+

F c)
+++

ϕ′ ab
c − (

−
EN

c ∂N −
−
F c)

++−

ϕ′ ab
c
)

+
1

2

+−
Λ ad

(++−
F a

bc
−+−
F dbc − (

+

EN
c ∂N −

+

F c)
+−+

F ad
c +

−
EN

d ∂N
+

F a −
+++

ϕ′ a
bc

−++

ϕ′ dbc −
++−

ϕ′ a
bc

−+−

ϕ′ dbc

)]
= c0

∫
dX
√
det ηe−2d

[
− 1

4

++

Λ ab
++

B ab

+
1

2

+−
Λ ad

(++−
F a

bc
−+−
F dbc − (

+

EN
c ∂N −

+

F c)
+−+

F ad
c +

−
EN

d ∂N
+

F a −
+++

ϕ′ a
bc

−++

ϕ′ dbc −
++−

ϕ′ a
bc

−+−

ϕ′ dbc

)]
= c0

∫
dX
√
det ηe−2d

1

2

+−
Λ ad

(++−
F a

bc
−+−
F dbc − (

+

EN
c ∂N −

+

F c)
+−+

F ad
c +

−
EN

d ∂N
+

F a −
+++

ϕ′ a
bc

−++

ϕ′ dbc −
++−

ϕ′ a
bc

−+−

ϕ′ dbc

)
.

(407)

と得られる．ここで
++

B ab(282)は一般化 Lichnerowicz公式で現れる係数で
++

B ab = 0である．
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ここまでの計算を+ ↔ −と入れ替えても同様に成り立つから，

δ(E)
(
c0

∫
dX
√

det ηe−2dL−
)

= c0

∫
dX
√
det ηe−2d

1

2

−+

Λ ad
(−−+

F a
bc

+−+

F dbc − (
−
EN

c ∂N −
−
F c)

−+−
F ad

c +
+

EN
d ∂N

−
F a −

−−−

ϕ′ a
bc

+−−

ϕ′ dbc −
−−+

ϕ′ a
bc

+−+

ϕ′ dbc

)
.

= −c0
∫
dX
√

det ηe−2d

1

2

+−
Λ ad

(−−+

F d
bc

+−+

F abc − (
−
EN

c ∂N −
−
F c)

−+−
F da

c +
+

EN
a ∂N

−
F d −

−−−

ϕ′ d
bc

+−−

ϕ′ abc −
−−+

ϕ′ d
bc

+−+

ϕ′ abc

)
.

(408)

を得る．
これらの計算を用いて，作用 SDFT (376)の変分を導出すれば

δ(E)SDFT = −2

∫
dX
√
det ηe−2d

+−
Λ ad

(
2
++−
F abc

−+−
F d

bc − (
+

EN
c ∂N −

+

F c)
+−+

F ad
c

+(
−
EN

c ∂N −
−
F c)

+−−
F ad

c +
−
EN

d ∂N
+

F a +
+

EN
a ∂N

−
F d

−
+++

ϕ′ abc
−++

ϕ′ d
bc −

++−

ϕ′ abc
−+−

ϕ′ d
bc −

+−+

ϕ′ abc
−−+

ϕ′ d
bc −

+−−

ϕ′ abc
−−−

ϕ′ d
bc
)
,

(409)

を得る．Ricciテンソル (387)を用いれば，

δ(E)SDFT = −2

∫
dX
√
det ηe−2d

+−
Λ ad

+−
Rad ,

(410)

となる．したがって，一般化多脚場により得られる運動方程式はRicciテンソルで書けて，

+−
Rad = 0 , (411)

とまとまる．また，この変分は
++

Λ ab,
−−
Λ abの寄与が消えている．即ち，作用 SDFT がO(1, D−1)×

O(D − 1, 1)不変であることを顕わに確かめられた．

作用 SDFT の一般化ディラトンによる変分 次にディラトンによる変分を考える．ディラトンの
変分によって，各構造係数は

δ(d)FABC = 0 (412)

δ(d)ϕ′ABC = 0 (413)

δ(d)FA = 2ρ(EA)(δd) , (414)

と変換する．ディラトンの変分に関しては測度も変換を受ける．

δ(d)(dX
√
det ηe−2d)(−2δd) = dX

√
det ηe−2d(−2δd) . (415)
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このディラトンの変分を多脚場の時と同様に c0
∫
dX

√
det ηe−2dL+に対して適用する．

δ(d)
(
c0

∫
d2Dx

√
det ηe−2dL+

)
=

∫
d2Dxf(−2δd)

(
− 1

24

+++

F abc

+++

F abc − 1

8

−++

F abc
−++

F abc −
1

2
ρ(

+

Ea)(
+

F a) +
1

4

+

F a

+

F a

+
1

8

+++

ϕ′ abc
+++

ϕ′ abc +
1

8

++−

ϕ′ abc
++−

ϕ′ abc
)

+

∫
d2Dxf

(
− 1

2
ρ(

+

Ea)(2ρ(
+

Ea)(δd)) +
1

2

+

F aρ(
+

Ea)(2δd)
)

= c0

∫
dX
√

det ηe−2d(−2δd)L+ . (416)

同様に，c0
∫
dX

√
det ηe−2dL−についても

δ(d)
(
c0

∫
d2Dx

√
det ηe−2dL−

)
= c0

∫
dX
√
det ηe−2d(−2δd)L− , (417)

を得る．故に，ディラトンの変分を二重場理論の作用 SDFT に行えば，

δ(d)SDFT =

∫
dX
√
det ηe−2dδd(8L+ − 8L−) . (418)

を得る．Ricciスカラー (388)を用いれば単純に

δ(d)SDFT = −
∫
dX
√
det ηe−2d(δd)R . (419)

とまとめられる．よって，ディラトンの運動方程式は

R = 0 , (420)

で与えられる．

以上，この節の結果をまとめる．

二重場理論の運動方程式� �
二重場理論の作用 SDFT の変分 δEA = EBΛ

B
A, δdを実行すれば，Ricciテンソル

+−
Rad(387)

とRicciスカラーR(388)を用いて

δSDFT =

∫
dX
√
det ηe−2d

(
− 2

+−
Λ ad

+−
Rad − δdR

)
, (421)

となる．この計算から作用のO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性が顕わに確かめられた．運動
方程式は

+−
Rad = 0 , R = 0 , (422)

で得られる．� �
この運動方程式に 5.9節で導入した Ricciテンソルと Ricciスカラーが現れている．このことは
Riemannテンソルが上手く定義できていることを示唆している．
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5.11 ゲージ変換と作用のゲージ不変性の必要条件

5.10節で運動方程式を導出するために，作用の一般の変分を行った．ここでは，一般化 Lie微
分によるゲージ変換によって二重場理論の作用 SDFT が不変に保たれる条件を与える．ベクトル
V ∈ TMを用いて，ゲージ変換は次で定義される．

δVEA = [V,EA] = EB(∂BVA − ∂AVB − V CFCBA) ,

δV d = −1

2
(∂A − FA)V

A . (423)

ディラトンのゲージ変換性は (310)で既に議論した．5.10節で用いた変分の計算を用いるには

ΛBA → ∂BVA − ∂AVB − V CFCBA ,

δd → −1

2
(∂A − FA)V

A , (424)

と置き換えればよい．実際にゲージ変換性を実行する．

δV SDFT =

∫
dX
√
det ηe−2d

(
− 2(

+

∂a
−
V b −

−
∂b

+

V a −
+

V c
++−
F cab −

−
V c

−+−
F cab)

+−
Rad

+
1

2
(∂A − FA)V

AR
)

=

∫
dX
√
det ηe−2d

[
− 2

+

V c
(
(
−
∂b −

−
F b)

+−
Rc

b −
++−
F cab

+−
Rab +

1

4

+

∂cR
)

+2
−
V c
(
(
+

∂a −
+

F a)
+−
Ra

c +
−+−
F cab

+−
Rab − 1

4

−
∂cR

)]
. (425)

一般に δV SDFT ̸= 0であるから，ゲージ変換によって二重場理論は不変ではない．ただし，二重
場理論の作用は強い拘束条件の下で標準的な二重は理論 SsDFT と一致するから，強い拘束条件の
下でゲージ不変性が従う．

δV SDFT = 0 (強い拘束条件の下) . (426)

二重場理論の構成 (376)にはゲージ不変性は不要である．よって，ゲージ不変性が作用 SDFT に
存在していなくても問題ない．本節の結果をまとめる．

ゲージ不変性のための必要十分条件� �
作用 SDFT のゲージ不変性のための必要十分条件はゲージパラメータ V ∈ TMを用いて

0 =

∫
dX
√
det ηe−2d

[
− 2

+

V c
(
(
−
∂b −

−
F b)

+−
Rc

b −
++−
F cab

+−
Rab +

1

4

+

∂cR
)

+2
−
V c
(
(
+

∂a −
+

F a)
+−
Ra

c +
−+−
F cab

+−
Rab − 1

4

−
∂cR

)]
, (427)

と書くことができる．ただし，二重場理論にはゲージ不変性を要請していないため，この条
件を課す必要はない．� �
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5.12 5章のまとめ

最後に既存の研究と本章の結果の違いをまとめる．本章では，二重場理論の構成を 3つの要請
をもとに行った．それぞれの要請と役割は次の通り．

• Buscher則により共変．

– 座標の入れ替えによって理論が不変になるように 2D次元の座標空間を導入した．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)変換により不変．

– この要請が最も重要である．O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)不変な作用を構成するために
共変な微分演算子を構成し，作用を I(β+, β−)の形まで決定した．

• WZW二重場理論を含む．

– 作用に含まれる定数 β±を決定した．

最後の仮定はWZW二重場理論を参照しているが，理論に含まれる 2つの定数を選ぶことにしか
使われていないから，作用 SDFT は基本的に 2つ目のO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性により決
定されている．作用の具体的な形は

SDFT =

∫
dX
√
det ηe−2d

[1
4
FABCFA′B′C′ηAA′

ηBB′
HCC′

− 1

12
FABCFA′B′C′HAA′

HBB′
HCC′

+2ρ(EA)(FA′)HAA′ − FAFA′HAA′

−1

2
ϕ′ABCϕ

′
A′B′

CηAA′
HBB′

]
, (428)

で与えられる．この新たな二重場理論と従来の二重場理論の重要な相違点をまとめる．

• 従来の二重場理論は全てゲージ不変性とゲージ代数の閉包条件を第一原理として構成され
ており，作用の外から手で拘束条件を課す必要があった．それに対して，本章の構成法では
ゲージ不変性を要請していないため，その様な拘束条件を課す必要がなくなった．この違い
は 6章で述べる二重場理論上の T双対性を議論する上で非常に重要な役割を果たす．

• これまで，定数ではないO(D,D)計量 ηMN を用いた二重場理論としてWZW二重場理論が
提案されていた．しかし，WZW二重場理論は特殊な ηMN (358)でのみ構成されており，一
般の ηMN で適用可能か理解されていなかった．一方で，本章で構成した二重場理論は初め
から ηMN の具体的な形を与えずに作用が決定されているため，一般の ηMN に対して適用可
能であることが明らかである．

• WZW二重場理論は摂動の 3次までを使って，作用を構成する．そのため，より高次の摂動
を計算した場合に新たな補正項を必要とする可能性があった．一方で，本章の構成法は摂動
を用いずに理論を構成できているから新たな補正項が現れることはない．

• 従来の二重場理論は一般化ディラトンをウェイト付きのスカラーとして定義し，その変換性
を通常のウェイト付きの Lie微分と同じに取っていた．このように定義する根拠は十分に議
論されておらず，超重力理論からの類推に過ぎなかった．そのため，一般化ディラトンの代
数的な性質は明らかになっていなかった．一方で，本章における二重場理論の構成方法では
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一般化ディラトンが発散の自由度として導入され，その変換性はスピノルの一般化 Lie微分
によって定義される．そのため，O(D,D)計量 ηMN が一般の関数となるような場合におい
てもディラトンの性質を自然に定義することができる．

これらの相違点は (366)の下で述べたWZW二重場理論の問題点を解決するものである．
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6 二重場理論の応用-T双対性の導出-

5章で拘束条件がなく，O(D,D)計量 ηMN が関数になる場合にも適用可能な新しい二重場理論
を導入した．本章では，その応用として非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性が二重場
理論の座標変換として実現できることを示す．
先行研究 [25]ではWZW二重場理論上により Poisson-Lie T双対性を導出しようと試みられて

いるが，二重場理論の閉包条件が座標変換で双対な理論に変換されないため，満足のいく導出を
与えることができていない．実際，以下で説明するように，先行研究 [25]の論理では Poisson-Lie

T双対性で現れる背景時空の一方が超重力理論の解になっていたとしても，もう一方が解になる
とは限らない．

先行研究 [25]の問題点 ここでは先行研究 [25]における Poisson-Lie T双対性の議論の問題点を
示す．まず，先行研究 [25]における論理を説明する．先行研究 [25]の議論は以下の (A)∼(D)の手
順に従って行われる．

• (A) Drinfel’d Double D = G ▷◁ Ḡ を持つ空間上でWZW二重場理論を構成する．ただし，
G, Ḡはユニモジュラーである．

• (B) x座標を持つ理論の構成．

– (B1)座標を l(X) = ḡ(x̄)g(x) ∈ Dと置く．この座標上で物理的な場 U, dが x依存性の
みを持つことを仮定する．即ち，拘束条件 ∂

∂x̄m
U = ∂

∂x̄m
d = 0を満たす．

– (B2)この理論が (U(x), d(x)) = (U0, d0):定数を解に持つことを仮定する．

– (B3)このとき U(x), d(x)に対する運動方程式は，場の再定義により Ĝ(x), B̂(x), ϕ̂(x)

に対する超重力理論の運動方程式と等価であることが示される．

– (B4)よって，(U0, d0)から超重力理論の解 (⋆)を作ることができる4．

(Ĝ+ B̂)mn =
(
L−1 1

1
G0+B0

+Π
L−T

)
mn

,

ϕ̂ = d0 −
1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π) +

1

4
log detG0 .

· · · (⋆)

• (C) x̄′座標を持つ理論の構成．

– (C1)l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′)を満たすように座標変換を行う．この座標上で物理的な場
U, dが x̄′m依存性のみを持つことを仮定する．即ち，拘束条件 ∂

∂x′mU = ∂
∂x′md = 0を

満たす．

– (C2)この理論が (U(x̄′), d(x̄′)) = (U0, d0):定数を解に持つことを仮定する．

– (C3)このときU(x̄′), d(x̄′)に対する運動方程式は，場の再定義により Ǧ(x̄′), B̌(x̄′), ϕ̌(x̄′)

に対する超重力理論の運動方程式と等価であることが示される．

4L,Πなどの定義は全て 3.4節におけるものと同一である．
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図 1: [25]における Poisson-Lie T双対性の提案

– (C4)よって，(U0, d0)から超重力理論の解 (⋆⋆)を作ることができる．

(Ǧ+ B̌)mn =
(
L̄−1 1

G0 +B0 + Π̄
L̄−T

)mn
,

ϕ̌ = d0 −
1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π̄) +

1

4
log detG0

· · · (⋆⋆)

• (D) ここで得られた 2つの超重力理論の解 (⋆)(⋆⋆)はPoisson-Lie T双対性で得られる背景場
と同じ形をしている．このことから二重場理論上のPoisson-Lie T双対性であると提案する．

今，(B)の座標Xと (C)の座標X ′は座標変換X(X ′)の関係で与えられている．そのため，(B)

の理論の解 (U0, d0)にも座標変換を行って (U0, d0)を得れば，(C)の理論の解が得られることが期
待される．しかし，これは一般に正しくない．なぜなら，座標変換X(X ′)によって，(B)の拘束
条件 ∂

∂x̄m
U = ∂

∂x̄m
d = 0 が (C)の拘束条件 ∂

∂x′mU = ∂
∂x′md = 0 に変換されないためである．即ち，

(B)の理論に座標変換をしても (C)の理論は得られない．したがって，一般に (B2)(C2)における
二重場理論の解の要請は互いに異なる条件を与える (図 1)．
以上の議論より (B2)の要請を満たして (C2)の要請を満たさないような (U0, d0)が存在しても

よく，その様な場合には (⋆)のみが超重力理論の解で (⋆⋆)が超重力理論の解にならない．そのた
め，Poisson-Lee T双対性の主張である “一方 (⋆)が超重力理論の解ならば，他方 (⋆⋆)も超重力理
論の解になる”ということが [25]の方法では示されてはいないという問題点を持つ．

本章における非アーベル的T双対性とPoisson-Lie T双対性の導出方法 先行研究 [25]の問題
点を解決する方法を考える．上の議論を振り返れば，(B)(C)の対応が座標変換で理解できれば
(B2)(C2)の条件は (U0, d0)に対して同じ条件を与えることが証明できる．その障害となるのが (B)

の拘束条件 ∂
∂x̄m

U = ∂
∂x̄m

d = 0 と (C)の拘束条件 ∂
∂x′mU = ∂

∂x′md = 0 であった．そこで，本章で
は 5で議論した拘束条件が存在しない二重場理論を用いてPoisson-Lie T双対性の議論を行う．た
だし，拘束条件をなくすと (B)(C)それぞれの二重場理論と超重力理論が一般に等価にならないこ
とに注意しなければならない．そのため，理論全体の等価性ではなく，超重力理論の解と二重場
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図 2: 拘束条件のない二重場理論による Poisson-Lie T双対性の導出

理論の解の対応に注目して議論を行う．即ち，超重力理論の解 (⋆)が得られたとき，(U0, d0)が二
重場理論の解になることと座標変換後の二重場理論の解 (U0, d0)が得られたとき，(⋆⋆)が一般化
超重力理論の解になることを示す (図 2)．(⋆⋆)が超重力理論の解から一般化超重力理論の解に拡
張されているのは本章の議論が群 Gがユニモジュラーでない場合にも拡張できるためであり，そ
の様な場合には (⋆⋆)が一般化超重力理論の解になることが示される．
本章では次の 2つを示す．

• 非アーベル的 T双対性が二重場理論の座標変換であること．

– 群 G上で作られる超重力理論の解を考えたとき非アーベル的 T双対性によって一般化
超重力理論の解が得られることを示す．特に，Gがユニモジュラーの時，超重力理論の
解が得られる．

• Poisson-Lie T双対性が二重場理論の座標変換であること．

– 群D = G ▷◁ Ḡ上で構成される Poisson-Lie T双対性を考えた時に，G, Ḡがユニモジュ
ラーなら，超重力理論の解同士が結び付くことを示す．

二重場理論における T双対性の導出の手順は次の通り．

二重場理論における T双対性の導出� �
• 座標 xを持つD次元理論の解がDrinfel’d Double上の二重場理論の解になることを示す．

• 2D次元上の座標変換によって二重場理論の解を変換する．

• 座標変換後の二重場理論の解が座標 x̄′を持つD次元理論の解になることを示す．� �
この手順によって x座標のD次元理論の解から x̄′座標のD次元理論の解が得られる．その結果，
非アーベル的T双対性とPoisson-Lie T双対性が導出できる．本章ではまず，Drinfel’d Double上
の二重場理論を構成し，その後でD次元理論の解から解への対応として非アーベル的T双対性と
Poisson-Lie T双対性を導出する．
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6.1 Drinfel’d Double上の二重場理論の構成

この節では Drinfel’d Double上の二重場理論を構成する．2.1.1節で与えたように，Drinfel’d

Double Dの Lie代数 dの基底を {TA}で与える．

[TA, TB] = F̄ ′
AB

CTC ,

[Ta, Tb] = fab
cTc , [Ta, T

b] = f̄ bcaTc − fac
bT c , [T a, T b] = f̄abcT

c ,

⟨TA, TB⟩ = ηAB . (429)

部分代数を g = span{Ta} , ḡ = span{T a} で与えて，g, ḡから生成される Lie群をそれぞれ G, Ḡ
と書く．このD,G, Ḡの関係を

D = G ▷◁ Ḡ , (430)

と書く．それぞれの Lie群の元は座標 (xm, x̄m)を用いて

l(xm, x̄m) ∈ D , g(xm) ∈ G , ḡ(x̄m) ∈ Ḡ , (431)

と与えられる．この時，
l−1dl = Ē−1

M
AdXMTA , (432)

と置けば ĒA = ĒA
M∂M に対して

[ĒA, ĒB]L = F̄ ′
AB

CĒC , (433)

を得る．この定義から ĒA
M は群の元 lの関数になっている．

ĒA
M = ĒA

M (l(X)) (434)

この基底 ĒAに対して計量亜代数の括弧 [·, ·]を定義する．基底に対して Lie括弧の構造定数 F ′
AB

C

を用いて
[ĒA, ĒB] = F̄ ′

AB
CĒC , (435)

と与える．即ち，基底 ĒA上で ϕ̄′AB
C = 0と取る．L′(380)を用いて書けば

L′(ĒA, ĒB) = [ĒA, ĒB]− [ĒA, ĒB]L = ϕ̄′AB
CĒC = 0 . (436)

となる．局所ローレンツ基底EAは

EA = UA
B(X)ĒB , (437)

によって与えられる．この局所ローレンツ基底EA上で定義される構造係数は

FABC = ⟨[EA, EB], EC⟩ , (438)

ϕ′ABC = ⟨L′(EA, EB), EC⟩ , (439)

FA = ϕ′BA
B + 2ρ(EA)(d) , (440)

で与えられる．また，測度は (detUA
B)2 = 1を用いて

µ = dX
√

det ηe−2d

= dX det(E−1
M

A)e−2d

= dX det(Ē−1
M

A)e−2d

= (l−1dl)1 ∧ (l−1dl)2 ∧ · · · ∧ (l−1dl)2De−2d , (441)
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である．ここで (l−1dl)Aは

l−1dl = (l−1dl)ATA = E−1
M

A(l)dXMTA , (442)

で定義される．以上の結果から作用に用いられる構造係数は全て ĒA
M (l(X)), UA

B(X), d(X) の
関数になっている．

FABC = FABC

(
Ē(l(X)), U(X)

)
,

ϕ′ABC = ϕ′ABC

(
Ē(l(X)), U(X)

)
,

FA = FA

(
Ē(l(X)), U(X), d(X)

)
,

µ = µ
(
Ē(l(X)), d(X)

)
. (443)

これらの構造係数を用いて作用 SDDは

SDD = I(0, 8c0) , (444)

と与えられる．ここで SDDを作用に選んだのは後の議論で，自然に超重力理論や一般化超重力理
論に簡約するためである．ここでの作用はD次元理論の解からD次元理論の解を生成するための
道具でしかないため，次の 4つの性質さえ満たしていればよい．

• O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性を持つこと．

• 拘束条件がないこと．

• 超重力理論に簡約すること．

• 一般化超重力理論に簡約すること．

前章の議論から I(β+, β−)は初めの 2つを満たしており，当然，その特殊な場合の SDD(444)も満
たしている．
3つ目の性質は

ηMN =

(
0 δmn

δm
n 0

)
,

HMN =

(
G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)
,

d = ϕ− 1

4
log(detG) , (445)

と場を再定義することによって満たされる．ただし，標準的な二重場理論における場の置き方 (195)

に比べて，B場をB 7→ −Bと置いている．しかし，超重力理論の場合は作用にB場の 2次しか含
まれないため，この符号の変化は影響しない．よって超重力理論に簡約する条件は 5.7節で議論し
たものと変わらず，−β+ + β− = 8c0であればよい．これは SDD(444)も満たしている．
4つ目の性質は

ηMN =

(
0 δmn

δm
n 0

)
,

HMN =

(
G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)
,

d = ϕ− 1

4
log(detG)− Imx̄m , (446)
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と置けば満たされる．ただし，この置き方は標準的な (209)と比べると (B, I) → (−B,−I)と変
更している．しかし，この変換によって一般化超重力理論 (205)は不変であるから，4.6節の議論
と同様に一般化超重力理論が得られる．
以上より SDD(444)は必要な性質を全て満たす．

6.2 Drinfel’d Double上の作用の簡約 (1)

本節では，T双対性を与えるための準備として (444)で与えたDrinfel’d Double上の作用 SDD

の座標を具体的に与えて，作用が “ほとんど”D次元の理論に簡約される様子を見る．ここで “ほ
とんど”と付けているのは以下で議論するように物理的な場 U, dが 2D次元の座標依存性を持つ
ためである．本節の流れは次の通り．

Drinfel’d Double上の作用の簡約 (1)の手順� �
• 新しい基底 ĒN の導入．

– 座標を l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置く．

– 多脚場EA
M をO(D,D)部分 ÊA

M と残りAM
N に分割する．

– 基底 ĒM = AM
N∂N 上の構造係数を求める．

• 作用に用いる構造係数の導出．

– ĒN 上の構造係数を求める．

– 作用を ÊA
N と ĒN の構造係数で求める．� �

新しい基底 ĒN の導入 l ∈ Dの座標を l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置く．

l−1dl = g−1ḡ−1d(ḡg)

= g−1(ḡ−1dḡ + dgg−1)g

= g−1(L̄−1m
adx̄mT

a +R−1
m

adxmTa)g

=
(
dx̄m dxm

)(L̄−1m
a

R−1
m

a

)(
g−1T ag

g−1Tag

)

=
(
dx̄m dxm

)(L̄−1m
a

R−1
m

a

)(
a−T a

b −(a−TΠ)ab

aa
b

)(
T b

Tb

)

=
(
dx̄m dxm

)((L̄−1a−T )ma −(L̄−1a−TΠ)ab

L−1
m

a

)(
T b

Tb

)

=
(
dx̄m dxm

)((L̄−1R−T )mn

δm
n

)(
LT n

a

L−1
n
a

)(
δab −Πab

δa
b

)(
T b

Tb

)
.

(447)

ここで L,Π, a, L̄などの行列は 3.4節で定義したものと同じである．
故に Ē−1

M
Aは

Ē−1
M

B =

(
(L̄−1R−T )mn

δm
n

)(
LT n

a

L−1
n
a

)(
δab −Πab

δa
b

)
, (448)
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となる．さらに局所ローレンツ基底EAと対応づける行列 U を定義する．

EA = UA
BĒB , UA

B =

(
e−T 0

eB e

)
. (449)

この時，一般化計量を考える．
EM

A = ĒM
BU−1

B
A , (450)

であるから，

HMN = EM
AHABE

B
N

=

(
L̄−1R−T

1

)(
LT

L−1

)(
1 −Π

1

)(
1

−B 1

)(
eT

e−1

)(
s−1

s

)
(
e

e−T

)(
1 B

1

)(
1

Π 1

)(
L

L−T

)(
R−1L̄−T

1

)

=

(
L̄−1R−T

1

)(
LT

L−1

)(
1 −Π

1

)(
G−1 G−1B

−BG−1 G−BG−1B

)
(
1

Π 1

)(
L

L−T

)(
R−1L̄−T

1

)

=

(
L̄−1R−T

1

)(
Ĝ−1 Ĝ−1B̂

−B̂Ĝ−1 Ĝ− B̂Ĝ−1B̂

)(
R−1L̄−T

1

)
(451)

となって一般化計量HMN を得る．ここで

Ĝmn + B̂mn = L−1
m

a
( 1

1
G+B +Π

)
ab
L−T b

n (452)

であって，Poisson-Lie T-dualityで現れる背景時空である．さらに，Ĝ, B̂に対応した多脚場を ÊA
M

と置くことにする．

ĤMN = Ê−1
M

AHABÊ
−TB

N =

(
Ĝ−1 Ĝ−1B̂

−B̂Ĝ−1 Ĝ− B̂Ĝ−1B̂

)
, (453)

η̂MN = Ê−1
M

AηABÊ
−TB

N =

(
0 1

1 0

)
. (454)

さらに，EA
M , ÊA

M を結び付けるAM
N を定義する．

EA
M = ÊA

NAN
M , AM

N =

(
RT L̄

1

)
. (455)

ÊA
N を用いて，基底 ĒN を新たに定義する．

ĒN = Ê−1
N

AEA = AN
M∂M =

(
RT L̄

1

)
N

M∂M . (456)

また，ĒAは座標基底で
∂M = Ē−1

M
AĒA , (457)
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と書けるから

ĒN = AN
M∂M

= AN
M ĒM

AĒA

=

(
RT L̄

1

)(
L̄−1R−T

1

)(
LT

L−1

)(
1 −Π

1

)
N

AĒA

=

(
LT −LTΠ

L−1

)
N

AĒA , (458)

が従う．具体的に ĒN の各成分を書き下せば

Ēn = LT n
aĒ

a − (LTΠ)naĒa ,

Ēn = L−1
n
aĒa ,

Ēn = (RT L̄)nm∂
m ,

Ēn = ∂n , (459)

を得る．

作用に用いる構造係数の導出 ĒN の具体的な表式 (459)をもとに基底 ĒN 上の構造係数を求め
る．まず，Lie括弧を計算していく．

[Ēl, Ēm]L = [L−1
l
aĒa, L

−1
m

bĒb]L

= ∂lL
−1

m
bĒb − ∂mL

−1
l
aĒa + L−1

l
aL−1

m
bfab

cĒc

= 0 . (460)

[Ēl, Ē
m]L = [L−1

l
aĒa, L

Tm
bĒ

b − (LTΠ)mbĒb]L

= ∂lL
Tm

bĒ
b − ∂l(L

TΠ)mbĒb

−(RT L̄)mm′∂m
′
L−1

l
aĒa

+L−1
l
aLTm

b(f̄
bc
aĒc − fac

bĒc)

−L−1
l
a(LTΠ)mbfab

cĒc

= ∂lL
Tm

bĒ
b − ∂lL

Tm
bL

−T b
n(L

TΠ)ncĒc − LTm
c∂lΠ

cbĒb

+L−1
l
aLTm

bf̄
bc
aĒc − L−1

l
aLTm

bfac
bĒc

−L−1
l
a(LTΠ)mbfab

cĒc

= ∂lL
Tm

cL
−T c

n(L
T n

bĒ
b − (LTΠ)ncĒc)

−L−1
l
aLTm

bfac
bĒc

+(−LTm
a∂lΠ

ac + L−1
l
aLTm

bf̄
bc
a − L−1

l
a(LTΠ)mbfab

c)Ēc

= ∂lL
Tm

cL
−T c

nĒ
n

−L−1
l
aLTm

bfac
b(L−T c

nĒ
n + (ΠL)cnĒn)

+(−LTm
a∂lΠ

ac + L−1
l
aLTm

bf̄
bc
a − L−1

l
a(LTΠ)mbfab

c)Lc
nĒn .

(461)
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ここで d(g−1t̄ag) = −[g−1dg, g−1t̄ag]から従う関係式

∂lΠ
ac = L−1

l
b(f̄acb − fdb

aΠcd + fdb
cΠcd) , (462)

を用いれば
[Ēl, Ē

m]L = ∂lL
Tm

cL
−T c

nĒ
n − L−1

l
aLTm

bfac
b(L−T c

nĒ
n) , (463)

を得る．

[Ēl, Ēm]L = [LT l
aĒ

a − (LTΠ)laĒa, L
Tm

bĒ
b − (LTΠ)mbĒb]L

= LT l
aL

Tm
bf̄

ab
cĒ

c − LT l
a(L

TΠ)mb(−f̄acbĒc + fbc
aĒc)

−(LTΠ)laLTm
b(f̄

bc
aĒc − fac

bĒc) + (LTΠ)la(LTΠ)mbfab
cĒc

= (f̄ lmc − fpc
lΠmp + fkc

mΠlp)Ēc

+(f̄ lcpΠ
mp − f̄mc

pΠ
lp + fpq

cΠlpΠmq)Ēc

= (f̄ lmn′ + 2fn′p
[lΠm]p)Ēn′

+(3fpn′ [lΠm|pΠ|n]n′ − 3f̄ [lmn′Πn]n′
)Ēn

= (f̄ lmn′ + 2fn′p
[lΠm]p)Ēn′

. (464)

式が煩雑にならないように fab
c, f̄abc,Π

abの添え字に l,m, n, p, qを使っているものはLTm
a, L

−1
m

a

をかけたものとして定義している．例えば

fkp
c = L−1

k
aL−1

p
bfab

c , (465)

などである．最後の等式は [g−1t̄ag, g−1t̄bg] = g−1[t̄a, t̄b]gから導出できる

3fb′c′
[aΠb|b′Π|c]c′ − 3f̄ [abdΠ

c]d = 0 , (466)

を用いた．以上の計算より Lie括弧の構造係数が得られた．

F̄ ′
lm

n = 0 ,

F̄ ′
lmn = 0 ,

F̄ ′
l
m

n = ∂lLc
mL−1

n
c − L−1

l
aLb

mfac
bL−1

n
c ,

F̄ ′
l
mn = 0 ,

F̄ ′lm
n = f̄ lmn + 2fnp

[lΠm]p ,

F̄ ′lmn = 0 . (467)

次に L′(ĒL, ĒM )を導出する．

L′(Ēl, Ēm) = L′(L−1
l
aĒa, L

−1
m

bĒb)

= ∂L−1
l
a ⟨Ēa, L

−1
m

bĒb⟩
= 0 . (468)

L′(Ēl, Ē
m) = L′(L−1

l
aĒa, L

Tm
bĒ

b − (LTΠ)mbĒb)

= ∂L−1
l
a ⟨Ēa, L

Tm
bĒ

b − (LTΠ)mbĒb⟩
= ∂L−1

l
aLTm

a

= ∂nL
−1

l
aLTm

aĒ
n . (469)
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L′(Ēl, Ēm) = L′(LT l
aĒ

a − (LTΠ)laĒa, L
Tm

bĒ
b − (LTΠ)mbĒb)

= ∂LT l
a ⟨Ēa, LTm

bĒ
b − (LTΠ)mbĒb⟩

−∂(LTΠ)la ⟨Ēa, L
Tm

bĒ
b − (LTΠ)mbĒb⟩

= ∂LT l
a(−(LTΠ)ma)− ∂(LTΠ)laLTm

a

= ∂nL
T l

a(−(LTΠ)ma)Ēn − ∂n(L
TΠ)laLTm

aĒ
n

= ∂nL
T l

a(−(LTΠ)ma)Ēn − ∂nL
T l

bΠ
baLTm

aĒ
n

−LT l
b∂nΠ

baLTm
aĒ

n

= −LT l
b∂nΠ

baLTm
aĒ

n

= −LT l
bL

−1
n
c(f̄ bac − 2fdc

[bΠa]d)LTm
aĒ

n

= −(f̄ lmn + 2fnn′ [lΠm]n′
)Ēn . (470)

以上より，ϕ̄′LMN が分かった．

ϕ̄′lm
n = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′l
m

n = ∂nL
−1

l
aLa

m ,

ϕ̄′l
mn = 0 ,

ϕ̄′lmn = −(f̄ lmn + 2fnn′ [lΠm]n′
)

= −La
lLb

m∂nΠ
ab ,

ϕ̄′lmn = 0 . (471)

F̄ ′
LMN , ϕ̄

′
LMN を用いて F̄ABC を導出する．

F̄LMN = F̄ ′
LMN + ϕ̄′LMN = 0 . (472)

最後に構造係数 F̄N を求める．

F̄m = ϕ̄′lml + ϕ̄′lm
l + 2ρ(Ēm)(d)

= −∂lL−1
m

aLa
l + 2∂md

= −(∂lL
−1

m
a − ∂mL

−1
l
a + fbc

aL−1
l
bL−1

m
c)La

l

−(∂mL
−1

l
a − fbc

aL−1
l
bL−1

m
c)La

l + 2∂md

= −(∂mL
−1

l
a − fbc

aL−1
l
bL−1

m
c)La

l + 2∂md

= fac
aL−1

m
c + 2∂m(d+

1

2
log det(L))

= ∂m log det a+ 2∂m(d+
1

2
log det(L))

= 2∂m(d+
1

2
log det(R))

(473)
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F̄m = ϕ̄′lml + ϕ̄′l
ml + 2ρ(Ēm)(d)

= −Lb
m(f̄aba − 2fda

[aΠb]d) + 2ρ(Ēm)(d)

= −Lb
mf̄ab

′
aab′

b + 2ρ(Ēm)(d)

= −Rb
mf̄aba + 2ρ(Ēm)(d) .

(474)

以上の計算より，作用で用いる構造係数 FABC , FA, ϕ
′
ABC を導出する．EA = ÊA

M ĒM である
から，基底変換をすると

FABC = 3Ω̂[ABC] + ÊA
LÊB

M ÊC
N F̄LMN

= 3Ω̂[ABC] , (475)

FA = Ω̂B
BA + ÊA

N F̄N , (476)

ϕ′ABC = Ω̂CAB + ÊA
LÊB

M ÊC
N ϕ̄′LMN , (477)

を得る．ここで Ω̂ABC は ÊA
M のWeitzenböck接続であり，

Ω̂ABC = ÊA
Lρ(ĒL)(ÊB

M )ÊC
N η̂MN , (478)

で定義される．さらに積分測度は

dXe−2d
√

det η = dXe−2d
√
(det Ê−1

L
A)2(detA−1

M
N )2

= dXe−2d detR−1 det L̄−1

= dXe−2(d+ 1
2
log detR) det L̄−1 , (479)

で与えられる．

6.3 Drinfel’d Double上の作用の簡約 (2)

本節では前節での計算を座標変換して

l(X) = l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′) , (480)

と置いて同様の計算を行う．

新しい基底 ẼN の導入

l−1dl =
(
dx̄′m dx′m

)(δmn

(L−1R̄−T )m
n

)(
L̄−1n

a

L̄T
n
a

)(
δab

−Π̄ab δa
b

)(
T b

Tb

)
.

(481)

故に Ẽ−1
M

Aは

Ẽ−1
M

B =

(
δmn

(L−1R̄−T )m
n

)(
L̄−1n

a

L̄T
n
a

)(
δab

−Π̄ab δa
b

)
, (482)

となる．
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局所ローレンツ基底EAと対応づける行列 U は前節と同じものを用いる．

EA = UA
BẼB , UA

B(X(X ′)) =

(
e−T 0

eB e

)
. (483)

この時，一般化計量を考える．
EM

A = ẼM
BU−1

B
A , (484)

であるから，

HMN = EM
AHABE

B
N

=

(
1

L−1R̄−T

)(
L̄−1

L̄T

)(
1

−Π̄ 1

)(
1

−B 1

)(
eT

e−1

)(
s−1

s

)
(
e

e−T

)(
1 B

1

)(
1 Π̄

1

)(
L̄−T

L̄

)(
1

R̄−1L−T

)

=

(
1

L−1R̄−T

)(
Ǧ− B̌Ǧ−1B̌ −B̌Ǧ−1

Ǧ−1B̌ Ǧ−1

)(
1

R̄−1L−T

)
, (485)

となって一般化計量HMN を得る．ここで

Ǧmn + B̌mn = L̄−1m
a

( 1

G+B + Π̄

)ab
L̄−T

b
n (486)

であって，Poisson-Lie T-dualityで現れる背景時空である．さらに，Ǧ, B̌に対応した多脚場を ĚA
M

と置くことにする．

ȞMN = Ě−1
M

AHABĚ
−TB

N =

(
Ǧ− B̌Ǧ−1B̌ −B̌Ǧ−1

Ǧ−1B̌ Ǧ−1

)
, (487)

η̌MN = Ě−1
M

AηABĚ
−TB

N =

(
0 1

1 0

)
. (488)

さらに，EA
M , ÊA

M を結び付ける ÃM
N を定義する．

EA
M = ÊA

N ÃN
M , ÃM

N =

(
1

R̄TL

)
. (489)

ÊA
N を用いて，基底 ẼN を新たに定義する．

ẼN = Ê−1
N

AEA = ÃN
M∂M =

(
1

R̄TL

)
N

M∂M . (490)

ẼN =

(
L̄−1

−L̄T Π̄ L̄T

)
N

AẼA , (491)

が従う．具体的に ĒN の各成分を書き下せば

Ẽn = L̄−1n
aẼ

a ,

Ẽn = L̄T
n
aẼa − (L̄T Π̄)naẼ

a ,

Ẽn = ∂n ,

Ẽn = (R̄TL)n
m∂m , (492)

を得る．
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作用に用いる構造係数の導出 ĒN の具体的な表式 (492)をもとに基底 ĒN 上の構造係数を求め
る．ここまでの計算を見れば，前節の計算と本節の計算は上付き添え字と下付き添え字の入れ替
えによって完全に対応付くことが分かる．そのため，直ちに以下の構造係数の計算を実行するこ
とができる．
まず，Lie括弧を計算していく．

[Ẽl, Ẽm]L = 0 . (493)

[Ẽl, Ẽm]L = ∂lL̄T
m

cL̄−T
c
nẼn − L̄−1l

aL̄
T
m

bf̄acb(L̄
−T

c
nẼn) , (494)

[Ẽl, Ẽm]L = (flm
n′
+ 2f̄n

′p
[lΠ̄m]p)Ẽn′ . (495)

式が煩雑にならないように fab
c, f̄abc, Π̄abの添え字に l,m, n, p, qを使っているものは L̄T

m
a, L̄−1m

a

をかけたものとして定義している．例えば

f̄kpc = L̄−1k
aL̄

−1p
bf̄

ab
c , (496)

などである以上の計算より Lie括弧の構造係数が得られた．

F̃ ′lm
n = 0 ,

F̃ ′lmn = 0 ,

F̃ ′l
m

n = ∂lL̄c
mL̄

−1n
c − L̄−1l

aL̄
b
mf̄

ac
bL̄

−1n
c ,

F̃ ′l
mn = 0 ,

F̃ ′
lm

n = flm
n + 2f̄np[lΠ̄m]p ,

F̃ ′
lmn = 0 . (497)

次に L′(ĒL, ĒM )を導出する．

L′(Ẽl, Ẽm) = 0 . (498)

L′(Ẽl, Ẽm) = ∂nL̄−1l
aL̄

T
m

aẼn . (499)

L′(Ẽl, Ẽm) = −(flm
n + 2f̄nn

′
[lΠ̄m]n′)Ẽn . (500)

以上より，ϕ̃′LMN が分かった．

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lm
n = ∂nL̄−1l

aL̄
a
m ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lm
n = −(flm

n + 2f̄nn
′
[lΠ̄m]n′)

= −L̄a
lL̄

b
m∂

nΠ̄ab ,

ϕ̃′lmn = 0 . (501)

F̃ ′
LMN , ϕ̃

′
LMN を用いて F̃ABC を導出する．

F̃LMN = F̃ ′
LMN + ϕ̃′LMN = 0 . (502)

95



最後に構造係数 F̄N を求める．

F̃m = 2∂m(d+
1

2
log det(R̄)) . (503)

F̃m = −R̄b
mfab

a + 2ρ(Ēm)(d) .

(504)

以上の計算より，作用で用いる構造係数 FABC , FA, ϕ
′
ABC を導出する．EA = ĚA

M ẼM である
から，基底変換をすると

FABC = 3Ω̌[ABC] + ĚA
LĚB

M ĚC
N F̃LMN

= 3Ω̌[ABC] , (505)

FA = Ω̌B
BA + ĚA

N F̃N , (506)

ϕ′ABC = Ω̌CAB + ĚA
LĚB

M ĚC
N ϕ̃′LMN , (507)

を得る．ここで Ω̌ABC は ÊA
M のWeitzenböck接続であり，

Ω̌ABC = ĚA
Lρ(ĒL)(ĚB

M )ĚC
N η̌MN , (508)

で定義される．さらに積分測度は

dXe−2d
√
det η = dXe−2(d+ 1

2
log det R̄) detL−1 , (509)

で与えられる．

6.4 二重場理論における非アーベル的T双対性

この節ではまず，非アーベル的 T双対性を導出する．本節の結論として非アーベル的Ｔ双対性
は座標変換X(X ′)と理解できることが示される．

l(X) = ḡ(x̄)g(x) ,

l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′) . (510)

本節の手順は次の通り．
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二重場理論における非アーベル的 T双対性の導出� �
• 一方が可換の場合 f̄abc = 0の構造係数の導出．

– 一方が可換であるとき，前節までの計算の多くの項が 0になり，表式が単純化さ
れる．

• (UA
B, d:定数)が二重場理論の解になる場合の解析．

– l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置いた場合を考える．U0A
B, d0:定数について作用の x依存性の

みを持つ変分で作用が不変であること

ŜDD[U0 + δU(x), d0 + δd(x)]− ŜDD[U0, d0] = 0 , (511)

と全ての座標に依存する変分で作用が不変であること

ŜDD[U0 + δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0] = 0 , (512)

が同じ条件を与えることを示す．

– x方向の変分で不変であることは UA
B(x), d(x)と置いた作用から作られる運動方

程式の解であることと同値である．これを用いて，D次元の座標 x上の超重力理
論に簡約できることを示す．

– 以上の議論から，超重力理論の解から二重場理論の解 (*)が得られることが示さ
れる．

• 二重場理論上座標変換と双対作用

– 二重場理論上で l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′) となるように座標変換を行う．この座標変
換によって上で述べた二重場理論の解 (*)が座標X ′上の作用の解に変換される．

– X ′座標上の作用の解が x̄′座標を持つD次元理論の解にもなっていることを示す．

– 以上の議論から，x座標を持つ超重力理論の解から x̄′座標を持つD次元理論の解
を得ることができた．この 2つのD次元理論の解の関係が非アーベル的 T双対性
である．� �

一方が可換の場合 f̄abc = 0の構造係数の導出 非アーベル的Ｔ双対性を導出するには f̄abc = 0と
すればよい．f̄abc = 0のとき

Πab = 0 (513)

である．座標X での構造係数を書き下す．

FABC(Ē(l(X)), U(X)) = 3Ω̂[ABC] , (514)

FA(Ē(l(X)), U(X), d(X)) = Ω̂B
BA + ÊA

N F̄N , (515)

ϕ′ABC(Ē(l(X)), U(X)) = Ω̂CAB + ÊA
LÊB

M ÊC
N ϕ̄′LMN , (516)

µ(Ē(l(X)), d(X)) = dXe−2(d+ 1
2
log detL) det a−1 , (517)
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を得る．ここで

Ω̂ABC = ÊA
Lρ(ĒL)(ÊB

M )ÊC
N η̄MN , (518)

ϕ̄′lm
n = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′l
m

n = ∂nL
−1

l
aLa

m ,

ϕ̄′l
mn = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 , (519)

F̄m = 2∂m(d+
1

2
log det(R)) ,

F̄m = 2ρ(Ēm)(d) . (520)

で与えられる．これらを作用 SDD(444)に代入して U(X), d(X)に対する作用を得る．

ŜDD[U(X), d(X)] , (521)

(UA
B, d: 定数)が二重場理論の解になる場合の解析 今，(UA

B, d) = (U0A
B, d0) :定数 の周りの

x依存性を持つ変分によって作用 SDDが不変であることを仮定する．即ち，

ŜDD[U0 + δU(x), d0 + δd(x)]− ŜDD[U0, d0] = 0 , (522)

を満たす場合を考える．このとき，座標 xとU0, d0の関数CAB(x,U0, d0), C(x,U0, d0)が存在して

0 = ŜDD[U0 + δU(x), d0 + δd(x)]− ŜDD[U0, d0]

=

∫
dX
(
δUAB(x)CAB(x,U0, d0) + δd(x)C(x,U0, d0)

)
,

(523)

と書くことができる．これは作用に含まれる構造係数 (514)(515)(516)と測度 (517)に含まれる x̄

依存性が U(X), d(X)から来るものだけであることから従う．
このとき，全ての座標に依存した変分 δU(X), δd(X)を考える．

ŜDD[U0 + δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0] . (524)

x̄依存性を加えたことによって ρ(Ēm)(δU(X)), ρ(Ēm)(δd(X)) が新たに作用の変分に寄与を与え
る．よって，関数 CmAB(x,U0, d0), Cm(x,U0, d0)が存在して

ŜDD[U0 + δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0]

=

∫
dX
(
δUAB(X)CAB(x,U0, d0) + δd(X)C(x,U0, d0)

)
+

∫
µ(x, d0)

(
ρ(Ēm)(δUAB(X))CmAB(x,U0, d0) + ρ(Ēm)(δd(X))Cm(x,U0, d0)

)
=

∫
µ(x, d0)

(
δUAB(X)(−ρ(Ēm) + F̄m(d0))(CmAB(x,U0, d0))

+δd(X)(−ρ(Ēm) + F̄m(d0))Cm(x,U0, d0)
)

= 0 , (525)
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と計算できる．ここで F̄m(d0) = 2ρ(Ēm)(d0) = 0である．
以上より，Drinfel’d Doubleの座標を l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置いた場合には

ŜDD[U0 + δU(x), d0 + δd(x)]− ŜDD[U0, d0] = 0

=⇒ ŜDD[U0 + δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0] = 0 , (526)

が従う．逆も自明に成り立つ．即ち，U, dの座標依存性を xのみに制限した作用 ŜDD[U(x), d(x)]

で (U, d) = (U0, d0)が解になることと元々の作用 ŜDD[U(X), d(X)]で (U, d) = (U0, d0)が解にな
ることは同値である．
ŜDD[U(x), d(x)]を考える．U, dに x̄依存性がないから，全ての構造係数，測度には x依存性し

かない．故にD次元上の理論に簡約される．作用で用いる構造係数は

FABC(Ē(l(X)), U(X)) = 3Ω̂[ABC] , (527)

FA(Ē(l(X)), U(X), d(X)) = Ω̂B
BA + ÊA

N F̄N , (528)

ϕ′ABC(Ē(l(X)), U(X)) = Ω̂CAB + ÊA
LÊB

M ÊC
N ϕ̄′LMN , (529)

µ(Ē(l(X)), d(X)) = dXe−2(d+ 1
2
log detR) = dXe−2d̂ ,

(530)

を得る．ここで

Ω̂ABC = ÊA
l(∂lÊB

M )ÊC
N η̂MN , (531)

ϕ̄′lm
n = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′l
m

n = ∂nL
−1

l
aLa

m ,

ϕ̄′l
mn = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 , (532)

F̄m = 2∂m(d+
1

2
log detR)

= 2∂md̂ ,

F̄m = 0 . (533)

ただし，

d̂ = d+
1

2
log detR , (534)

と置いた．これらの構造係数を用いて，作用を書く．

ŜDD[U(x), d(x)] . (535)

ここで ÊA
M は (453)(454) で定義されていたことを思い出す．O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性

を用いて ÊA
N は

ÊA
N =

(
ê−T 0

−êB̂ ê

)
, (536)
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と置くことができる．このとき，作用 ŜDD(535)に含まれる構造係数は ÊA
M を多脚場として ηMN :

定数のときに与えた表式 (182)(181)に一致する．唯一，一致していないのは ϕ′ABC である．しか
し，この違いは作用に影響しない．なぜなら，ϕ′ABC の具体形が

ϕ′ABC = Ω̂CAB + ÊA
LÊB

M ÊC
N ϕ̄′LMN

= ÊC
n∂nÊA

LEB
M η̄LM + ÊA

lÊBmÊC
n∂nL

−1
l
dLd

m ,

(537)

であることから，作用に含まれる寄与が

ϕ′ABCϕ
′
A′B′C′ηCC′ ∝ ηCC′

ÊC
nÊC′n

′
= 0 , (538)

となって消えているからである．よって，ŜDD[U(x), d(x)]は Ĝ, B̂, ϕ̂に対する超重力理論に一致
する．
以上の議論により，次のことが言える．

超重力理論の解と二重場理論の解の関係� �
超重力理論において

Ĝmn = L−1
m

aG0abL
−T b

n ,

B̂mn = L−1
m

aB0abL
−T b

n ,

ϕ̂ = d0 −
1

2
log det a−1 +

1

4
log detG0 , (539)

が解になる時，

UA
B(X) =

(
e−T
0 0

e0B0 e0

)
, (G0ab = e−1

0a
a′sa′b′e

−T
0

b′
b) ,

d(X) = d0 , (540)

は l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置いたDrinfel’d Double上の二重場理論 (521)の解になる．� �
二重場理論上座標変換と双対作用 ここまでで議論した作用とその運動方程式の解は l(X) =

ḡ(x̄)g(x)となる座標上で計算を行った．ここでは l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′)と座標変換を行い，どの
ような理論の解に変換されるかを議論する．l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′)と置いた場合の作用は 6.3節
において既に議論している．f̄abc = 0を用いて作用に含まれる構造係数を列挙する．特に，以下
では簡単のため

ḡ(x′) = exp(t̄aδma xm) , (541)

と置いて計算を行う．このとき，

L̄a
m = δam , āab = δab , Π̄ab = fab

cδmc x̄m , (542)

が従う．

FABC = 3Ω̌[ABC] , (543)

FA = Ω̌B
BA + ĚA

N F̃N , (544)

ϕ′ABC = Ω̌CAB + ĚA
LĚB

M ĚC
N ϕ̃′LMN , (545)

µ = dX ′e−2d detL−1 . (546)
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ここで

Ω̌ABC = ĚA
Lρ(ẼL)(ĚB

M )ĚC
N η̌MN ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lm
n = 0 ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lm
n = −flmn

= −δalδbm∂nΠ̄ab ,

ϕ̃′lmn = 0 . (547)

F̃m = 2∂md .

F̃m = −δbmfaba + 2ρ(Ẽm)(d) . (548)

これらの構造係数を作用 SDD(444)に代入して作用

ŠDD[U(X ′), d(X ′)] , (549)

を得る．一方で，座標X における解 U(X) = U0, d(X) = d0は座標依存性がないから座標変換に
よって不変である．

U(X(X ′)) = U0 , d(X(X ′)) = d0 . (550)

よってこの作用は

ŠDD[U0 + δU(X ′), d0 + δd(X ′)]− ŠDD[U0, d0] = 0 , (551)

を満たす．特に変分を δU(x̄′), δd(x′)に制限したとしても作用は不変である．

ŠDD[U0 + δU(x̄′), d0 + δd(x̄′)]− ŠDD[U0, d0] = 0 . (552)

したがって，U = U0, d = d0 は作用 ŠDD[U(x̄′), d(x̄′)] から得られる運動方程式の解になる．
U(x̄′), d(x̄′)の下で構造係数を調べれば

FABC = 3Ω̌[ABC] , (553)

FA = Ω̌B
BA + ĚA

N F̃N , (554)

ϕ′ABC = Ω̌CAB + ĚA
LĚB

M ĚC
N ϕ̃′LMN , (555)

µ = dX ′e−2d detL−1

= dX ′e−2(d− 1
2
xnδbnfab

a)e−xmδcmfdc
d
detL−1 , (556)
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ここで

Ω̌ABC = ĚAl(∂
lĚB

M )ĚC
N η̄MN ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′lm
n = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′lm
n = −flmn

= −δalδbm∂nΠ̄ab ,

ϕ̄′lmn = 0 . (557)

F̄m = 2∂md

= 2∂m(d− 1

2
xnδbnfab

a) .

F̄m = −δbmfaba

= 2∂m(d− 1

2
xnδbnfab

a) . (558)

これらを用いて作用をラグランジアン L′(x̄)を用いて与える．

ŠDD[U(x̄′), d(x̄′)] =

∫
dx′ detL−1

∫
dx̄′e−2dĽ(x̄′) . (559)

この作用の x′依存性は測度に含まれる
∫
dx′ detL−1だけである．したがって，x′依存性は運動方

程式に影響を与えない．この性質を使って同じ運動方程式を与える作用 Š′
DD[U(x̄′), d(x̄′)]を定義

する．

Š′
DD[U(x̄′), d(x̄′)] =

(∫
dx′ex

nδbnfab
a
)∫

dx̄′e−2dĽ(x̄′)

=

∫
dX ′e−2(d− 1

2
xnδbnfab

a)L′(x̄′) . (560)

この作用 Š′
DD[U(x̄′), d(x̄′)]に対して ĚA

M , dを

ĚA
M =

(
ě ěB̌

ě−T

)
, (ě−1s−1ě−T = Ǧ) ,

d = ϕ̌− 1

4
log det Ǧ

= ϕ̌− 1

4
log det

( 1

G0 +B0 + (x̄f)
G0

1

G0 −B0 − (x̄f)

)
= ϕ̌− 1

2
log det

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)
− 1

4
log detG0 , (561)

と置く．Š′
DD[U(x̄′), d(x̄′)] を構成する構造係数は ϕ′ABC を除き，Im = 1

2x
nδbnfab

aと置いた時の
一般化超重力理論のものと一致する．ϕ′ABC の作用への寄与は

ϕ′ABCϕ
′
A′B′C′ηCC′ ∝ ĚClĚC′l′η

CC′
= η̄ll′ = 0 , (562)

より消えるから，Š′
DD[U(x̄′), d(x̄′)]に含まれる構造係数は一般化超重力理論で現れるものと一致

する．故に In = 1
2δ

b
nfab

aが Ǧ, B̌, ϕ̌のKillingベクトルならばこの理論は Ǧ, B̌, ϕ̌に対する一般化
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超重力理論に帰着する．そこで実際に In∂
nがKillingベクトルになっていることを示す．Ǧ, B̌, ϕ̌

の解は

Ǧmn + B̌mn = δma

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)ab
δb

n ,

ϕ̌ = d0 +
1

2
log det

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)
+

1

4
log detG0 ,

(563)

で与えられる．これを見れば，x̄依存性は 1
G0+B0+(x̄f) にのみ含まれる．よって，その逆行列が微

分 Im∂
mによってゼロになることを示せばよい．

Im∂
m(G0 +B0 + (x̄f))ab =

1

2
δcm∂

m(x̄nfdc
dδnefab

e)

=
1

2
fdc

dfab
c

=
1

2
(−facdfbdc − fbc

dfda
c)

= 0 . (564)

故にIn = 1
2δ

b
nfab

aが Ǧ, B̌, ϕ̌のKillingベクトルであることが示された．以上より Š′
DD[U(X ′), d(X ′)]

は一般化超重力理論に帰着する．
ただし，添え字の定義が先に定義した超重力理論と逆に定義されていることに注意．即ち，4.6

節の定義と一致されるためには

ěam 7→ ea
m , x̄m 7→ xm , (565)

などと読み替えればよい．
特に，群 Gがユニモジュラー (付録 sec:unimodular)なら fab

a = 0となるから

In = 0 , (566)

が従う．このとき，一般化超重力理論は Ǧ, B̌, ϕ̌に対する超重力理論に帰着する．以上の議論より，
次が従う．
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二重場理論の座標変換と双対理論� �
l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置いた二重場理論において

UA
B(X) =

(
e−T
0 0

e0B0 e

)
, (G0ab = e−1

0a
a′sa′b′e

−T
0

b′
b) ,

d(X) = d0 , (567)

が解になるならば，座標変換 l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′) を行った理論でも同様に解になる．さら
に，(x̄f)ab = x̄mδc

mfab
cを用いて

Ǧmn + B̌mn = δma

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)ab
δb

n ,

ϕ̌ = d0 +
1

2
log det

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)
+

1

4
log detG0 ,

(568)

を考えるとKillingベクトル In = 1
2δ

b
nfab

aを持つ一般化超重力理論の解になる．特に，Gが
ユニモジュラーの時は Ǧ, B̌, ϕ̌に対する超重力理論に帰着する．� �
最終的に，超重力理論の解から一般化超重力理論，または超重力理論の解を得る規則を得ること
ができた．解同士の対応関係は結局，次で与えられる．

解から解への対応� �
G0, B0, d0:定数について

Ĝmn = L−1
m

aG0abL
−T b

n ,

B̂mn = L−1
m

aB0abL
−T b

n ,

ϕ̂ = d0 −
1

2
log det a−1 +

1

4
log detG0 , (569)

が超重力理論の解になる時，(x̄f)ab = x̄mδc
mfab

cを用いて

Ǧmn + B̌mn = δma

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)ab
δb

n ,

ϕ̌ = d0 +
1

2
log det

( 1

G0 +B0 + (x̄f)

)
+

1

4
log detG0 , (570)

はKillingベクトル In = 1
2δ

b
nfab

aを持つ一般化超重力理論の解になる．ディラトンの対応は

e−2ϕ̌ = e−2ϕ̂ det(G0 +B0 + (x̄f)) det a (571)

で与えられる．� �
この結果で重要な事項は以下のとおりである．

• 群 G がユニモジュラーの時，ここで与えられた解の対応 (Ĝ, B̂, ϕ̂) ↔ (Ǧ, B̌, ϕ̌) は非アーベ
ル的T双対性として知られるものである (92)(93)．したがって，本節では二重場理論の座標
変換から非アーベル的 T双対性を導出することができた．特に，ディラトンの変換は通常，
古典論からは導出できず，経路積分からの体積要素の寄与を受けるものであるが，二重場理
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論では古典論のままでディラトンの変換則が導出できている．

• 群 G がユニモジュラーでない場合，超重力理論の解の非アーベル的 T双対性を考えると超
重力理論の解にならず，一般化超重力理論の解を得られることが知られている [48]．本節で
は二重場理論を用いることで自然に超重力理論から一般化超重力理論を導出することに成功
している．ディラトンの変換に関しても Poisson-Lie T双対性を用いた研究 [49, 50]の結果
と整合的である．ディラトンの変換は [49, 50]で経路積分によって導出されているが二重場
理論においては経路積分を用いずに自然にディラトンの変換則を導出することができた．

6.5 二重場理論におけるPoisson-Lie T双対性

前節では非アーベル的 T双対性を二重場理論を用いて導出した．ここでは Poisson-Lie T双対
性について議論する．そのために，l(X) = ḡ(x̄)g(x)の時の構造係数をもう一度確認する．

FABC = 3Ω̂[ABC] , (572)

FA = Ω̂B
BA + ÊA

N F̄N , (573)

ϕ′ABC = Ω̂CAB + ÊA
LÊB

M ÊC
N ϕ̄′LMN , (574)

µ = dXe−2(d+ 1
2
log detR) det L̄−1 , (575)

Ω̂ABC = ÊA
Lρ(ĒL)(ÊB

M )ÊC
N η̂MN , (576)

ϕ̄′lm
n = 0 ,

ϕ̄′lmn = 0 ,

ϕ̄′l
m

n = ∂nL
−1

l
aLa

m ,

ϕ̄′l
mn = 0 ,

ϕ̄′lmn = −La
lLb

m∂nΠ
ab ,

ϕ̄′lmn = 0 , (577)

F̄m = 2∂m(d+
1

2
log det(R))

F̄m = −Rb
mf̄aba + 2ρ(Ēm)(d) , (578)

この構造係数を SDD(444)に代入して U(X), d(X)に対する作用を得る．

ŜDD[U(X), d(X)] . (579)

非アーベル的 T双対性での議論と同様に，この作用が定数 U0, d0について

ŜDD[U0 + δU(x), d0 + δd(x)]− ŜDD[U0, d0] = 0 , (580)

を満たすことを仮定する．即ち，(U, d) = (U0, d0)が ŜDD[U(x), d(x)] の解になる場合を考える．
このとき，前節の議論と同様に変分を 2D次元座標に依存させた δU(X), δd(X)に持ち上げられ

るかを調べる．座標 xと U0, d0の関数 CAB(x,U0, d0), C(x,U0, d0)が存在して

0 = ŜDD[U0 + δU(x), d0 + δd(x)]− ŜDD[U0, d0]

=

∫
dX
(
δUAB(x)CAB(x,U0, d0) + δd(x)C(x,U0, d0)

)
,

(581)
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と書くことができる．
このとき，全ての座標に依存した変分 δU(X), δd(X)を考える．

ŜDD[U0 + δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0] . (582)

x̄依存性を加えたことによって ρ(Ēm)(δU(X)), ρ(Ēm)(δd(X)) が新たに作用の変分に寄与を与え
る．よって，関数 CmAB(x,U0, d0), Cm(x,U0, d0)が存在して

ŜDD[U0 + δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0]

=

∫
dX
(
δUAB(X)CAB(x,U0, d0) + δd(X)C(x,U0, d0)

)
+

∫
µ(x, d0)

(
ρ(Ēm)(δUAB(X))CmAB(x,U0, d0) + ρ(Ēm)(δd(X))Cm(x,U0, d0)

)
=

∫
µ(x, d0)

(
δUAB(X)(−ρ(Ēm) + F̄m(d0))(CmAB(x,U0, d0))

+δd(X)(−ρ(Ēm) + F̄m(d0))Cm(x,U0, d0)
)

=

∫
µ(x, d0)

(
δUAB(X)(−Rb

mf̄aba)(CmAB(x,U0, d0))

+δd(X)(−Rb
mf̄aba)Cm(x,U0, d0)

)
, (583)

と計算できる．ここで F̄m(d0) = −Rb
mf̄abaである．したがって，一般に f̄aba ̸= 0の時 ŜDD[U0+

δU(X), d0 + δd(X)]− ŜDD[U0, d0] ̸= 0となる．そこで，本節では

f̄aba = 0 , (584)

即ち，Ḡがユニモジュラーであることを要請する．
Ḡがユニモジュラーであるとき ŜDD[U(x), d(x)]は

Ĝ+ B̂ = L−1 1
1

G+B +Π
L−T , (585)

ϕ̂ = d+
1

2
log detR+

1

4
log det Ĝ , (586)

で定義される超重力理論になる．U, Êの置き方は非アーベル的 T双対性の場合と同じ．
以上の議論より，次が従う．

座標 xのD次元理論と二重場理論の解の関係� �
Ḡがユニモジュラーであるとき

Ĝ+ B̂ =
1

1
G0+B0

+Π
, (587)

ϕ̂ = d0 +
1

2
log det a

−1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π) +

1

4
log detG0 , (588)

が超重力理論の解になるなら (U, d) = (U0, d0)は l(X) = ḡ(x̄)g(x)と置いた時の二重場理論
ŜDD[U(X), d(X)]の解になる．� �

106



次に二重場理論上で l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′)となるように座標変換を行う．このときの構造係数
を再び列挙する．

FABC = 3Ω̌[ABC] , (589)

FA = Ω̌B
BA + ĚA

N F̃N , (590)

ϕ′ABC = Ω̌CAB + ĚA
LĚB

M ĚC
N ϕ̃′LMN , (591)

µ = dXe−2(d+ 1
2
log det R̄) detL−1 , (592)

Ω̌ABC = ĚA
Lρ(ĒL)(ĚB

M )ĚC
N η̌MN , (593)

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lm
n = ∂nL̄−1l

aL̄
a
m ,

ϕ̃′lmn = 0 ,

ϕ̃′lm
n = −(flm

n + 2f̄nn
′
[lΠ̄m]n′)

= −L̄a
lL̄

b
m∂

nΠ̄ab ,

ϕ̃′lmn = 0 . (594)

F̃m = 2∂m(d+
1

2
log det(R̄)) . (595)

F̃m = −R̄b
mfab

a + 2ρ(Ēm)(d) . (596)

この構造係数を SDD(444)に代入して U(X), d(X)に対する作用を得る．

ŠDD[U(X ′), d(X ′)] . (597)

解 (U0, d0)は座標変換で不変だから，ŠDD[U(X ′), d(X ′)]においても解になっている．

ŠDD[U0 + δU(X ′), d0 + δd(X ′)]− ŠDD[U0, d0] = 0 . (598)

故に，変分の座標依存性を制限した

ŠDD[U0 + δU(x̄′), d0 + δd(x̄′)]− ŠDD[U0, d0] = 0 . (599)

も同様に成り立つ．このとき

Ǧ+ B̌ = L̄−1 1

G+B + Π̄
L̄−T , (600)

ϕ̌ = d+
1

2
log det R̄+

1

4
log det Ǧ , (601)

と置くと，Killingベクトル Im∂
m = R̄b

mfab
a∂mを持つ一般化超重力理論になる．実は Imが定数

ではないから，標準的な二重場理論においてディラトンの再定義を行って Imの寄与を取り込むこ
とができない．このような状況の処方箋として修正二重場理論を用いることが提案されている．通
常の議論では修正二重場理論を得るために

∂md 7→ ∂md− Im , (602)
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のようにディラトンの微分にだけ再定義を行う．このような方法は非常に人工的であるが，一般
化超重力理論が得られることが確認されている [11]．
最後に Im∂

m = 1
2R̄

b
mfab

a∂m が実際に解

(Ǧ+ B̌)mn =
(
L̄−1 1

G0 +B0 + Π̄
L̄−T

)mn
, (603)

ϕ̌ = d+
1

2
log det R̄+

1

4
log det Ǧ , (604)

のKillingベクトルであることを示す．まず，Ǧ, B̌については基底付きで書くと

Ǧ+ B̌ =
( 1

G0 +B0 + Π̄

)ab
(ḡ−1dḡ)a(ḡ

−1dḡ)b , (605)

である．ḡ−1dḡは R̄b
m∂

mで生成される左変換で不変だから，このKillingベクトルで Ǧ, B̌が不変
であることを示すには係数に Im∂

mを作用させてゼロになるかを確認すればよい．

Im∂
m
(
G0 +B0 + Π̄

)
ab

=
1

2
R̄c

mfdc
d∂mΠ̄ab

=
1

2
fdc

dfa′b′
cāa

′
aā

b′
b

=
1

2
(−fa′cdfb′dc − fb′c

dfda′
c)āa

′
aā

b′
b

= 0 . (606)

ディラトンについては Ḡがユニモジュラーであることを使えば

ϕ̂ = d0 +
1

2
log det ā− 1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π̄) +

1

4
log detG0

= d0 −
1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π̄) +

1

4
log detG0 , (607)

であるから，Im∂mΠ̄ab = 0であることからディラトンに対しても ImはKillingベクトルになって
いる．
以上の議論より，次が従う．
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二重場理論上の Poisson-Lie T双対性� �
Drinfel’d Double D = G ▷◁ Ḡについて Ḡがユニモジュラー，U0, d0 :定数であるとき，

(Ĝ+ B̂)mn =
(
L−1 1

1
G0+B0

+Π
L−T

)
mn

,

ϕ̂ = d0 +
1

2
log det a

−1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π) +

1

4
log detG0 , (608)

が超重力理論の解なら

(Ǧ+ B̌)mn =
(
L̄−1 1

G0 +B0 + Π̄
L̄−T

)mn
,

ϕ̌ = d0 −
1

2
log det(1 + (G0 +B0)Π̄) +

1

4
log detG0 , (609)

はKillingベクトル Im∂
m = 1

2R̄
b
mfab

a∂m を持つ一般化超重力理論の解になる．ディラトンの
対応は

e−2ϕ̂ = e−2ϕ̌det(1 + (G0 +B0)Π)

det(1 + (G0 +B0)Π̄)
det a−1 , (610)

で与えられる．� �
以上の結果より，Drinfel’d Double D = G ▷◁ Ḡ 上の二重場理論を用いて Poisson-Lie T双対性を
導出することができた．
この結果について重要な点をまとめる．

• 本章の冒頭で述べた通り，従来の二重場理論を用いた Poisson-Lie T双対性の提案 [25]は解
同士の対応を保証するものではなく，Poisson-Lie T双対性として知られる計量，B場，ディ
ラトンの形が見て取れるだけだった (図 1)．一方，本章の議論では解同士の対応であること
を明らかにした上で Poisson-Lie T双対性が導出されている (図 2)．故に，初めて二重場理
論から Poisson-Lie T双対性を導出したと言える．

• この構成方法では Gがユニモジュラーでない場合に拡張できる．その場合，超重力理論の解
が一般化超重力理論の解に対応付く．Poisson-Lie T双対性によって，超重力理論の解が一
般化超重力理論の解に対応することは具体的な例 [51]がいくつか示されているだけで一般論
として成立することは証明がなかった．本章では Gがユニモジュラーの場合に，超重力理論
の解から一般化超重力理論の解に Poisson-Lie T双対性で移り変わることを初めて一般的に
示した．

• ディラトンの変換は通常，経路積分の体積要素からの寄与で決定される [49, 50]．本論文で
は二重場理論を用いることによって非常に簡単にディラトンの変換を導出でき，その結果は
[49, 50]と整合的である．また，近年の研究 [52]においても同じ変換性が得られることが示
されている．

• 両方の群 G, Ḡがユニモジュラーでない場合には本章の方法が使えない．しかし，群 G, Ḡが
どちらもユニモジュラーでない場合に，どのような理論の解が Poisson-Lie T双対性で対応
するのかを明確に示した研究はなく，Poisson-Lie T双対性が存在するかどうかも明らかで
はない．したがって，現状では群 G, Ḡがどちらもユニモジュラーの場合に Poisson-Lie T双
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対性が導出できなかった原因が二重場理論の方法の欠点なのか，Poisson-Lie T双対性が存
在しないのか断定することはできない．
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7 L∞代数と二重場理論

2.2節で触れたように L∞代数は閉弦の場の理論の代数として導入された [36]．L∞は物理的な
場やゲージパラメータを含む次数 (degree)付きの空間 Xに対して次数−1の関数 bn : Xn → Xが
定義された代数である．閉弦の場の理論においては任意の場 B ∈ Xに対する b1の作用は BRST

演算子Qと対応しており
b1(B) = QB , (611)

と与えられる [36, 37]．
一方で，二重場理論に対しても L∞代数の構造があることが指摘された [38]．そのため，二重

場理論においても BRST演算子と類似の構造が存在することが期待され，研究が行われている．
二重場理論におけるL∞代数の研究は，閉包条件を含むCourant亜代数 (2.1.3節)上で議論がな

されている．しかし，本論文で導出した拘束条件のない二重場理論ではCourant亜代数からLeibniz

則を落とした計量亜代数を用いたため，本節では計量亜代数に対する L∞を構成する．
計量亜代数に対するL∞代数の研究は近年 [39]によって行われており，二重場理論に対するゲー

ジ代数が議論されている．しかし，この議論は不十分であり，本章で後に述べる L∞代数に含ま
れる運動方程式の構造が無視されている．
[39]において，運動方程式を理解できなかった理由は閉包条件がない上で標準的な二重場理論

を考えると作用のO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性が失われるためである．即ち，閉包条件がな
いためにO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性で消えるはずの物理的自由度が残り，物理的な場が上
手く定義できなる．
したがって，この問題は閉包条件がなくてもO(1, D−1)×O(D−1, 1)不変な本論文の二重場理

論を用いれば解決する．そこで本章では閉包条件のない二重場理論において L∞代数を構成する．

7.1 L∞代数と古典論

本節では二重場理論に L∞を適用する準備として L∞代数と古典的な場の理論の対応の一般論
について述べる．L∞代数の記法は 2.2節と同じものを用いる．
次数 0の場Ψを考える．Ψの空間をXと書く．このΨを用いて変形した括弧 [· · · ]′∞を (52)と

同様に定義する．

[B1, · · · , Bn]
′
∞ =

∞∑
p=0

[B1, · · · , Bn,Ψ
p]∞ . (612)

このΨに対するゲージ変換，運動方程式，作用を L∞代数によって構成することができる．

ゲージ変換 ゲージパラメータ ξ, ξiを次数 1の場として導入する．場Ψに対するゲージ変換を

δξΨ = [ξ]′∞ = [ξ]∞ + [ξ,Ψ]∞ +
1

2
[ξ,Ψ2]∞ + · · · , (613)

と定義する．このとき，ゲージ代数を計算すれば

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)Ψ = δ[ξ1,ξ2]′∞Ψ+ [ξ1, ξ2, [ · ]′∞]′∞ , (614)

と与えられる．
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運動方程式 Ψの運動方程式をゲージ変換に “共変”な組み合わせとして導入する．ここで言う “

共変”とは運動方程式のゲージ変換がゲージ変数と運動方程式自身の定数倍に線形であるという意
味である．運動方程式 F として次を定義する．

F(Ψ) = [ · ]′∞ = b0 + [Ψ]∞ +
1

2!
[Ψ2]∞ + · · · . (615)

この運動方程式のゲージ変換は

δξF = [δξΨ]′∞ = [ξ,F ]′∞ , (616)

となるから，実際に運動方程式が共変であることが従う．

L∞代数上の内積と作用 L∞代数上に次のような内積 ⟨ , ⟩∞ : X2 → Xが存在することを仮定す
る．任意の元B,Bi ∈ Xに対して

⟨B1, B2⟩∞ = (−1)(B1+1)(B2+1) ⟨B2, B1⟩∞ ,

⟨B, [B1, · · · , Bn]∞⟩∞ = (−1)BB1 ⟨B1, [B,B2, · · · , Bn]∞⟩∞ , (617)

を満たす．このとき，このとき，運動方程式F(615)に対応する作用 S∞を定義することができる．

S∞ =
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
⟨Ψ, [Ψn]∞⟩∞ . (618)

この作用の変分を取れば

δS∞ =
∞∑
n=0

1

n!
⟨δΨ, [Ψn]∞⟩∞ = ⟨δΨ,F⟩∞ . (619)

となって運動方程式が得られることが分かる．さらにこの作用はゲージ変換 (613) で不変である．
実際に作用のゲージ変換をすれば，

δξS∞ = ⟨δξΨ,F⟩∞ = ⟨[ξ]′∞, [ · ]′∞⟩∞ = −⟨ξ, [[ · ]′∞]′∞⟩ = 0 , (620)

となってゲージ不変であることが確かめられた．
以上の議論より L∞代数上の古典論をまとめる．
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L∞代数上の古典論� �
L∞代数上の古典論は以下で構成される．

• 次数 0の場Ψ．

• ゲージ変換
δξΨ = [ξ]′∞ . (621)

• ゲージ代数
(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)Ψ = δ[ξ1,ξ2]′∞Ψ+ [ξ1, ξ2,F ]′∞ . (622)

• 運動方程式
F(Ψ) = [ · ]′∞ . (623)

さらに，L∞が内積 ⟨ , ⟩∞(617)を持てば，作用が構成でき，その作用がゲージ不変であるこ
とが従う．

• 作用

S∞ =
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
⟨Ψ, [Ψn]∞⟩∞ . (624)

• 作用のゲージ不変性
δξS∞ = 0 . (625)� �

7.2 二重場理論における L∞代数

本節では二重場理論において L∞代数を構成する．
まず最初に二重場理論における場を確認する．二重場理論における物理的な自由度は一般化計

量HMN と一般化ディラトン dである．一般化計量は具体的に

UA
B =

(
e−T 0

−eB e

)
, (626)

を用いて
HMN = Ē−1

M
AU−1

A
A′
HA′B′U−TB′

BĒ
−TB

N , (627)

と書くことができる．ĒA
N は物理的な自由度を持たないから結局 H̄AB = U−1

A
A′
HA′B′U−TB′

Bが
一般化計量の物理的自由度を持つ．

H̄AB = U−1
A

A′
HA′B′U−TB′

B

=

(
G−1 −G−1B

BG−1 G−BG−1B

)
. (628)

よって，以下では物理的な場として H̄AB, dをとる．
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二重場理論のゲージ代数 次にゲージ変換 δξ のゲージ代数を求める．(423)で与えたように二重
場理論ゲージ変換 δξ は

δξEA = [ξ, EA] = {{/D, ξ}, EA} ,

δξd = −1

2
(∂A − FA)ξ

A , (629)

で定義される．
これを用いて，一般化多脚場に作用した際のゲージ代数を求める．

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)EA =
1

2
(δξ2δξ1EA − δξ1δξ2EA)−

1

2
(δξ1δξ2EA − δξ2δξ1EA)

= −1

2
{{{/D2

, ξ1}, ξ2}, EA}+
1

2
{{/D, {{/D, ξ1}, ξ2}}, EA}

+
1

2
{{{/D2

, ξ2}, ξ1}, EA} −
1

2
{{/D, {{/D, ξ2}, ξ1}}, EA}

= −1

2
{{{/D2

, ξ1}, ξ2}, EA}+ {{/D, [[ξ1, ξ2]]}, EA}

+
1

2
{{{/D2

, ξ2}, ξ1}, EA}

= −1

2
{{{/D2

, ξ1}, ξ2}, EA}+ δ[[ξ1,ξ2]]EA

+
1

2
{{{/D2

, ξ2}, ξ1}, EA} . (630)

ここで [[·, ·]]は計量亜代数の反対称化で定義されており

[[ξ1, ξ2]] =
1

2
([ξ1, ξ2]− [ξ2, ξ1]) , (631)

である．
以上の計算より一般化多脚場上のゲージ代数が

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)EA = δ[[ξ1,ξ2]]EA +Dξ1ξ2A
BEB , (632)

と得られる．ここでDξ1ξ2A
B は /D2に比例する関数で

Dξ1ξ2A
BEB = −1

2
{{{/D2

, ξ1}, ξ2}, EA}+
1

2
{{{/D2

, ξ2}, ξ1}, EA} , (633)

で定義される．UA
B の変換としては

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)UA
C = δ[[ξ1,ξ2]]UA

C +Dξ1ξ2A
BUB

C ,

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)U
−1

A
C = δ[[ξ1,ξ2]]U

−1
A
C + U−1

A
BDξ1ξ2B

C , (634)

となる．これを用いれば H̄AB 上のゲージ代数が

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)H̄AB = δ[[ξ1,ξ2]]H̄AB + U−1
A

A′
Dξ1ξ2A′A

′′
HA′′B′U−TB′

B

+U−1
A

A′
HA′B′′Dξ1ξ2B′B

′′
U−TB′

B , (635)

と得られる．
次に一般化ディラトン上のゲージ代数を考える．5.5節における一般化ディラトンのゲージ変換

の議論と同様に

(|0⟩ , g1K̂ |0⟩)A = c0

∫
dx
√
det ηe−2dg1 , (636)
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の両辺をゲージ変換することによって導出することができる．ここで g1は場によらない任意関数
である．まず，左辺のゲージ変換を考える．

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)(|0⟩ , g1K̂ |0⟩)A = ((δξ2δξ1 − δξ1δξ2) |0⟩ , g1K̂ |0⟩)A + (|0⟩ , g1(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)K̂ |0⟩)A
= ({{/D, ξ1}, {/D, ξ2}} |0⟩ , g1K̂ |0⟩)A + (|0⟩ , g1{{/D, ξ1}, {/D, ξ2}}K̂ |0⟩)A

=
(
({/D, [[ξ1, ξ2]]} −

1

2
{{/D2

, ξ1}, ξ2}+
1

2
{{/D2

, ξ2}, ξ1}) |0⟩ , g1K̂ |0⟩
)
A

+
(
|0⟩ , g1({/D, [[ξ1, ξ2]]} −

1

2
{{/D2

, ξ1}, ξ2}+
1

2
{{/D2

, ξ2}, ξ1})K̂ |0⟩
)
A

= δ[[ξ1,ξ2]](|0⟩ , g1K̂ |0⟩)A − ({{/D2
, ξ[1}, ξ2]} |0⟩ , g1K̂ |0⟩)A

−(|0⟩ , g1{{/D
2
, ξ[1}, ξ2]}K̂ |0⟩)A

= −2c0

∫
dx
√
det η(δ[[ξ1,ξ2]]d)e

−2dg1

−({{/D2
, ξ[1}, ξ2]} |0⟩ , g1K̂ |0⟩)A − (|0⟩ , g1{{/D

2
, ξ[1}, ξ2]}K̂ |0⟩)A .

(637)

一方で右辺のゲージ変換を行えば

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)c0

∫
dx
√
det ηe−2dg1 = −2c0

∫
dx
√
det η((δξ2δξ1 − δξ1δξ2)d)e

−2dg1 , (638)

を得る．以上で δξ のゲージ代数が定まった．

δξ のゲージ代数� �
δξ のゲージ代数は次で与えられる．

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)H̄AB = δ[[ξ1,ξ2]]H̄AB + U−1
A

A′
Dξ1ξ2A′A

′′
HA′′B′U−TB′

B

+U−1
A

A′
HA′B′′Dξ1ξ2B′B

′′
U−TB′

B , (639)

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)d = δ[[ξ1,ξ2]]d+Dξ1ξ2 . (640)

ここでDξ1ξ2A
BEB, Dξ1ξ2 は /D2に比例する関数で

Dξ1ξ2A
BEB = −1

2
{{{/D2

, ξ1}, ξ2}, EA}+
1

2
{{{/D2

, ξ2}, ξ1}, EA} ,

(641)

2c0

∫
dx
√

det ηe−2dg1Dξ1ξ2 = ({{/D2
, ξ[1}, ξ2]} |0⟩ , g1K̂ |0⟩)A

+(|0⟩ , g1{{/D
2
, ξ[1}, ξ2]}K̂ |0⟩)A , (642)

により定義される．g1は任意関数である．� �
L∞代数による運動方程式と摂動展開 L∞代数上で運動方程式を議論する．一般論としてL∞代
数における運動方程式は (615)で導入したように場のべき展開の形で書かれる．一方で二重場理
論では UA

B の逆行列などが含まれるため，そのままではべき展開することができない．
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そこで，H̄AB と dを以下のように摂動展開する．

Gab = sad(e
c)db , (643)

Bab = bab , (644)

d = d0 + d′ , (645)

ただし，cab, bab, d′は微小量である．以下ではこれらを場として抽象的にΨ = (cab, bab, d
′)と書く

ことにする．ゲージ変換は H̄AB, d
′のゲージ変換から決定することができる．

δξΨ =

∞∑
p=0

1

p!
(δξΨ)(p) , (646)

ここで (δξΨ)(p)は摂動の p次．これらの場に対して，運動方程式を書き下すことができる．実際
には

UA
B =

(
e−

1
2
s−1cT 0

−ecb e
1
2
cs−1

)
(647)

を運動方程式に代入すればよい．UA
B の決め方には任意性があるが，この自由度は作用を不変に

保つため，どのようにとっても系は不変である．運動方程式は

+−
Rab =

∞∑
p=1

1

p!

+−
R (p)

ab , (648)

R =

∞∑
p=1

1

p!
R(p) , (649)

と置く．R(p)
ab ,R

(p)は摂動の p次．

摂動上のゲージ代数 この摂動の場の上でゲージ代数を考える．もし，Dξ1ξ2A
B = Dξ1ξ2 = 0なら

ば，摂動の場の上で δξ2δξ1 − δξ1δξ2 − δ[[ξ1,ξ2]]が成立する．このことから摂動の場Ψ = (c, b, d′)に

対して {{/D2
, ξ1}, ξ2} = 0の時に消える関数 d

(p)
ξ1ξ2
を用いて

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2 − δ[[ξ1,ξ2]])Ψ =
∞∑
p=0

1

p!
d
(p)
ξ1ξ2

, (650)

と書くことができる．ここで d(p)は摂動の p次．

L∞の構成 ここまでで二重場理論にL∞を導入する準備ができた．L∞代数の定義される空間X
を与える．

X = X2 ⊕ X1 ⊕ X0 ⊕ X−1

= = = =

C∞(M) TM (摂動の場) {b0,運動方程式 }

∈ ∈ ∈ ∈

gi ξi cab, bab, d
′ b0,

+−
Rab,R

(651)

Xnの nは各空間の次数を表す．この上で L∞代数の関数 bnを定義する．まず，ゲージ変換，運
動方程式によって決定している部分を見る．二重場理論のゲージ変換 (646)は

δξΨ =

∞∑
p=0

1

p!
(δξΨ)(p) , (652)
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と書ける一方で L∞代数のゲージ変換 (621)では

δξΨ = [ξ]′∞ =

∞∑
p=0

1

p!
bp+1(ξ,Ψ

p) . (653)

よって，p ≥ 0について
bp+1(ξ,Ψ

p) = (δξΨ)(p) , (654)

と決定する．運動方程式に関しては二重場理論からは (648)(649)で決まっている．

+−
Rab =

∞∑
p=1

1

p!

+−
R (p)

ab , (655)

R =

∞∑
p=1

1

p!
R(p) . (656)

一方で L∞代数では (623)より

F(Ψ) = [ · ]′∞ = b0 +
∞∑
p=1

1

p!
bp(Ψ

p) , (657)

であるから bpは p ≥ 1に対して

bp(Ψ
p) =

+−
R (p)

ab ⊕R(p) (658)

である．
残りの bnは計量亜代数の代数構造が自然に含まれるように決定する．(622)と (650)を比較する．

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2)Ψ = δ[ξ1,ξ2]′∞Ψ+ [ξ1, ξ2,F ]′∞ . (659)

(δξ2δξ1 − δξ1δξ2 − δ[[ξ1,ξ2]])Ψ =
∞∑
p=0

1

p!
d
(p)
ξ1ξ2

. (660)

二重場理論の代数構造は，運動方程式に寄らずに決定している．そこで，

b2(ξ1, ξ2) = [[ξ1, ξ2]] , (661)

b2+p(ξ1, ξ2,Ψ
p) = 0 , (p ≥ 1) (662)

b3+p(ξ1, ξ2, b0,Ψ
p) = d

(p)
ξ1ξ2

, (p ≥ 0) (663)

b3+p(ξ1, ξ2, (
+−
Rab ⊕R),Ψp) = 0 , (p ≥ 0) (664)

と与えることにする．さらに，Dirac生成演算子を用いて

b1(g1) = {/D, g1} (665)

b2(ξ, g1) =
1

2
{{/D, g1}, ξ} (666)

b3(ξ1, ξ2, ξ3) = −1

2
{ξ[1, {{/D, ξ2}, ξ3]}} (667)

と決定する．さらに運動方程式のゲージ変換 (616)を思い出せば

δξF = [δξΨ]′∞ = [ξ,F ]′∞ , (668)
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であった．これより，二重場理論の運動方程式
+−
Rab ⊕Rの変換は

δξ(
+−
Rab ⊕R) = [ξ,

+−
Rab ⊕R]′∞ + [ξ, b0]

′
∞ , (669)

によって与えられる．このことから，

b2+p(ξ, b0,Ψ
p) , (p ≥ 0) (670)

は運動方程式のゲージ変換の共変性の破れを表す項である．
残りの bnがどのように決まるか見るために，次数に着目する．例えば，b2(g1, g2)は全体で次数

が 3になるため X上に存在できず，自明に 0になる．bn Bi ∈ Xに対して

degbn(B1, · · · , Bn) = −1 +
∑
i

deg(Bi) , (671)

であるから，bnの引数に X2,X1,X0を取る場合には

b1+p(g1,Ψ
p) , b1+p(ξ,Ψ

p) , b2+p(g1, ξ,Ψ
p) , b2+p(ξ1, ξ2,Ψ

p) , b3+p(ξ1, ξ2, ξ3,Ψ
p) , (p ≥ 0) ,

(672)

以外は全て 0になる．この中で，ここまでの議論に現れていない組み合わせを全て 0に置く．

b1+p(g1,Ψ
p) = 0 , (p ≥ 1) (673)

b2+p(ξ, g1,Ψ
p) = 0 , (p ≥ 1) (674)

b3+p(ξ1, ξ2, ξ3,Ψ
p) = 0 .(p ≥ 1) (675)

このとき，b0を含み，
+−
Rab,Rを含まない組み合わせは恒等式 (40)を用いて導出することができる．

恒等式によって b0が含まれる項を導出できることは，恒等式を具体的に書き下した (44)(45)(46)

(47)が b0を含まない項から b0を 1つ含む項を作る式と見なせば明らかである．

b2(b0, g1) = −(δ{ /D,g1}Ψ)(0) , (676)

b3(g1, g2, b0) = −1

2
{{/D2

, g1}, g2} −
1

2
{{/D2

, g2}, g1} , (677)

b3(b0, ξ, g1) = −{{/D2
, g1}, ξ} , (678)

b4(b0, ξ1, ξ2, ξ3) = −{{{/D2
, ξ[1}, ξ2}, ξ3]} , (679)

b4(b0, ξ1, ξ2, g1) = 0 , (680)

b5(b0, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = {{{{/D2
, ξ[1}, ξ2}, ξ3}, ξ4]} (681)

これらの関数は b2(b0, g1)を除き，/D2で構成されていることが見て取れる．
b2(b0, g1)に関しても，実は /D2に依存した項であることが示せる．そのために一般化多脚場と

一般化ディラトンのゲージ変換をゲージ変数 {/D, g1}によって実行することを考える．

δ{ /D,g1}EA = {{/D, {/D, g1}}, EA} = {{/D2
, g1}, EA} , (682)

δ{ /D,g1}c0

∫
dx
√
det ηe−2dg2 = ({/D, {/D, g1}} |0⟩ , g2K̂ |0⟩)A + (|0⟩ , g2{/D, {/D, g1}}K̂ |0⟩)A

= ({/D2
, g1} |0⟩ , g2K̂ |0⟩)A + (|0⟩ , g2{/D

2
, g1}K̂ |0⟩)A . (683)

このことから，{/D2
, g1} = 0ならば

b2(b0, g1) = −(δ{ /D,g1}Ψ)(0) = 0 (684)
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となる．故に b2(b0, g1)についても /D2から構成される項である．
したがって，(670) (663) (678)(679)(680) (681)(684)より次のことが分かる．

b0の役割� �
二重場理論のL∞代数について少なくとも

+−
Rab,Rを含まない部分に関しては，b0が運動方程

式の共変性の破れと /D2から作られる．� �
摂動を抽象的に計算できるのはここまでである．運動方程式の共変性の破れや

+−
Rab,Rを含む

L∞代数は運動方程式の具体的な形がなければ計算できない．そのため，さらに進んだ議論は今後
の研究課題である．
以上の議論より，本節では以下のことが結論される．

• 二重場理論を L∞に自然に埋め込むためには b0 ̸= 0が必要である．この結果は，計量亜代
数の L∞についての先行研究 [39]と整合的である．

• 先行研究 [39]では運動方程式の議論がなされていない．これは標準的な二重場理論の作用が
閉包条件がないと O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)不変性を持たないため物理的な自由度が定義
できず，摂動展開できないためである．本節では抽象的にではあるものの運動方程式が含ま
れる L∞代数の構成方法を述べた．

•
+−
Rab,Rを含まない部分に関しては，b0が運動方程式の共変性の破れと /D2から作られるこ
とを示した．運動方程式の共変性については具体的に摂動展開をしなければ，十分な理解が
できないが，このことは b0が /D2から構成できることを示唆している．

また，L∞代数には内積の構造 (617)がある．二重場理論においてこの内積を具体的に構成する
ことに成功していないが，今後の研究においてこの内積が構成できれば，自然に作用を導出でき
る可能性がある．
その際の運動方程式は

F = b0 +
+−
R ⊕R , (685)

となるから，b0 = 0のときに
+−
R ⊕R の作用がゲージ不変になることを示すことができるように

なる．このことは標準的な二重場理論が閉包条件を満たすときにゲージ不変になることと整合的
であるため，今後の研究で自然に L∞代数によって二重場理論が記述できることが期待される．
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8 二重場理論の作用:R-Rセクター

ここまでの議論はNS-NSセクターに対してのみに限って議論を行った．しかし，超重力理論の
ボゾンセクターには NS-NSセクターの他に R-Rセクターが存在する．故に，二重場理論に対し
てもR-Rセクターが存在することが期待される．
二重場理論におけるR-Rセクターの作用の構成は ηMN :定数である標準的な二重場理論に対し

ては既に行われている [53]．この作用は，強い拘束条件 (178)の下で構成されている．
一方，ηMN が定数でない場合にはWZW二重場理論の文脈で提案がなされている [25]．WZW

二重場理論においても強い拘束条件を下に構成されている．そのため，6章で行った T双対性の
議論を直接適用できない
そこで本章では，拘束条件のない R-Rセクターの作用をDirac生成演算子 (253)を用いて構成

する．

8.1 標準的な二重場理論におけるR-Rセクターの作用

標準的な二重場理論における R-Rセクターの作用は座標基底 ∂N 上で構成される．座標基底の
内積を用いて Cliffordバンドルの基底 ΓN を定義する．

{γM , γN} = 2ηMN =

(
0 δmn

δm
n 0

)
. (686)

Cliffordバンドルの表現空間としてスピノル空間を与える．スピノルの真空 |0(M)⟩は

γn |0(M)⟩ = 0 , ⟨0(M)|0(M)⟩ = 1 , (687)

で定義される．スピノル演算子A
(M)
+ ,K(M)として

A
(M)
+ γMA

(M)−1
+ = γ†M , (688)

K(M)γMK
(M)−1 = HM

NγN , (689)

を定義すれば，R-Rセクターの作用 SRR
sDFT は

SRR
sDFT =

1

8

∫
dX(γM∂Mχ

(M))†A
(M)
+ K(M)γN∂Nχ

(M) , (690)

によって与えられる．ここでO(D,D)スピノル場 χ(M)はR-Rセクターの場でMajorana Weylス
ピノルである．

B
(M)−1
+ χ(M)∗ = χ(M) , (691)

γ̄(M)χ = ∓χ . (692)

B
(M)
+ , γ̄(M)は

B
(M)
+ γMB

(M)−1
+ = γ∗M , (693)

{γ̄, γM} = 0 , (694)

γ̄† = γ̄ , (695)

γ̄ |0M ⟩ = |0(M)⟩ , (696)
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を満たす．ここで (692)の符号は−が IIA型，+が IIB型になる．また，自己双対条件として

K(M)γM∂Mχ = −γM∂Mχ , (697)

が課される．
この作用を成分表示する．

1√
2
e−

1
4
Bmnγmn

γM∂Mχ =

D∑
p=1

1√
2
p
p!
FRR
m1···mp

γm1···mp |0⟩ , (698)

と定義すれば，作用は

SRR
sDFT = −1

4

∫
dX
√
det g

D∑
p=1

1

p!
gm1n1 · · · gmpnpFRR

m1···mp
FRR
n1···np

, (699)

で与えられる．
この作用 SRR

sDFT から超重力理論を得るには，NS-NSセクターの議論と同様に半分の座標 x̄依存
性がないことを要請し，場を再定義すれば良いことが示されている [53]．

8.2 Dirac生成演算子を用いた作用

本節ではDirac生成演算子 (253)を用いて，拘束条件のない二重場理論の R-Rセクターを構成
する．二重場理論の作用にはNS-NSセクターと同様に次の 2つの性質があることを要請する．

二重場理論のR-Rセクターに対する要請� �
• 作用にO(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性がある．

• 座標基底におけるO(D,D)計量と構造係数 ϕ′LM
N が

ηMN =

(
0 δmn

δm
n 0

)
, ϕ′LM

N = 0 , (700)

ならば，標準的な二重場理論の作用 SRR
sDFT (690)に一致する．� �

今，二重場理論には通常の Dirac演算子によく似た演算子としてスピノル空間 S上に Dirac生
成演算子 (253)が定義されている．Dirac生成演算子は基底によらずに定義されているため，当然
O(1, D − 1)× O(D − 1, 1)不変である．そこで，スピノル χ ∈ SにDirac生成演算子を作用させ
て，内積を考えれば作用が得られることが期待される．二重場理論にはA-内積 (853)とAK-内積
(862)が存在するから作用の候補としては

(/Dχ, /Dχ)A , (/Dχ, /Dχ)AK , (701)

の 2つが存在する．前者は O(D,D)不変，後者は O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)不変である．もし，
O(D,D)不変な作用を採用すると一般化計量 HMN の変分がこの作用に寄与を与えない．即ち，
R-Rセクターに対して計量とB場の寄与が存在しないことになり，通常のR-Rセクターの性質と
異なる．そこで，本節ではAK-内積を使った後者を作用として採用する．
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二重場理論のR-Rセクターの作用� �
二重場理論のR-Rセクターの作用は

SRR
DFT = βRR(/Dχ, /Dχ)AK , (702)

で定義する．ここで βRRは定数．ただし，χはMajorana-Weylスピノルで自己双対条件を満
たす．即ち

B−1
+ χ∗ = χ , (703)

γ̄χ = ∓χ , (704)

K /Dχ = −/Dχ , (705)

を満たす．−が IIA型，+が IIB型である．� �
8.3 標準的な二重場理論のR-Rセクターへの簡約

本節では二重場理論のR-Rセクターの作用 (702)が，標準的な二重場理論の仮定

ηMN =

(
0 δmn

δm
n 0

)
, ϕ′LM

N = 0 , (706)

の下で二重場理論の作用に一致することを示す．
一般化多脚場EA

N は

EA
MηMNE

TN
B = ηAB =

(
0 δab

δa
b 0

)
, (707)

を満たすから，O(D,D)行列である．そのためO(D,D)行列OA
B として

OA
BEB

N = δA
N , (708)

を満たすものが存在する．このOA
B を用いて新たに基底 ĔAを定義する．

ĔA = OA
BEB = δA

M∂M . (709)

ĔAは ∂M の足を δA
M で読み替えただけであるが，スピノル表現を考える際に混乱を避けるため

に新しい基底として導入している．
また，EA

M の具体形 (197)を思い出せば

OA
B = O2A

CO1C
B , O2 =

(
δac 0

−o(2)ac δa
c

)
, O1 =

(
o(1)−T c

b 0

0 o(1)c
b

)
, (710)

と置くことができる．このO1, O2のスピノル表現を

SO1 = e−
1
2
λ1

a
bγa

b , ((eλ
1
)a

b = o(1)a
b) , (711)

SO2 = e
1
4
o
(2)
ab γab

, (712)
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で定義する．この SO1 , SO2 は

SO1γAS
−1
O1

= O1A
BγB , SO2γAS

−1
O2

= O2A
BγB , (713)

を満たす．故にOA
B に対するスピノル表現 SOが与えられる．

SO = SO1SO2 , SOγAS
−1
O = OA

BγB . (714)

スピノル演算子によるDirac生成演算子� �
スピノル演算子 SOを用いれば

(edSO)
−1 /D(edSO) = γAδA

N∂N , (715)

となる．� �
以下その証明を与える．まず，共変微分の変換 OA

A′
S−1
O ∇EA′SO を考える．スカラー f1 に対

して

{OA
A′
S−1
O ∇EA′SO, γB} = OA

A′
S−1
O {∇EA′ , SOγBS

−1
O }SO

= OA
A′
S−1
O {∇EA′ , OB

B′
γB′}SO

= OA
A′
S−1
O (ρ(EA′)(OB

B′
)γB′ +OB

B′
WA′B′CγC)SO

= OA
A′
(ρ(EA′)(OB

B′
)O−1

B′C +OB
B′
WA′B′CO−1

C′C)γC

= W̆AB
CγC . (716)

{OA
A′
S−1
O ∇EA′SO, f1} = OA

A′
S−1
O {∇EA′ , f1}SO

= OA
A′
S−1
O ρ(EA′)(f1)SO

= ρ(ĔA)(f1) . (717)

よって，OA
A′
S−1
O ∇EA′SOのスカラー部分のみ求めればよい．そこで，一般に eΛABγAB

による共
変微分の変換 e−ΛABγAB∇EA

eΛABγAB
はスカラー部分を変えないことを示す．まず，微分演算子部

分は

e−ΛABγAB
∂EC

eΛA′B′γA′B′
= ∂EC

+ [−ΛA1B1γ
A1B1 , ∂EC

]

+
1

2
[−ΛA2B2γ

A2B2 , [ΛA1B1γ
A1B1 , ∂EC

]] + · · ·

= ∂EC
+ ρ(EC)(ΛA1B1)γ

A1B1

+
1

2
[−ΛA2B2γ

A2B2 , ρ(EC)(ΛA1B1)γ
A1B1 ] + · · · ,

(718)

と変換する．また，2つの γAB の括弧を計算してみれば

{γAB, γCD} = −4ηA[C|γB|D] + 4ηB[C|γA|D] , (719)

となって，常に γABの形で閉じることが分かる．したがって，∇EA
= ∂A − 1

4WABCγ
BC を SOで

変換をしてもスカラー部分は現れない．以上の結果より

OA
A′
S−1
O ∇EA′SO = ∂ĔA

− W̆ABCγ
BC , (720)
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が従う．これを用いてDirac生成演算子の変換を求めることができる．

S−1
O
/DSO = S−1

O

1

2
γA∇EA

SO

=
1

2
γDOD

AS−1
O ∇EA

SO

=
1

2
γD(∂ĔD

− W̆DBCγ
BC)

=
1

2
γD∂ĔD

− 1

24
F̆DBCγ

DBC − 1

4
γBF̆B . (721)

ここに現れた F̆ABC , F̆Aは FLMN = 0, FM = 2ρ(EM )(d)であることと ĔA
M = OA

BEA
M = δA

M

を用いれば容易に導出でき，
F̆ABC = 0 , F̆A = 2ρ(ĔA)(d) , (722)

と得られる．以上より，Dirac生成演算子のスピノル演算子による変換は

S−1
O
/DSO =

1

2
γAδA

M∂M − 1

2
γAδA

Mρ(EM )(d) , (723)

と求められる．最後にディラトンの寄与を取り除くために edで挟めば

(edSO)
−1 /D(edSO) = γAδA

N∂N , (724)

が得られる．以上で (715)が証明された．
次に (715)を用いて作用を変形する．

/D0 := (edSO)
−1 /D(edSO) = γAδA

N∂N , (725)

と置く．

SRR
DFT = βRR(/Dχ, /Dχ)AK

= βRR(/Dχ)†Â+K̂ /Dχ
= βRR((e

dSO)/D0(e
dSO)

−1χ)†Â+K̂(edSO)/D0(e
dSO)

−1χ

= βRR(SO2
/D0χ̆)

†edS†
O1
Â+K̂(edSO1SO2)/D0χ̆

= βRR(SO2
/D0χ̆)

†e2dÂ+S
−1
O1
K̂SO1(SO2

/D0χ̆) . (726)

ただし，χ̆ = (edSO)
−1χとおいた．

この作用を標準的な二重場理論 (699)と比較するために，成分表示を与える．

√
2SO2

/D0χ̆ =
D∑
p=1

1√
2
p
p!
F̆RR
a1···apγ

a1···ap |0⟩ . (727)

このように取ったのは (698)と非常に良い対応があるからである．

√
2SO2

/D0χ̆ =
1√
2
e−

1
4
Bmnδma δnb γ

ab
γAδA

M∂M χ̆ . (728)
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さて，作用 SRR
DFT を成分表示する．

SRR
DFT = βRR(SO2

/D0χ̆)
†e2dÂ+S

−1
O1
K̂SO1(SO2

/D0χ̆)

=
1

2
βRR

( D∑
p=1

1√
2
p
p!
F̆RR
a1···apγ

a1···ap |0⟩
)†
e2dÂ+S

−1
O1
K̂SO1

( D∑
q=1

1√
2
q
q!
F̆RR
b1···bqγ

b1···bq |0⟩
)

=
1

2
βRR

D∑
p,q=1

1
√
2
p+q

p!q!
F̆RR
a1···apF̆

RR
b1···bq ⟨0| e

2dγa1···ap†Â+S
−1
O1
K̂SO1γ

b1···bq |0⟩

=
1

2
βRR

D∑
p,q=1

1
√
2
p+q

p!q!
F̆RR
a1···apF̆

RR
b1···bq ⟨0| e

2dÂ+γ
ap···a1S−1

O1
K̂SO1γ

b1···bq |0⟩

=
1

2
βRR

D∑
p,q=1

1
√
2
p+q

p!q!
F̆RR
a1···apF̆

RR
b1···bq ⟨0| e

2dÂ+S
−1
O1
K̂SO1γcp···c1g

c1a1 · · · gcpapγb1···bq |0⟩

=
1

2
βRR

D∑
p=1

1

p!
F̆RR
a1···apF̆

RR
c1···cpg

c1a1 · · · gcpap ⟨0|S†
O1
e2dÂ+K̂SO1 |0⟩

=
1

2
βRR

D∑
p=1

1

p!
F̆RR
a1···apF̆

RR
c1···cpg

c1a1 · · · gcpap
√
|det gmn|e2d ⟨0| Â+K̂ |0⟩

=
1

2
βRRc0

∫
dX
√

det ηe−2d
D∑
p=1

1

p!
F̆RR
a1···apF̆

RR
c1···cpg

c1a1 · · · gcpap
√
| det gmn|e2d

=
1

2
βRRc0

∫
dX
√

| det gmn|
D∑
p=1

1

p!
F̆RR
a1···apF̆

RR
c1···cpg

c1a1 · · · gcpap . (729)

ここで gabは
gab = gmnδamδ

b
n , (730)

で定義される．また，

SO1 |0⟩ = | det gmn|
1
4 |0⟩ , (731)

以上の結果より作用は βRR = 1
2c1
に選べば

SRR
DFT = −1

4

∫
dX
√
|det gmn|

D∑
p=1

1

p!
F̆RR
m1···mp

F̆RR
n1···np

gm1n1 · · · gmpnp , (732)

で与えられる．ここで F̆RR
m1···mp

= F̆RR
a1···apδ

a1
m1

· · · δapmp で定義される．また，F̆
RR
a1···ap は

1√
2
e−

1
4
Bmnδma δnb γ

ab
γAδA

M∂M χ̆ =

D∑
p=1

1√
2
p
p!
F̆RR
a1···apγ

a1···ap |0⟩ , (733)

で与えられる．したがって，γAδAM ↔ γM と対応付ければこの作用は標準的な二重場理論のR-R

セクター (698)(699) と完全に一致する．故に，R-Rセクターの作用 (702)は標準的な二重場理論
のR-Rセクターを含む．

125



この議論から βRRが決定した．

定数 βRRの決定� �
二重場理論のR-Rセクターとして導入した作用 (702)は定数 βRRを

βRR = − 1

2c0
, (734)

と決定すれば，標準的な二重場理論におけるR-Rセクターの作用 (699) を含む．� �
以上より，二重場理論のR-Rセクターの構成ができた．

SRR
DFT = − 1

2c0
(/Dχ, /Dχ)AK = − 1

2c0
(/Dχ)†Â+K̂ /Dχ . (735)

この作用は標準的な二重場理論のR-Rセクターへ簡約することができる．標準的な二重場理論に
ついては超重力理論に簡約できることが示されているため [53]，ここで導入した R-Rセクターの
作用 SRR

DFT は超重力理論に簡約可能である．

8.4 R-RセクターにおけるO(1, 9)×O(9, 1)不変性

本節では NS-NSセクターに存在した局所ローレンツ不変性である O(1, 9) × O(9, 1)不変性を
R-Rセクターの作用 SRR

DFT (735)において議論する．その結果，O(1, 9)×O(9, 1)のうち時間部分
の交換 γ0 ⇒ ±γ0を伴う連結成分に対しては作用が符号を変えてしまい，不変に保たれないこと
が確認できる．
まず，O(1, 9) × O(9, 1)変換を議論しやすくするために O(1, 9), O(9, 1)で独立に回転する基底

Γ̂A = (Γ̂a, Γ̂a)を用いる． (
Γ̂a

Γ̂a

)
=

1√
2

(
δab sab

−sab δa
b

)(
γa

γa

)
. (736)

付録Bにおけるスピノル表現の構成も同じ基底を用いている．この基底上の一般のO(1, 9)×O(9, 1)

変換は

Γ̂A =

(
aab 0

0 da
b

)
A
BΓ̂B , (as−1aT = s−1, dsdT = s) , (737)

で与えられる．
O(1, 9)×O(9, 1)のうち単位元近傍の変換は

Γ̂′
A = exp(Λη−1)A

BΓ̂B , (ΛAB + ΛBA = 0,ΛA
CHCB +HA

CΛT
CB = 0) , (738)

と書くことができる．この変換のスピノル表現は S
(±)
Λ の 2つ存在して

S
(±)
Λ = ± exp(−1

4
ΛABΓ̂

AB) , (739)

S
(±)
Λ Γ̂AS

(±)
Λ

−1 = exp(Λη−1)A
BΓ̂B , (740)

で与えられる．
単位元近傍のO(1, 9)×O(9, 1)のスピノル表現 S

(±)
Λ を用いてR-Rセクターを

/Dχ→ S
(±)
Λ

/Dχ , (741)
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と変換した時に作用 SRR
DFT (735)は不変である．

(SRR
DFT )

′ = − 1

2c0
(S

(±)
Λ

/Dχ)†Â+K̂S
(±)
Λ

/Dχ

= − 1

2c0

(
± exp(−1

4
ΛABΓ̂

AB)/Dχ
)†
Â+K̂

(
± exp(−1

4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)/Dχ
)

= − 1

2c0
(/Dχ)† exp(−1

4
ΛABΓ̂

AB)†Â+K̂ exp(
1

4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)/Dχ

= − 1

2c0
(/Dχ)†Â+ exp(−1

4
ΛT
ABΓ̂

AB)K̂ exp(
1

4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)/Dχ

= − 1

2c0
(/Dχ)†Â+K̂ exp(−1

4
ΛT
ABH

A
A′′HB

B′′Γ̂A′′B′′
) exp(

1

4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)/Dχ

= − 1

2c0
(/Dχ)†Â+K̂ exp(−1

4
ΛA′′B′′Γ̂A′′B′′

) exp(
1

4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)/Dχ

= − 1

2c0
(/Dχ)†Â+K̂ /Dχ . (742)

したがって，O(1, 9) × O(9, 1)変換のうち，S(±)
Λ の積で書くことができる単位元に連結な成分に

よる変換では作用は不変である．
次に非連結成分に関して調べる．そのために離散変換

Γ̂A ⇒ −Γ̂A , (A : fix) (743)

を考える．今，Γ̂Aが 20個あるからこの離散変換も 20個定義できる．この変換をO(a), O(a)の 10

個ずつ各々以下のように定義する．

O(a)aC Γ̂C = −Γ̂a , (744)

O(a)
B
C Γ̂C = Γ̂B, (Γ̂B ̸= Γ̂a) , (745)

O(a)a
C Γ̂C = −Γ̂a , (746)

O(a)B
C Γ̂C = Γ̂B , (Γ̂B ̸= Γ̂a) . (747)
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これらの変換のマヨラナ表現 S
(±)

O(a) , S
(±)
O(a)
は以下で与えることができる．

S
(±)

O(0) = ±σ2 ⊗ σ⊗9
3 (748)

S
(±)

O(1) = ±iσ1 ⊗ σ⊗9
3 (749)

S
(±)

O(2) = ±i1⊗ σ2 ⊗ σ⊗8
3 (750)

S
(±)

O(3) = ±i1⊗ σ1 ⊗ σ⊗8
3 (751)

S
(±)

O(4) = ±i1⊗2 ⊗ σ2 ⊗ σ⊗7
3 (752)

S
(±)

O(5) = ±i1⊗2 ⊗ σ1 ⊗ σ⊗7
3 (753)

S
(±)

O(6) = ±i1⊗3 ⊗ σ2 ⊗ σ⊗6
3 (754)

S
(±)

O(7) = ±i1⊗3 ⊗ σ1 ⊗ σ⊗6
3 (755)

S
(±)

O(8) = ±i1⊗4 ⊗ σ2 ⊗ σ⊗5
3 (756)

S
(±)

O(9) = ±i1⊗4 ⊗ σ1 ⊗ σ⊗5
3 (757)

S
(±)
O(0)

= ±i1⊗5 ⊗ σ2 ⊗ σ⊗4
3 (758)

S
(±)
O(1)

= ±1⊗5 ⊗ σ1 ⊗ σ⊗4
3 (759)

S
(±)
O(2)

= ±1⊗6 ⊗ σ2 ⊗ σ⊗4
3 (760)

S
(±)
O(3)

= ±1⊗6 ⊗ σ1 ⊗ σ⊗3
3 (761)

S
(±)
O(4)

= ±1⊗7 ⊗ σ2 ⊗ σ⊗2
3 (762)

S
(±)
O(5)

= ±1⊗7 ⊗ σ1 ⊗ σ⊗2
3 (763)

S
(±)
O(6)

= ±1⊗8 ⊗ σ2 ⊗ σ3 (764)

S
(±)
O(7)

= ±1⊗8 ⊗ σ1 ⊗ σ3 (765)

S
(±)
O(8)

= ±1⊗9 ⊗ σ2 (766)

S
(±)
O(9)

= ±1⊗9 ⊗ σ1 (767)

これらの演算子による変換は以下を満たす．

S
(±)

O(0)
†Â+K̂S

(±)

O(0) = −Â+K̂ (768)

S
(±)

O(n)
†Â+K̂S

(±)

O(n) = Â+K̂ , (n ̸= 0) , (769)

S
(±)
O(0)

†Â+K̂S
(±)
O(0)

= −Â+K̂ (770)

S
(±)
O(n)

†Â+K̂S
(±)
O(n)

= Â+K̂ , (n ̸= 0) . (771)

(772)

したがって，ここで考えた 20個の離散変換のうちO(0), O(0)に対応する 2つの変換

/Dχ→ S
(±)

O(0)
/Dχ , /Dχ→ S

(±)
O(0)

/Dχ , (773)

によって作用の符号が SRR
DFT → −SRR

DFT と変わる．O(1, 9), O(9, 1)は各々O(0), O(0)によって異な
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る連結成分に移る5．したがって，O(1, 9) × O(9, 1)のうち O(0), O(0)を含まない連結成分，また
はO(0), O(0)の両方を含む連結成分でのみ作用は不変である．
ただし，R-Rセクターの解は自己双対条件が課されることを考慮すれば運動方程式の解 /Dχ =

Fsol が得られたときに任意の C ∈ O(1, 9) × O(9, 1) に対してそのスピノル表現 S
(±)
C を用いて

/Dχ = S
(±)
C Fsolも解になる．以下では (i)CがO(0)を含む場合，(ii)CがO(0)を含む場合の 2つに

分けて議論する．

(i)C がO(0)を含む場合

SC はO(0), O(0)の両方を含む連結成分 C ′ を用いて

SC = SC′S
(+)
O(0)

, (774)

と分解できる．一方で，K̂ は SO(n)
を用いて

K̂ = −S(+)
O(9)

S
(+)
O(8)

· · ·S(+)
O(0)

, (775)

と書くことができる．これを使えば

SCFsol = SC′SO(0)
Fsol

= −SC′S
(+)
O(1)

−1S
(+)
O(2)

−1 · · ·S(+)
O(9)

−1K̂Fsol

= SC′S
(+)
O(1)

−1S
(+)
O(2)

−1 · · ·S(+)
O(9)

−1Fsol , (776)

上の作用の対称性についての議論によって /Dχ → SC′S
(+)
O(1)

−1S
(+)
O(2)

−1 · · ·S(+)
O(9)

−1 /Dχの変換によっ
て作用は不変であるから /Dχ = SCFsolは運動方程式の解になる．

(ii)C がO(0)を含む場合

SC はO(0), O(0)を含まない連結成分 C ′ を用いて

SC = SC′S
(+)
O(0)

, (777)

と分解できる．以降は (i)の場合と全く同様に

SCFsol = SC′SO(0)
Fsol

= −SC′S
(+)
O(1)

−1S
(+)
O(2)

−1 · · ·S(+)
O(9)

−1K̂Fsol

= −SC′S
(+)
O(1)

−1S
(+)
O(2)

−1 · · ·S(+)
O(9)

−1Fsol , (778)

と書くことができることから，SCFsolは運動方程式の解になる．
自己双対条件に関しては C によって符号が変わる可能性がある．

K̂SCFsol = ±SCFsol , (779)

となる．ただし，元々K̂ の符号には任意性があるから重要な違いではない．
5 ローレンツ群 O(1, 3)と対応付ければ O(0), O(0) はそれぞれ時間反転に対応する変換である．
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最後に本節の結果をまとめる．

R-RセクターのO(1, 9)×O(9, 1)変換に関して� �
• R-Rセクターの作用 (735)は C ∈ O(1, 9)×O(9, 1)によるR-Rセクターの変換

/Dχ→ SC /Dχ (780)

のうち，C が O(0), O(0)を含まない連結成分，または O(0), O(0)の両方を含む連結成分
に属する場合のみ作用は不変である．特に，C ∈ O(1, 9)×O(9, 1)が単位元を含む連結
成分に属する場合は作用は不変である．

• R-Rセクターが /Dχ = Fsolを解に持つ時は一般の C ∈ O(1, 9)×O(9, 1)に対して

/Dχ = SCFsol , (781)

も解になる．� �
8.5 RRセクターにおけるPoisson-Lie T双対性

6章においてNS-NSセクターの非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性を二重場理論を
用いて導出した．本節では残りのボソン部分であるR-Rセクターに対して，本章で導入した作用
SRR
DFT (735) を用いて Poisson-Lie T双対性を導出する．

R-Rセクターの次元簡約 (1)

まず，座標XM = (x̄m, x
m)のうち xmの座標依存性を持つ作用を得ることを考える．(710)と

同様に Ôを定義する．

δA
M = Ô2A

CÔ1C
B

(
ê−T b

n 0

0 êb
n

)(
1nm 0

B̂nm 1n
m

)
. (782)

ここで ê, B̂は Poisson-Lie T双対性に現れる多脚場と B場で

ê−1sê−T + B̂ = L−1 1
1

G0+B0
+Π

L−T , (783)

である．Ô1, Ô2は多脚場からの寄与と B場からの寄与であり次の形をとる．

Ô2 =

(
δac 0

−ô(2)ac δa
c

)
, Ô1 =

(
ô(1)−T c

b 0

0 ô(1)c
b

)
. (784)

この Ô1のスピノル表現 SÔ1
と (575) (578)に現れるディラトン d̂ = d+ 1

2 log detR を用いてR-R

セクター F̂a1···ap を

F̂ =

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̂a1···apγ
a1···ap |0⟩ = e−d̂S−1

Ô1

/Dχ , (785)
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と与える．この F̂a1···ap を用いて，R-Rセクターの作用を与えれば，

SRR = βRR(/Dχ, /Dχ)AK

= βRR(e
d̂SÔ1

F̂ , ed̂SÔ1
F̂ )AK

= βRR(e
d̂SÔ1

1√
2n+1n!

F̂a1···anγ
a1···an |0⟩ , ed̂SÔ1

1√
2n+1n!

F̂b1···bnγ
b1···bn |0⟩)AK

= βRR(SÔ1
F̂a1···anγ

a1···an |0⟩ , e2d̂SÔ1

1

2n+1n!
F̂b1···bnγ

b1···bn |0⟩)AK

=
1

2
βRR(SÔ1

|0⟩ , SÔ1
|0⟩)AKe

2d̂Ĝa1b1 · · · ĜanbnF̂a1···anF̂b1···bn

=
1

2
βRR(|0⟩ , |0⟩)AK

√
det Ĝabe

2d̂Ĝa1b1 · · · ĜanbnF̂a1···anF̂b1···bn

=
1

2
βRRc0

∫
dX
√
det ηMNe

−2d

√
det Ĝabe

2d̂Ĝa1b1 · · · ĜanbnF̂a1···anF̂b1···bn

= −1

4

∫
dX detR−1 det L̄−1e−2d

√
det Ĝabe

2d̂Ĝa1b1 · · · ĜanbnF̂a1···anF̂b1···bn

= −1

4

∫
dX det L̄−1

√
det ĜabĜ

a1b1 · · · ĜanbnF̂a1···anF̂b1···bn , (786)

を得る．ここで
Ĝab = δma δ

n
b Ĝmn (787)

である．F̂a1···ap が xm依存性のみを持つ場合には x̄mが積分測度にしか寄与を持たず
∫
dx̄ det L̄−1

が分離する．この寄与はNS-NSセクターでも現れており，作用全体が
∫
dx̄ det L̄−1倍されるだけ

で運動方程式への寄与はない．また，
∫
dx̄ det L̄−1はNS-NSセクターにおいても現れていた係数

であり，即ち，NS-NSセクターとの相対係数も正しく得られる．
ここで 6章と同様に二重場理論上でのR-Rセクターの解が定数 F

(0)
a1···ap を用いて

/Dχ =

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F
(0)
a1···apγ

a1···ap |0⟩ =: F (0) , (788)

で与えられることを仮定する．ただし，F (0)は自己双対条件を満たす．

F (0) = −K̂F (0) . (789)

このとき，F̂a1···ap の解は

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̂a1···apγ
a1···ap |0⟩ = e−d̂S−1

Ô1
F (0) , (790)

によって与えられる．この表式はB場からの寄与が分離されていない．そこで，群の構造La
m,Πab

などを用いてこの表式を書き換えることを考える．Poisson-Lie T双対性における多脚場の議論
(455)より多脚場の解は以下で与えられる．

ÊA
N =

(
e−T
0 0

0 e

)(
1

B0 1

)(
1 Π

0 1

)(
L−T 0

0 L

)
, (791)

また，Ĉ = O(1, 9)×O(9, 1)を用いて 10次元の多脚場 êa
mとB場 B̂mnが顕わな形で書き変えれば

ÊA
N = Ĉ

(
ê−T 0

0 ê

)(
1

B̂ 1

)
, (792)
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を得る．この多脚場に対して ÔA
BÊB

N = δA
N を満たすように ÔA

B を次で与える．

Ô = ÔLÔΠÔ0 = Ô2Ô1Ĉ
−1 . (793)

ここで ÔL, ÔΠはそれぞれL,Πにより決定する部分であり，Ô0は e0, B0により決定する定数行列
である．対応するスピノル演算子は

SÔ = S0SΠSL = S−1

Ĉ
SÔ1

SÔ2
, (794)

と定義する．このスピノル演算子の関係を用いて F̂a1···ap の表式を B場の寄与 SÔ2
が顕わな形に

書き変える．

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̂a1···apγ
a1···ap |0⟩ = e−d̂S−1

Ô1
F (0)

= e−d̂SÔ2
S−1
L S−1

Π S−1
0 S−1

Ĉ
F (0) . (795)

Ĉ ∈ O(1, 9) × O(9, 1)であることを思い出せば，前節の議論から /Dχ = F (0)が解ならば， /Dχ =

SĈF
(0)も解である．したがって，F (0) → SĈF

(0)と書き換えても F̂a1···ap の解である．最終的に
F̂a1···an の解として

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̂a1···apγ
a1···ap |0⟩ = e−d̂SÔ2

S−1
L S−1

Π S−1
0 F (0) , (796)

を得る．

R-Rセクターの次元簡約 (2)

次に，双対座標 x̄mにのみ依存する作用を導出する．R-Rセクター F̌ a1···ap を

F̌ =
10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̌ a1···apγa1···apK̂ |0⟩ = e−ďS−1
Ǒ1
K̂ /Dχ , (797)

と与える．ここで Ǒ1は上の議論同様に

δA
M = Ǒ2A

CǑ1C
B

(
ěbn 0

0 ě−T
b
n

)(
1nm B̌nm

0 1n
m

)
, (798)
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で定義される．このとき作用は

SRR = βRR(/Dχ, /Dχ)AK

= −βRR(K̂ /Dχ, K̂ /Dχ)AK

= −βRR(e
ďSǑ1

F̌ , eďSǑ1
F̌ )AK

= −βRR(e
ďSǑ1

1√
2n+1n!

F̌ a1···anγa1···anK̂ |0⟩ , eďSǑ1

1√
2n+1n!

F̌ b1···bnγb1···bnK̂ |0⟩)AK

= −βRR(SǑ1
F̌ a1···anγa1···anK̂ |0⟩ , e2ďSǑ1

1

2n+1n!
F̌ b1···bnγb1···bnK̂ |0⟩)AK

= −1

2
βRR(SǑ1

K̂ |0⟩ , SǑ1
K̂ |0⟩)AKe

2ďǦa1b1 · · · ǦanbnF̌
a1···anF̌ b1···bn

= −1

2
βRR(K̂ |0⟩ , K̂ |0⟩)AK

√
det Ǧabe2ďǦa1b1 · · · ǦanbnF̌

a1···anF̌ b1···bn

=
1

2
βRRc0

∫
dX
√
det ηMNe

−2d
√
det Ǧabe2ďǦa1b1 · · · ǦanbnF̌

a1···anF̌ b1···bn

= −1

4

∫
dX detL−1 det R̄−1e−2d

√
det Ǧabe2ďǦa1b1 · · · ǦanbnF̌

a1···anF̌ b1···bn

= −1

4

∫
dX detL−1

√
det ǦabǦa1b1 · · · ǦanbnF̌

a1···anF̌ b1···bn , (799)

と与えられる．したがって，F̌ a1···ap が 10次元の作用に現れるR-Rセクターである．上の議論同
様に /Dχ = F (0)が解になる時，B場の寄与が顕わな表式に書き換える．

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̌ a1···apγa1···apK̂ |0⟩ = e−ďS−1
Ǒ1
K̂F (0)

= e−ďSǑ2
S−1
L̄
S−1
Π̄
S−1
0 S−1

Č
K̂F (0) . (800)

前節の議論より /Dχ = F (0)が解ならば /Dχ = K̂−1SČF
(0)も解である．故に結局

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̌ a1···apγa1···apK̂ |0⟩ = e−ďSǑ2
S−1
L̄
S−1
Π̄
S−1
0 F (0) , (801)

が解として得られる．

R-RセクターのPoisson-Lie T双対性

Drinfel’d Double D = G ▷◁ Ḡを考える．ただし，Ḡはユニモジュラーであるとする．このとき，
超重力理論のR-Rセクターの解 F̂a1···an が

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̂a1···apγ
a1···ap |0⟩ = e−d̂SÔ2

S−1
L S−1

Π S−1
0 F (0) , (802)

で与えられることを仮定する．また，自己双対条件から K̂F (0) = ±F (0)が成立している．このと
き，(583)と同様の議論を繰り返せば /Dχ = SĈF

(0)が二重場理論の解になる．自己双対条件を満
たす二重場理論の解はO(1, 9)×O(9, 1)変換をしても解になるから /Dχ = F (0)も解になる．さら
に Poisson-Lie T双対性に伴う座標変換 l(X) = ḡ(x̄)g(x), l(X(X ′)) = g(x′)ḡ(x̄′)を実行しても定
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数 F
(0)
a1···an は変換を受けないから /Dχ = F (0)は座標変換後も解になる．ただし，真空 |0⟩は座標変

換によって異なる真空になっており，

⟨0|Â+K̂|0⟩ = c0

∫
dX
√
det η(X)e−2d̂

⇒ ⟨0|Â+K̂|0⟩ = c0

∫
dX ′√det η(X ′)e−2ď

(803)

と変換を受けていることに注意．このとき，/Dχ = K̂−1SČF
(0) も同様に二重場理論の解になる．

最後に次元簡約を実行すれば，一般化超重力理論の解として

10∑
p=0

1√
2p+1p!

F̌ a1···apγa1···apK̂ |0⟩ = e−ďSǑ2
S−1
L̄
S−1
Π̄
S−1
0 F (0) , (804)

が得られる．この結果は [51]で提案されている表式と整合的である．
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9 結論

9.1 本研究による結果

本研究における結果をまとめる．主要な成果は次の 2つである．

• 二重場理論の計量 ηMN が一般の座標依存性を持つ場合に作用を構成することを可能にした．

• 非アーベル的T双対性と Poisson-Lie T双対性が二重場理論を用いて導出可能であることを
明らかにした．

以下ではこの 2つについてまとめる．

二重場理論の作用の構成に関して 従来の標準的な二重場理論においてはゲージ代数の閉包条件
を第一原理として作用の構成が行われており，それによって場に対しては非自明な拘束条件が課
されていた．それに対して本研究では局所ローレンツ不変性 (O(1, D − 1)×O(D − 1, 1)不変性)

を第一原理として採用し，ゲージ不変性やゲージ代数の閉包条件は課さなかった．その結果，作
用が射影された Lichnerowicz公式で導出可能であることを示した．標準的な二重場理論との重要
な相違点は次のとおりである．

1. 閉包条件を要請しないこと．

標準的な二重場理論では作用の外から手で閉包条件を課しており，拘束条件を生成す
る機構が作用に存在していない．加えて，閉包条件が非自明な拘束条件を与えるため
に，場が属する空間も十分に定義されていなかった．本研究においては閉包条件を要請
していないため，これらの問題が初めから存在しない．また，拘束条件が必要ないこと
は二重場理論上で座標変換を自由に行えることを意味しており，この性質によって二重
場理論を用いた非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性が可能となった．

2. 一般化ディラトンの導入方法の違い．

標準的な二重場理論では一般化ディラトンはウェイト付きのスカラーとしてゲージ変
換性や作用への寄与などを決定していた．一方で，本研究では発散の自由度 (もしくは
Dirac生成演算子に含まれる構造係数 FAの自由度)が一般化 Lichnerowics公式によっ
てスカラーで与えられることに着目し，このスカラーを一般化ディラトンと同定した．
この手法はディラトンの代数的な解釈を与えたことに加えて ηMN に座標依存性があっ
ても同様に実行することができることが利点である．

3. 作用の決定に関して．

本研究では，Dirac生成演算子の 2乗の構造を使って作用を定義するという仮定の
下で作用の自由度が 2つの定数 (β+, β−)しかないことを示し，その自由度を系統的に
扱った．この定数は超重力理論に簡約することを要請すれば，−β+ + β− = 8c−1

0 (c0 :

スピノルの規格化定数)まで決定される．さらに，WZW二重場理論を含むことを要請
すれば，±β± = −4c−1

0 と決定できた．

4. 計量 ηMN について．

標準的な二重場理論では ηMN が定数の場合にのみ構成されていた．また，ηMN が座
標依存性を持つ場合にはWZW二重場理論が提案されていたが，実際の構成は特殊な
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ηMN でのみ計算されており，一般の ηMN に拡張できる保証はなかった．これに対し
て，本研究では ηMN の具体的な形に依らない構成方法を行っており，ηMN が一般の関
数の場合にも作用を定義することができた．

このようにして構成された新たな二重場理論は ηMN が一般の関数の場合にも適用可能な作用を持
つ．これまで，一般の ηMN を系統的に扱った研究は存在せず，故に，本研究において初めて任意
の ηMN に対して作用を構成することができた．このような関数の ηMN を持つ二重場理論は次に
述べる非アーベル的 T双対性や Poisson-Lie T双対性で現れるため非常に重要な拡張である．

二重場理論を用いた非アーベル的T双対性とPoisson-Lie T双対性に関して 二重場理論を用
いた Poisson-Lie T双対性を試みた先行研究 [25]は閉包条件が座標変換によって T双対な理論に
変換されないため，Poisson-Lie T双対性が二重場理論の座標変換であると主張するには不完全で
あった (図 1)．そのため，先行研究 [25]の議論では Poisson-Lie T双対性で対応する 2つの背景場
に関して一方が超重力理論の解であったとしても他方が超重力理論の解になることが保証されて
いなかった．
一方，本研究で構成した二重場理論は閉包条件が課されていないため，非アーベル的 T双対性

やPoisson-Lie T双対性を二重場理論上の座標変換によって導出することができた．その結果，非
アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性について以下のことを示すことができた．

1. 非アーベル的 T双対性に関して

群 G上の背景場 (569) が超重力理論の解になるならば，(570)で書かれる背景場が一
般化超重力理論の解になることを示した．特に，群 Gがユニモジュラーならば (570)は
超重力理論の解になる．この 2つの背景場の対応は非アーベル的 T双対性で与えられ
ているものと同じ形であることが確認できたため，非アーベル的 T双対性が二重場理
論を用いて導出できたと言える．

2. Poisson-Lee T双対性に関して

Drinfel’d DoubleD = G ▷◁ Ḡ における Poisson-Lie T双対性で現れる 2つの背景場
(608)(609)を考える．このとき，Ḡ がユニモジュラーであれば (608)が超重力理論の
解になる時，(609)は一般化超重力理論の解になることを示した．特に Gもユニモジュ
ラーならば (609)は超重力理論の解になる．即ち，Poisson-Lie T双対性を二重場理論
を用いて導出することができた．

非アーベル的 T双対性に現れる群がユニモジュラーでない場合には経路積分の議論により超重力
理論の解が一般化超重力理論の解に移ることが先行研究 [48]によって示されている．この先行研
究の非アーベル的 T双対性に関する結果を本論文では二重場理論を用いて導出することに成功し
た．一方で，Poisson-Lie T双対性の場合には群がユニモジュラーでないときに超重力理論の解と
一般化超重力理論の解が対応する例がいくつか知られていただけで，一般的な証明がなかった．本
研究はPoisson-Lie T双対性で現れる 2つの群のうち一方のみがユニモジュラーでない場合に，超
重力理論の解から一般化超重力理論の解が構成可能であることを明らかにした．

9.2 議論と今後の展望

最後に議論と今後の展望を述べる．
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二重場理論の作用の決定に関して 本論文において，二重場理論の作用はO(1, D−1)×O(D−1, 1)

不変性を第一原理として構成した．しかし，この要請だけでは作用に任意定数 β+, β−が残り，超
重力理論を含むことを要請したとしても，一意に決定することができなかった．そこで本論文で
はWZW二重場理論が含まれることを要請して±β± = −4c−1

0 に決定した．一方で，非アーベル
的T双対性やPoisson-Lie T双対性の議論では β+ = 0, β− = 8c−1

0 と選んで議論を行った．T双対
性の議論は超重力理論の解から一般化超重力理論の解への対応を見るための道具でしかないもの
のWZW二重場理論と異なる作用を取る必要があることは不自然であるため，両者を統一的に理
解する手法が存在することが期待される．よって，β+, β−を決定するための要請の精査は今後の
課題である．

ユニモジュラーでない場合のPoisson-Lie T双対性に関して 本論文では Poisson-Lie T双対性
が持つDrinfel’d Double D = G ▷◁ Ḡ の部分群 Ḡがユニモジュラーでない場合に Poisson-Lie T双
対性を導出できた．しかし，G, Ḡ の両方がユニモジュラーでない場合には Poisson-Lie T双対性
が導出できなかった．この理由が二重場理論による導出の欠点なのか，そもそも G, Ḡの両方がユ
ニモジュラーでない場合には Poisson-Lie T双対性が存在しないのか判断することができていな
い．この状況は経路積分を使った方法などでも同様で，Poisson-Lie T双対性がユニモジュラーで
ない群を持つ場合にどのような理論の解同士が対応するのかを明確に示した論文はない．そのた
め，G, Ḡの両方がユニモジュラーでない場合の解析は今後の課題である．

L∞代数に関して L∞代数に二重場理論を埋め込む試みは運動方程式以外の部分に関しては完了
しており，bn(b0, ·) ∝ /D2の対応が 7.2節の計算によって示唆されている．一方で，L∞代数では
b0はゲージ代数の閉包条件や運動方程式のゲージ変換による共変性の破れを表している．そのた
め，/D2を用いて統一的にゲージ代数の閉包条件や運動方程式のゲージ変換による共変性を議論で
きるようになることが期待される．また，b0 = 0であるときL∞の関数 b1はBRST演算子に対応
することが知られており，b1(b1(·)) ∝ b2(b0, ·)より b0はBRST演算子が冪零 (nilpotent)であるこ
とを保証する．二重場理論では b0 ̸= 0であるからそのままBRST演算子を構成することは出来な
いが，冪零を破るように BRST演算子を拡張した類似の代数構造として記述できることが期待さ
れ，その様な代数の構築が今後の課題である．

R-Rセクターに関して Dirac生成演算子を用いて構成した二重場理論のR-Rセクターは標準的
な二重場理論を含むことを示した．しかし，一般の場合には多脚場 EA

N が O(D,D)行列になら
ないために同様の計算を行うことが困難である．したがって，運動方程式の解などを具体的に議
論するためにはR-Rセクターの解析が必要であり，今後の課題である．

二重場理論の問題点と現状に関して 本論文の初めに述べたように，二重場理論を用いて弦理論の
新たな余剰次元を提案するためには少なくとも次の 4つの問題点を解決しなければならなかった．

(1) 二重場理論の場が属する空間の定義が不十分であること．
標準的な二重場理論にはゲージ代数が閉じるための条件として閉包条件と呼ばれる拘束条件
が場に課されている．この閉包条件を課した後の場がどのような空間に属するかは明確に与
えられておらず，数学的に定義が不十分である．また，作用の中に拘束条件を生成するラグラ
ンジュ未定乗数などの機構が存在せず，作用の外から手で拘束条件を課している．そのため，
量子論を議論する際に場の配位を明確に定義できず，経路積分をどのような関数系にわたって
実行すべきか決定することができない．
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(2) 二重場理論に含まれる計量 ηMN が一般の座標依存性を持つ場合に構成できていないこと．
既存の二重場理論が持つ計量 ηMN は特殊な座標依存性を持つ場合にのみ構成されている．S1

よりも複雑な空間を結び付ける拡張された T双対性 (非アーベル的 T双対性，Poisson-Lie T

双対性)を二重場理論で議論する際には，異なる座標依存性を持つ ηMN を用いなくてはなら
ない．よって，ηMN がより一般の座標依存性を持つ二重場理論の構成が拡張されたT双対性
の議論には必要である．

(3) 20次元時空の幾何学である二重場理論から 10次元時空の幾何学を得る機構が明らかでないこ
と．
二重場理論は 20次元時空上の幾何学であるが，弦理論は 10次元時空上に存在する．そのた
め，弦理論と対応させるためには二重場理論の場から 10次元時空上の計量や反対称テンソル
場を得る必要がある．

(4) 二重場理論と量子論の関係が明らかでないこと．
二重場理論は古典的な議論にとどまっており，量子的な記述は成功していない．

これらの問題点のうち (1)(2)を受けて本論文の前半で述べた新たな二重場理論を構成した．その
結果，場に拘束条件がない二重場理論が構成可能であることを示し，(1)の問題点を回避した．場
に拘束条件がなくなったことによって，形式的には経路積分を全空間で定義できるようになった
が，このまま単純に量子論を議論しても 20次元時空上の理論であることからゴーストが消えない
等の問題が発生することが予想され，(4)の量子論との関係については解決には至っていない．ま
た，この新たな二重場理論の構成は計量 ηMN の座標依存性に関係なく行うことができ，(2)の問
題点を解決している．
本論文の後半で行った二重場理論を用いた非アーベル的 T双対性と Poisson-Lie T双対性の導

出は 20次元時空上の幾何学である二重場理論の解と 10次元時空上の幾何学である超重力理論や
一般化超重力理論の解の非自明な対応を与えている．そのため，今後 (3)の問題点である 20次元
時空上の場から 10次元時空上の場を得る機構に対して手がかりを与えることが期待される．
本論文の終わりに議論している閉弦の場の理論の代数である L∞代数と二重場理論の関係は最

後の問題点 (4)に対するアプローチの 1つである．閉弦の場の理論においては L∞代数が BRST

演算子を含むため，二重場理論においても BRST演算子に類似した演算子を定義し，量子論との
関係を与える手がかりになると期待される．
したがって，二重場理論が持つ 4つの問題点のうち (1)(2)は本論文で解決しており，(3)につい

ては非自明な例を与えた．最後の (4)については手がかりとなることが期待される代数構造を部分
的に構成した．問題点 (3)(4)に対するより進んだ研究は今後の課題である．
以上の問題が解決すれば，二重場理論が持つ巻き付き数に共役な双対座標の自由度を用いて新

たな構造を持った余剰次元を構成できることが予想される．標準的な二重場理論においては双対
座標の自由度を用いて余剰次元に T-foldのような新たな構造を導入することが試みられており，
超重力理論のコンパクト化からは得られない新たな余剰次元の構造が質量に寄与を持つことで弦
理論の質量のない粒子が新たに質量を獲得することが示唆されている [6, 14, 15, 16, 17]．本論文
内では触れていないが，ここでコンパクト化に用いられた手法は一般化 Scherk-Schwarz次元簡約
(Generalized Scherk-Schwarz reduction) と呼ばれるもので，超重力理論における捩じれたトーラ
ス (twisted torus)へのコンパクト化で用いられる Scherk-Schwarz次元簡約 [54] の一般化になっ
ている．二重場理論においてコンパクト化の方法を拡張できる理由は双対座標の自由度が増えて
いるためにその方向に捩じってコンパクト化することが可能になるためである．しかし，標準的
な二重場理論では拘束条件の存在によって弦理論との対応を議論することができず，弦理論の新
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たな余剰次元として提案するには至っていない．一方，問題点 (3)(4)が解決すれば，量子論との
関係が明らかな下で二重場理論から余剰次元を構成できるようになるため，弦理論の余剰次元の
新たな自由度を提案することが可能になると期待される．
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A 一般化された発散とラプラシアン

ここでは一般の線形空間 L上で定義される発散を定義する．

A.1 TM上の発散

まず，発散の性質を確認するために，接ベクトル空間 TMにおける通常の発散を与える．共変
微分∇TM(254)を用いた発散 div∇TM : TM → C∞(M)は V ∈ TMに対して

div∇TMV = ⟨∇TM
EA
V,EA⟩ , (805)

で定義される．成分で具体的に見てみれば

div∇TMV = (∂A −WB
BA)V

A (806)

と書くことができるから，実際に通常の発散と同じ形が得られることが分かる．この発散は f ∈
C∞(M)に対して

div∇TMfV = ρ(V )(f) + fdiv∇TMV , (807)

を満たす．ここで ρは anchor写像で ρ(V )(f) = V A∂Af である．そこで，この性質を一般の発散
div : TM → C∞(M)の定義として用いる．

divfV = ρ(V )(f) + fdivV . (808)

この発散 divと div∇の差は線形写像になる．

(div − div∇TM)fV = f(div − div∇TM)V . (809)

したがって，divはベクトル U ∈ TMを用いて

div = divU∇TM = div∇TM − ιU , (810)

と書くことができる.ここで ιU は内部積で

ιUV = ⟨U, V ⟩ , (811)

と定義される．

A.2 一般の線形空間 L上のラプラシアン

一般の線形空間 L上のラプラシアン∆Lを定義する．このとき用いる発散 div : TM ⊗ L → L

は前節の定義 (808)と同様に V ⊗ a ∈ TM⊗ Lに対して

div(fV ⊗ a) = ρ(V )(f)a+ fdiv(V ⊗ a) , (812)

と定義する．
TM⊗ L上の発散 div∇ : TM⊗ L→ Lを与える．

div∇ = ιEA∇TM⊗L
EA

. (813)
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ここで，∇TM⊗Lは L上の共変微分∇Lを用いて

∇TM⊗L(V ⊗ a) = (∇TMV )⊗ a+ V ⊗∇La , (814)

で定義される．また，W ∈ TMについて ιW は内部積で

ιW (V ⊗ a) = ⟨W,V ⟩ a , (815)

と定義される．この div∇は発散の公理 (812)を満たす．よって，一般の発散との差は

(div − div∇)(fV ⊗ a) = f(div − div∇)(V ⊗ a) , (816)

となって線形写像になる．故に一般の発散 divは前節同様に

div = divU∇ = div∇ − ιU , (817)

と与えることができる．
この発散 divを用いて一般の線形空間 L上のラプラシアン∆L : L→ Lを定義する．

∆L = div∇(E
A ⊗∇L

EA
)

= (∇L
EA −WB

BA − UA)∇L
EA

. (818)

ここでWABC はスピン接続で
∇TM

EA
EB =WAB

CEC , (819)

で定義される．

B スピノル表現

ここでは，具体的に SO(10, 10)のスピノル表現を与える．Clifford代数は

{γA, γB} = 2ηAB =

(
0 2δab

2δa
b 0

)
, (820)

によって与えていたが，ここでは対角化して

{Γ̂A, Γ̂B} = 2η̂AB =

(
2sab 0

0 −2sab

)
, (821)

を考える．Γ̂Aは (
Γ̂a

Γ̂a

)
=

1√
2

(
δab sab

−sab δa
b

)(
γa

γa

)
, (822)

によって定義される．この基底において一般化計量は変わらず

ĤAB =

(
sab 0

0 sab

)
, (823)

と与えられる．
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具体的な表現を Pauli行列

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
, (824)

を用いて以下で定義する．

Γ̂0 = iσ1 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂1 = σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂2 = σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂3 = σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂4 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂5 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂6 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂7 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗5

Γ̂8 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗5

Γ̂9 = σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗5

Γ̂0 = (σ3)
⊗5 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1

Γ̂1 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1⊗ 1

Γ̂2 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1

Γ̂3 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ 1⊗ 1

Γ̂4 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1⊗ 1

Γ̂5 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1⊗ 1

Γ̂6 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1 ⊗ 1

Γ̂7 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ2 ⊗ 1

Γ̂8 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ1

Γ̂9 = i(σ3)
⊗5 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ2 . (825)

部分代数 SO(1, 9), SO(9, 1)の Clifford代数をそれぞれ Γa, Γ̄aのようにハットなしで定義する．

Γ̂a = Γa ⊗ 1⊗5 , Γ̂a = (σ3)
⊗5 ⊗ Γa . (826)

この上で作用の構成に必要な行列を様々定義する．
まず，Γa,Γaのエルミート共役を生成するA+, Ā−を与える．

A+ = σ2 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 , (827)

Ā− = iσ2 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 ⊗ σ3 . (828)

A+, Ā−は共役変換を

A+Γ
aA−1

+ = Γa† ,

Ā−Γ̄aĀ
−1
− = −Γ̄†

a , (829)
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と生成する．この 2つのA+, Ā−を用いて Γ̂Aに作用する Â+を

Â+ = A+ ⊗ Ā− , (830)

で定義する．Â+は
Â+Γ̂AÂ

−1
+ = Γ†

A , (831)

を満たす．
次に Γa,Γaの複素共役を生成する行列B+, B̄+を与える．

B+ = σ3 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ,

B̄+ = 1⊗ σ2 ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ σ1 . (832)

これらは

B+Γ
aB−1

+ = Γa∗ ,

B̄+Γ̄aB̄
−1
+ = Γ̄∗

a , (833)

を満たす．Γ̂Aに作用する B̂+を
B̂+ = B+ ⊗ B̄+ , (834)

によって定義する．この B̂+は
B̂+Γ̂AB̂

−1
+ = Γ̂∗

A , (835)

を満たす．部分代数 γa, γ̄aのMajoranaスピノルの基底を

B−1
+ e∗α = eα , B̄

−1
+ e∗ᾱ = eᾱ , (836)

で与える．Γ̂A全体のMajorana基底は

B̂−1
+ e∗α̂ = eα̂ , (837)

を満たす．この基底は積状態で書ける．

eα̂ = eβ ⊗ eγ̄ . (838)

S上の任意のMajoranaスピノル φは実係数 φαを用いて

φ = φα̂eα̂ (839)

と書くことができる．
Γa, Γ̄a, Γ̂Aのそれぞれと反可換な Γχ, Γ̄χ, Γ̂χを

Γχ = σ⊗5
3

Γ̄χ = σ⊗5
3

Γ̄χ = Γχ ⊗ Γ̄χ (840)

により定義する．これらは

{Γχ,Γ
a} = 0

{Γ̄χ, Γ̄a} = 0

{Γ̂χ, Γ̂A} = 0 (841)
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を満たす．
最後に一般化計量 ĤAB のスピノル表現 K̂ を与える．

K̂ = 1⊗5 ⊗ σ⊗5
3 ,

K̂γ̂AK̂
−1 = γ̂BH

B
A . (842)

B.1 Majorana表現

ここでは上で導入した表現上でMajorana表現を構成した場合の性質を調べる．基底 eα̂に対し
て内積を Sα̂β̂ と置く．

Sα̂β̂ = e†α̂eβ̂ . (843)

この Sα̂β̂ の性質を調べる．

S∗
α̂β̂

= (e†α̂eβ̂)
∗

= e†
β̂
eα̂

= Sβ̂α̂ . (844)

基底のMajorana性を用いて

Sα̂β̂ = e†α̂eβ̂

= eTα̂B
T
+B

−1
+ e∗

β̂

= eTα̂e
∗
β̂

= e†
β̂
eα̂

= Sβ̂α̂ , (845)

を得る．よって，Sα̂β̂ は実対称行列である．スピノルの添え字 α, βの上げ下げは Sαβ を用いる．

Γ̂Aのスピノル添え字の表現を考える．Majorana表現の基底は Γ̂A
β̂
α̂で与えられる．

Γ̂Aeα̂ = Γ̂A
β̂
α̂eβ̂ . (846)

Γ̂Aα̂β̂ = e†α̂Γ̂Aeβ̂

= eTα̂B
T
+Γ̂AB

−1
+ e∗

β̂

= eTα̂ Γ̂
∗
Ae

∗
β̂

= (e†α̂Γ̂Aeβ̂)
∗

= Γ̂∗
Aα̂β̂ . (847)

よって，Γ̂A
β̂
α̂は実行列である．

Â+については

Â∗
+α̂β̂ = (e†α̂Â+eβ̂)

∗

= e†
β̂
Â†

+eα̂

= −e†
β̂
Â+eα̂

= −Â+β̂α̂ , (848)
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Â+α̂β̂ = e†α̂Â+eβ̂

= eTα̂B
T
+Â+B

−1
+ e∗

β̂

= −eTα̂Â+e
∗
β̂

= −e†
β̂
ÂT

+eα̂

= −e†
β̂
Â+eα̂

= −Â+β̂α̂ , (849)

と計算できる．故に Â+α̂β̂ は実反対称行列である．同様に K̂ については

K̂∗
α̂β̂ = (e†α̂K̂eβ̂)

∗

= e†
β̂
K̂†eα̂

= e†
β̂
K̂eα̂

= K̂β̂α̂ , (850)

K̂α̂β̂ = e†α̂K̂eβ̂

= eTα̂B
T
+K̂B

−1
+ e∗

β̂

= eTα̂K̂e
∗
β̂

= e†
β̂
K̂T eα̂

= e†
β̂
K̂eα̂

= K̂ β̂α̂ , (851)

と計算できる．故に K̂α̂β̂ は実対称行列である．

B.2 A-内積

O(D,D)変換はΛAB = −ΛBAを満たすΛA
Bを用いてEA 7→ EB(e

Λ)BAと書ける．この時，ス
ピノル φは

φ 7→ exp
(1
4
Λ̂ABΓ

AB
)
φ , (852)

と変換する．この時，O(D,D)変換によって不変な内積である A-内積 (·, ·)A を以下で定義する．
任意のスピノル φ1, φ2 に対して

(φ1, φ2)A = φ†
1Â+φ2 . (853)

A-内積は実際にO(D,D)変換に対して不変であることを示すことができる．

(φ1, φ2)A 7→
(
exp

(1
4
ΛABΓ̂

AB
)
φ1, exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

)
A

= φ†
1 exp

(1
4
ΛABΓ̂

AB
)†
Â+ exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

= φ†
1Â+ exp

(
− 1

4
ΛABΓ̂

AB
)
exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

= φ†
1Â+φ2

= (φ1, φ2)A . (854)

146



A-内積の重要な性質として

(φ1, Γ̂Aφ2)A = (Γ̂Aφ1, φ2)A , (855)

(φ1, Γ̂ABφ2)A = −(Γ̂ABφ1, φ2)A , (856)

(φ1, Γ̂Aφ2)A = −(Γ̂ABCφ1, φ2)A , (857)

があることに注意．
また，任意のMajoranaスピノル φ1, φ2のA-内積は

(φ1, φ2)A = φα̂
1 e

†
α̂Â+φ

β̂
2eβ̂ = φα̂

1 Â+α̂β̂φ
β̂
2 (858)

であって，φ1, φ2, A+α̂β̂ は全て実関数であるからMajoranaスピノル同士のA-内積は実になる．

(φ1, φ2)A ∈ R . (859)

B.3 AK-内積

O(D,D)不変な A-内積に対して O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)不変な AK-内積も同様に定義する
ことができる．
O(1, D− 1)×O(D− 1, 1)はΛAB = −ΛBAかつΛAB = P+

A
A′
P+
B

B′
ΛA′B′ +P−

A
A′
P−
B

B′
ΛA′B′ を

満たす.ここで P+
A

B は (315)で定義される射影演算子である．後者は書き換えると

ΛAB = HA
A′
HB

B′
ΛA′B′ , (860)

が従うことが分かる．この ΛAB を用いれば O(1, D − 1) × O(D − 1, 1) 変換は ΛA
B を用いて

EA 7→ EB(e
Λ)BAと書ける．この時，スピノル φは

φ 7→ exp
(1
4
Λ̂ABΓ

AB
)
φ , (861)

と変換する．この時，O(1, D − 1) × O(D − 1, 1)変換によって不変な内積である AK-内積 (·, ·)A
を以下で定義する．任意のスピノル φ1, φ2 に対して

(φ1, φ2)AK = φ†
1Â+K̂φ2 . (862)

AK-内積は実際にO(D,D)変換に対して不変であることを示すことができる．

(φ1, φ2)AK 7→
(
exp

(1
4
ΛABΓ̂

AB
)
φ1, exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

)
AK

= φ†
1 exp

(1
4
ΛABΓ̂

AB
)†
Â+K̂ exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

= φ†
1Â+ exp

(
− 1

4
ΛABΓ̂

AB
)
K̂ exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

= φ†
1Â+K̂ exp

(
− 1

4
ΛABΓ̂

CDHC
AHD

B
)
exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

= φ†
1Â+K̂ exp

(
− 1

4
ΛABΓ̂

AB
)
exp

(1
4
ΛA′B′Γ̂A′B′

)
φ2

= φ†
1Â+K̂φ2

= (φ1, φ2)AK . (863)
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また，任意のMajoranaスピノル φ1, φ2のAK-内積は

(φ1, φ2)AK = φα̂
1 e

†
α̂Â+K̂φ

β̂
2eβ̂ = φα̂

1 Â+α̂γ̂S
γ̂δ̂K̂δ̂β̂φ

β̂
2 (864)

であって，係数は全て実関数であるからMajoranaスピノル同士のAK-内積は実になる．

(φ1, φ2)AK ∈ R . (865)

B.4 真空

スピノル空間 Sの真空 |0⟩を与える．真空は次を満たす．

B̂−1
+ |0⟩∗ = |0⟩ ,
γa |0⟩ = 0 . (866)

C ユニモジュラーに関して

ユニモジュラーな群に関してその定義と性質を述べる．g−1tag = aa
b(g)tbにより定義される随

伴表現 aa
bの行列式 det aを計算する．det aはモジュラー関数と呼ばれ，左不変積分の右変換性

に現れる．det a = 1のとき，その代数はユニモジュラーと呼ばれ，左不変積分と右不変積分は適
当な規格化の下で一致する．
ここではまず，左不変積分と右不変積分がモジュラー関数で結ばれることを見る．左不変カレ

ント g−1dg = L−1
m

adxmta, (g ∈ G : Lie群)を用いて，群G上の任意関数 f(g) ∈ C∞(G)の左不
変積分 If は

If =

∫
dµ(g)f(g) =

∫
dx(detL(g))−1 , (867)

で与えられる．ここで dµ(g)は左不変測度である．この積分の左不変性を確かめる．g依存性のな
い g0 ∈ Gについて∫

dµ(g)f(g−1
0 g) =

∫
dµ(g0g

′)f(g′) =

∫
dµ(g′)f(g′) =

∫
dµ(g)f(g) , (g′ = g−1

0 g) . (868)

よって，この積分 If は左不変積分である．同様に If の右変換性を考える．∫
dµ(g)f(gg−1

0 ) =

∫
dµ(g′g0)f(g

′)

=

∫
dx(detL(g′g0))

−1f(g′)

= det a(g0)

∫
dx(detL(g′))−1f(g′)

= det a(g0)

∫
dx(detL(g))−1f(g) . (869)

ここで左不変カレントについて

L−1(g′g0)m
adxmta = (g′g0)

−1dg′g0

= g−1
0 g′−1dg′g0

= g−1
0 (L−1(g′)m

bdxmtb)g0

= L−1(g′)m
bdxmab

a(g0)ta , (870)
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より従う式
L−1(g′g0)m

a = L−1(g′)m
bab

a(g0) , (871)

を用いた．したがって，左不変積分は det a(g0) = 1のとき右不変である．
次に det a(g)の具体的な値を計算する．群の元 g ∈ Gは Lie群 gを用いて

g(x) = etaf
a(x) (872)

と書くことができる．fa(x)はxがGの座標と見なせるような適当な関数．この時，随伴表現aa
b(g)

は Baker-Campbell-Hausdorffの公式を用いて計算することができる．

aa
b(x)tb = g−1tag

= e−tbf
b(x)tae

−tcfc(x)

= ta + [−tb1f b1(x), ta] +
1

2
[−tb2f b2(x), [−tb1f b1(x), ta]] + · · ·

= ta + f b1(x)fab1
c1tc1 +

1

2
f b1(x)fab1

c1f b2(x)fc1b2
c2tc2 + · · ·

= e(f
·(x)f···)

a
btb (873)

ここで (f ·(x)f··
·)は行列で

(f ·(x)f··
·)a

b = f c(x)fac
b (874)

である．これより
aa

b(x) = e(f
·(x)f···)

a
b (875)

が得られる．最後に，行列式を計算すれば

det a = det e(f
·(x)f···)

= eTr(f
·(x)f···)

= ef
b(x)fab

a
(876)

を得る．故に，ユニモジュラーの時は構造定数に対して

fab
a = 0 (877)

が従う．
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