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平均化は数学において昔から行われてきた．例えば2と4の平均は3である，という単純なも

のを小学校で学習し，高校では相加・相乗平均という平均に関する関係を学習した．学校での学

習においてだけでなく，平均は実生活でも我々になじみのあるものである．いくつかある平均の

中でも特に幾何平均とも呼ばれる相乗平均に注目し，正値行列における幾何平均を考察するのが

本修士論文の第一のテーマである．

正値行列の定義は第1章で述べるが，正値行列全体の集合はコーン状の形を成しており，第4章

で定義される距離は直線ではなく，カーブを描く．そのため，3つの正値行列を頂点とする三角形

は平面のものとは違う形状だが，中線定理などの基本的な性質と似たものを持っことは興味深い．

また，正値行列の性質は多くのノルム不等式によって表される．

本論文では，幾何平均を考察するのに必要な基礎知識を第1章と第2章で紹介する（第1章や

第2章についての派生的な内容や証明等は【11や【2】を参照されたい）．第3章では，行列の平均が

持つべき性質について3．1節でまとめ，3．2節では2つの正値行列の幾何平均を導入する．3．3節

では正値行列に関する不等式についてまとめた．3．4節で正定借関数を導入し，3．5節ではそれを

利用して正値行列に関するノルム不等式を考察する．第4章では，まず4．1節で正値行列全体の集

合に距離を導入し，4．2節ではその距離空間としての性質をまとめた．4．3節では3つの正値行列

の幾何平均を定義する2つの方式を解説し，その違いや性質について明らかにする．4．4節では物

理学と関連のある不等式を紹介する．
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1．正値行列とノルム

1正値行列とノルム

1．1定義と基本性質

恥を乃×犯のエルミート行列全体，軋（∫）を固有値がすべて区間丁に含まれる乃×犯のエル

ミート行列全体とする・邦をヒルベルト空間，∠（γ）を村上の有界線形作用素全体，Mmをれ×犯

の複素行列全体とする．この論文では，ヒルベルト空間はすべて有限次元とする．

定義1・1任意の∬∈邦に対して，（諾，A可≧0のとき，Aは半正値であるという．任意の∬≠0

に対して，〈∬，A可＞0のとき，Aは正値であるという．それぞれA≧0，A＞0で表す．また，

A一月≧0，A－β＞0のとき，A≧β，A＞月と書く．

命題1．2

（1）A＞0と，A≧0かつAが可逆であることは同値．

（2）A≧0ならば，任意の行列月に対してβ＊Aβ≧0．

定義1．3ヒルベルト空間上の線形作用素のノルムを以下のように定義する．

‖A＝＝SllpllA副＝SupIIA拙
l回l＝1　　　　糎＝≦1

このノルムは以下の性質を持つ．

HA月日≦‖AⅢβ日，

‖A‖＝＝A＊侶

＝A＝＝l世AV11　世Vは任意のユニタリ行列）．

最後の性質は，ユニタリ不変性と呼ばれる．

定義1・4Mn上のノルム…・…が，すべてのユニタリ行列打，Vに対して，…A…＝…UAV…を

満たすとき，ノルム…・…をユニタリ不変ノルムという．

定義1・5m×氾行列A＝（α扇，β＝侮）に対して，Aoβ：＝（叫毎）と定義する．Aoβは

シューア積あるいはアダマール積と呼ばれる．

命題1・6A≧0のとき，任意の行列方に対して，…A。利l≦maxα畠＝利卜

命題1．7A＞0とし，月をエルミート行列とすると，ズ＊AXとズ＊βズが対角行列となるよう

な正則行列方が存在する．このとき，Aとβはズにより同時に対角化されるという．

命題1．84β≧0，A＞月のとき，Al／2＞β1／2．

命題1．9A＞0，月≧0のとき，ズAズ＝月を満たす解ズ≧0がただひとつ存在する．



1．正値行列とノルム

命題1．10Aを宮上の正値な作用素，方をヒルベルト空間差から邦への線形作用素とすると，

ズ＊Aズはに上の正値行列となる．また，方が可逆のとき，逆も成り立つ．

定義1．114月∈£（γ）とする．β＝ズ＊Aズとなるような宮上の正則作用素方が存在すると

き，Aは月と合同であるといい，A～βで表す．

定義1．124月∈£（告）とする．β＝打＊A打となるような宮上のユニタリ作用素打が存在する

とき，Aは月とユニタリ同値であるといい，Ao±月で表す．

1．2　ブロック行列

4月，C，β∈晩に対して，2×2ブロック行列

ヒヨ
‘∈M加を考え，その性質を見る．

定義1．13行列Aに対し，ユニタリ行列打と正値行列クを用いて表されるA＝UPをAの極分解と

呼ぶ・また，刷：＝P＝（A＊A）1／2と定義する・刷の固有値をAの特異値と呼び，β1（A），…，ぶれ（A）

で表す．

定義1・14行列Aに対し，β‥＝diag（項A），…，β示A））（ただし，項A）≧…≧β示A）≧0）と

ユニタリ行列打，Vを用いて表されるA＝打gVをAの特異値分解と呼ぶ．

命題1．15日41≦1と

エ‡1≧
≧0は同値．

証明　特異値分解を用いてA＝打gVとすると，

［
ニ

］A
 
J

J
　
が

［

よって，

J　　　打gV

V＊g打＊　　∫

］
0
　
叩

け
　
0

［
ニ

］

］n
J
 
T
J

r
J
　
ぐ
U

である．任意のた＝1，…，兜に対して

まり‖A＝≦1．■

命題1．16A，β＞0とする．このとき，

ズ＝Al／2gβ1／2となることは同値．

A　ズ

ズ＊　β

r）］

β1（A）
（D‥・◎

≧0となる必要十分条件は勘（A）≦1，つ

≧0と，I圃I≦1であるガが存在して
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証明　4月＞0とすると，
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「三言1
∬：＝A」／2ズβ－1／2とすると，命題1．15より，

5

≧0⇔目方‖≦1．これで，A，β＞0

のときは示せた．A，β≧0のときは以下のように考える二

A，β≧0に対して，任意のど＞0を用いると，A十g7，月＋EJ＞0．

ヒ‡1≧
≧0のとき，

［A芸∫β許臣］＋車］≧0
なので，ズ＝（A＋。）1／2垢（β＋打）かつl卜矧t≦1を満たす垢が存在する．‖0として範の

集積点ガをとるとズ＝Al／2打Al／2となる．逆は

A

Al／2gAl／2

からわかる．■

ニ
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2／l
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］20
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［］g
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副
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l

定理1．174月＞0とする．このとき，

証明　合同関係を考えると，

～

］ズ
　
β

A
　
㌘

］ズ
　
β

A
㍍

［］l
朋
J

r

一

八

U

A－ズβ－1ズ＊

0

［A‾誓‾1ズ＊；］

補題1．18A≧0と

］0
　
月

A　ズ

ズ＊　β
≧0と，A≧ズβ‾1ズ＊は同値．

7　　　0

－月－1ズ＊　J

が半正値行列となることは，A≧ズβ‾1ズ＊と同値．■

＞0は同値．
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証明　A＝ββ＊となる行列月が存在することは，A≧0であることの必要十分条件．A≧0の

とき
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系1．19任意のAに対して，

証明　極分解A＝打クを考えると，
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ここで，補題1．18を用いればよい．■
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2　Fr6chet微分

才を区間J上の微分可能な関数とする．固有値がすべて丁に含まれるA∈恥に対して，関数カ

ルキュラスJ（A）が定義できる・このとき，Aにおける導関数即（A）は‡弘から軋自身への線形

写像である・A＝∑木月がAのスペクトル分解のとき，導関数の公式は，任意のβ∈恥に対

して

即（A）（β）＝∑∑
l j

J仇）一才（入j）

入五一人j
彗βろ

となる・宜＝Jのとき，（1）の商はJ′仇）を意味する．

この公式は違う方法でも表せる．J問を以下のような∫×∫上の関数とする．

榊，〃）＝′（崇（〃）い≠虻のとき），
押（吊）＝J′（刃．

これはJの第一商差を呼ばれる．A∈軋（7日こ対して，押（A）をmxm行列

押（A）‥＝
J（木）一才（入ブ）

入五一人ブ

とする（入1，・‥，入れはAの固有値）．公式（1）は，Aを対角化する正規直交基底で表すと，

上げ（A）（β）＝押（A）0月

と書ける．ただし，○はAの固有ベクトルからなる正規直交基底に関してとる．

（1）

（2）

（3）

定理2．lJ∈Cl（J），A∈札の固有値がすべて丁に含まれるとき，すべてのガ∈恥に対して，

pJ（A）（叫＝押（A）○且

証明　A‥＝打A打＊（Aは対角行列，打はユニタリ行列）とする．

嘲岬（榊）昭Ⅳ））打＊

（4）

（5）

を示したい．

（5）の右辺をpJ（A）岬）とおく・任意のJ∈Cl（J）に対して，pJ（A）はⅡ‰上の線形写像であ

る．そして，

‡桝（A）（叫購＝伊1】（A）。世＊ガ明日2．

平均値の定理より，刑A）のすべての成分の絶対値は叢酎刑以下なので，

聞（A）（鞘2≦一花酎佃剛2・

（6）

（7）



2．Ft6chet微分

ガをA十方の固有値がすべて丁に含まれるようなェルミート行列とする・【α湖を【α凋⊂丁かつ

AとA十方の固有値がすべて【α，わ‖こ含まれるような閉区間とする・多項式関数の列（ん）を【α湖

上で一様にん→才，£→J′となるようにとる．工を，‡‰上のAからA十方への線分とする．こ

のとき，

りん（A＋ガ）一九（A十方）－（ん（A）一札（A））胞

≦目方‖2Suplpん（ズ）－ガム（ズ）胞

＝目方‖2SuplIかん（ズ）－pん（ズ）服．

亡を任意の正の実数とする．（7）より，自然数乃0が存在して，任意のm，れ≧犯。に対して，

SupHかん（ズトかん（対日2≦言，ズ∈£

日払（Aト即（A糀≦言・

が成立する・m→∞として，（8）と（9）より，

肌A十方ト榊）－（以A川上以A））胞≦…酬2・

目方‖2が十分小さいとき，ダrgcんef微分の定義より，

怖（A＋均一ん伸一勒（A）（利他≦；脚l2・

三角不等式より，

膵（A十方）一子（A）－pJ（A）（茸）胞

≦肌A＋均一榊）－（九四十研一以A））胞

十日ん（A十方）－ん（A）一刀ん（A）岬）胞十日pJ（A）－pん（A）岬）帖．

（10），（11），（12）より，十分小さい‖片目2に対して，

tげ（A十方）一子（A）－pJ（A）岬）服≦副斤目2・

よって，pJ（A）＝pJ（A）．■

（8）

（11）

（12）



3．行列平均

3　行列平均

3．1正数の平均

正数α，むに対して，様々な平均の取り方がある．

A（α，む）：＝

α＋み

2，

G（α，呵：＝J嘉，

ガ（α，わ）：＝
α－1＋わー1

）

－1

これらはそれぞれ，算術平均（相加平均），幾何平均、（相乗平均），調和平均と呼ばれる．また，

このような平均を一般に〟（α，あ）と表す・平均〟（α，み‖ま以下の性質を持つ．

（1）〟（α，み）＞0，

（2）αくわのとき，α≦〟（α，む）≦あ，

（3）〟（α，わ）＝〟（わ，α），

（4）〟（α，わ‖まα，むに関して単調，

（5）任意のα，わ＞0とαに対して，〟（αα，αむ）＝α〟（α，軋

（6）凡才（α，む‖まα，むに関して連続．

さらに，ガ（α，あ）≦G（α，む）≦A（α，む）である．

不等号≦をェルミート行列におけるズ≦yと考えて，正値行列に関して同様の平均を考えて

みる・上の性質の（5）は，α，♭＞0，∬（≠0）∈Cに対して，

〟（虎α諾，加可＝虎〟（α，あ）∬

とも考えられるので，行列の平均が満たす性質として，

〟（ズ＊A方，ズ＊βズ）＝ズ＊凡才（A，βげ（方は正則行列） （13）

を期待する・実際に行列の算術平均としてA（A，β）＝圭（A＋β）を考えると，上の性質をすべて満

たす・同様に調和平均は叫4月）＝（竿）‾1とできる．しかし幾何平均はそのように廟単に

はいかない．それについては以下の節で述べる．

3．2　幾何平均

幾何平均をG（4月）＝Al／2月1／2としても，Aとβが交換可能でなければ，Al／2β1／2はエル

ミート行列にならない．ここで，命題1．7を用いると，2つの任意の正値行列は同時に対角化する

ことができる．正値な対角行列A，月は交換可能なので，その幾何平均はAl／2β1／2とできる．
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議論に入る前に，記号をいくつか定義する・れ×犯の正則行列全体をGエ（可とし，行列方，A

に対してr京A）‥＝ズ＊A方と定める・写像rズは行列の正値性を保存する．また，行列A，βに

対して，r京4月）：＝（rズ（A），rズ（β））と定める．

A，β＞0とすると，

rA－1／2（4月）＝（丁，A‾1／2月A‾1／2）．

A‾1／2月A‾1／2はエルミート行列なので，打＊（A－1／2月A－1／2）打が対角行列となるようなユニタリ行

列打が存在する．β‥＝打＊（A‾1／2βA－1／2）打とすると，

rA－り2U（A，β）＝（7，か）・

∫とかは交換可能なので，∫とかの幾何平均は，

G（∫，β）＝が／2＝ぴ（A‾1／2βA叫2）1／2打

となる・A，β＞0の幾何平均が（13）を満たすことを考慮すると，Aとβの幾何平均は

A＃β：＝G（4月）＝Al／2（A」／2βA－1／2）1／2Al／2 （14）

となる・Aと月が交換可能ならば，A＃β＝Al／2月1／2である．また，命題1．9より，（14）は

ズA‾1ズ＝月のただひとつの正値な解である．両辺の逆をとると，ズβ－1ズ＝A．これより，

A＃β＝β＃Aであることがわかる・A＝（A＃β）β‾1（β＃A）と，定理1．17より，

一方，方が

三…1
≧0を満たすようなェルミート行列ならば，定理1．17より，A≧ズβ－1方．

よって，

β‾1／2Aβ‾り2≧β‾1／2ズβ‾1ズβ‾1／2＝（β－1／2ズβ－1／2）2．

両辺の平方根をとり，rβ1／2を施すと，

β1／2（β‾1／2Aβ‾り2）1／2β1／2≧ズ

を得る．つまり，

三言1
≧0を満たすエルミート行列方に対して，A＃β≧ズとなる．ここ

までをまとめると，以下のようになる．

定理3．14月＞0とし，A＃β＝Al／2（A－1／2βA－1／2）1／2Al／2とおく．このとき，以下が成り

立っ．

（1）A＃β＝β＃A，
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（2）A＃月はズA‾1ズ＝βのただひとつの正値な解，

（3）A＃β＝maX巨＝雄掴・

11

行列の平均が満たすべき6つの条件は，定理3．1から導くことができる．

幾何平均には他の表し方がある．それを以下で紹介する．

命題3．2A，β＞0に対して，

A＃β＝A（A‾1β）1／2．

ただし，A‾1月の固有値はすべて正であるので，解析関数カルキュラスで（A－1月）1／2が定義できる．

証明　A－り2βA－1／2を変形すると，

A－1／2月A－1／2＝Al／2A－1月A－1／2

＝（Al／2（A－1坤2A－1′2）2・

（A－1′2月A－1′2）1′2＝Al／2（A－1β）1′2A－1′2・

Al′2（A－1′2訂ザ／2Al′2＝A（41月）1′2・・

命題3．34月＞0に対して，

A＃β＝（Aβ‾1）1／2且

証明　命題3．2と同様に，A－1／2月A－1／2を変形すればよい．■

A＃β＝（A＋β）〈（A＋町lA（A＋β）ザ1′2

証明　ズ＝（ズ‾1＋J）‾里十方）より，

A‾1β＝（β‾1A＋J「1（r＋A‾1月）

＝（（A＋町1（Aβサ′2（A十β））2・

両辺の平方根を取ると，

（A‾1β）1／2＝（A＋β）‾1（Aβrl）－1／2（A十月）．
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右から順に（A＋β）‾1，（Aβ‾1）1／2，月，左からAをかけると，

A（A‾1β）1／2（A十月）‾1（Aβ‾1）1／2月＝A（A十月）－1且

命題3．2と命題3．3より，

（A＃β）四十月）‾1（A＃β）＝A（A＋β）‾1且

（（A＋町1（A＃β））2＝（A＋町lA（A十月）旬

（A＋軒（A＃β）＝〈（A＋軒A（A十月）ザ1′2・・

命題3．52×2のA，B＞0がdetA＝detB＝1のとき，

A＃β＝
A＋β

Jdet（A十月）●

12

証明　命題3．2を用いる・ズ：＝（A‾1β）1／2とすると，detズ＝1なので，方は2つの正の固有値

入，1／人を持つ．

det（A＋B）＝det（A（Z＋A‾1B））

＝（detA）（det（Z＋A，lB）〉

＝det（∫＋A‾1月）

＝det（71ズ2）

＝（入＋1／入）2．

よって，trズ＝Jdet（A十月）．ケーリー・ハミルトンの定理より，

ズ2－Jdet（A＋塵）ズ十才＝0．

左からAをかけて，両辺を整理すると，

A（A‾1月）1／2＝

A十月

3．3　古田の不等式

A≧β≧0のとき，A2≧β2は一般に成り立たない．この節では，A≧β≧0に関する不等

式について考える．

定理3．6A≧β≧0のとき，任意の0≦γ≦1に対して，Ar≧βγ．
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証明　γ＝0，r＝1のときは明らか．γ1，γ2を，Arl≧βrl，Ar2≧βγ2を満たすものとすると，

幾何平均の単調性より，Arl＃Ar2≧βrl＃βr2・つまり，A（rl＋r2）／2≧β（rl＋γ2）／2，一rl＝0，γ2＝1

とすれば，Al／2≧β1／2が成立することになる．rl＝0と2進小数1／2に対して同様に考えると，

Al／4≧β1／4が成立する・この議論を繰り返し用いることで，任意の0≦γ≦1に対してAr≧βr

が成立する．連続性より，任意の0≦γ≦1に対してAr≧βγがいえる．■

今，A≧0，月≧0に対して，以下の不等式を考える．

（1）A2≧β2，

（2）βA2β≧β4，

（3）（βA2月）1／2≧β2．

（1）⇒（2）⇒（3）は命題1・2と命題1・8より明らかであるが，A≧月と仮定しても，（1）と（2）は

一般に成立しない・また，（3）にはA≧月という条件が大きく影響していることがわかる．

次に一般的な形を考える．

（1）A≧β≧0，

（2）Ap≧βp（0≦p≦1），

（3）βrApβγ≧伊＋2γ（0≦p≦1，γ≧0），

（4）（βrApβr）1／9≧（β舛2r）1／9（0≦p≦1，γ≧0，9≧1）．

（1）⇒（2）⇒（3）⇒（4）は命題1・2と定理3・6より明らか・留にある制限をつけることで，（4）が

任意のp≧0に対して成立することを述べたのが，古田の不等式である．

定酌・7（古田の不等式）A≧β≧0のとき，p≧恒≧0，9≧1，曾≧…諾に対して，

（βrApβγ）拍≧β（叶2γ柄． （15）

証明　0≦p≦1のとき，留に制限がなくても（15）が成立することはわかっているので，p≧1の

ときだけを考える・ヴ≧…諾とすると，
れる．

p＋2γ

（1＋2γ）q

（（βrApβγ）欝）瑞≧（〆・2r）瑞

p＋2γ

（1＋2r）q
≦1なので，p≧1，γ≧0に対して，

（βrApβγ）孟譜＞β1＋2γ

を示せばよい．

≦1・また，（15）は以下のように書きかえら

（16）
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4月＞0として，

βrAp／2＝打ク

をβrAp／2の極分解とすると，

βrApβγ＝βrAp／2Ap／2βγ

＝（βrAp／2）（βrAp／2）＊

＝打P2打＊．

よって，ヴ＞0に対して，　　　、

（βγガβr）拍＝打P2／町＊．

（17）を使うと，次の式を得る．

β‾r（βrApβγ）1／9月‾r＝β－WP2／町＊β－r

＝（ガ／2f，‾1打＊）（打P2／町＊）（打クー1Ap／2）

＝Ap／2（P2）1／9－1Ap／2

＝Ap／2（Ap／2β2rAp／2）1／9－1Ap／2

＝Ap／2（A‾p／2β‾2rA一夕／2）1一拍が／2．

0≦γ＜1／2とすると，A2γ≧β2rなので，

また，ヴ＝チ諾とすると，ト王ニー＜1・（18）と（19）より，
p－l

q p＋2γ‾

β‾γ（βrApβr）拍β‾γ≧Ap／2（A‾p／2A－2rA－p／2）（p－1）／（叶2r）Ap／2＝A．

よって，

（βγガβγ）埴≧βrAβγ≧〆＋2γ．

14

（17）

（18）

（19）

（20）

これで0≦γ≦1／2に対して（16）を示したことになるが，γの範囲は以下のように帰納的に拡張

できる．

γ∈【0，1／2】，ヴ＝（p＋2γ）／（1＋2γ）に対して，

Al：＝（βrApβr）1／9，β1：＝β1＋2r　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

とおく・また，plとγ1をpl≧1，γ1∈【0，1／2］なる任意の数として，勘‥＝（pl＋2γ1）／（1＋2rl）と

おく・このとき，（20）にA＝Al，β＝β1，9＝鮎γ＝γ1，p＝plを代入すると，

（軍lJ呼β「）拍1≧β三十2rl （22）
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特にpl＝甘，γ1＝1／2とすると，

（β壬／2A減／2）1／91≧β至．

これに（21）を代入すると，

（β2叶1／2Apβ2叶1／2）拍1≧β2（1＋2γ）

β‥＝2γ＋1／2とすると，

pl＋2rl
ql＝

1十2rl

q＋1

2

（p＋2γ）／（1＋2γ）＋1

15

（23）

2

p＋2β

1＋2β●

これを用いて（23）を書きかえると，

（ββApβザ1＋2拙（沖村≧β1＋2g（β∈【1／2，3／2廿

これにより，（16）の不等式が0≦γ≦3／2に対して成り立つことを示せた．以下同様にして，帰

納的に任意のγ≧0に対して（16）が成り立っ．■

系3・8A≧β≧0のとき，p≧0，γ≧0，9≧1，9≧子諾に対して，

（ガ＋2γ）埴≧（Ar伊Ar）1／9．

証明　A・β＞0とすると，β‾1≧A‾1＞0なので，（15）より，

（A‾γβ‾pA‾γ）1／9≧A‾（叶2煩．

両辺の逆をとると，

A（叶2γ肋≧（Ar伊Ar）1／9，■

系3．9A≧β≧0とすると，このとき，0＜p＜∞に対して，

Ap＃β‾p≧7．

証明（24）においてγ＝p／2，9＝2とすると，

Ap≧（Ap／2伊Ap／2）1／2．

左右からA－p／2を両辺にかけると，

J≧A‾p／2（ガ／2伊Ap／2）1／2A一招

＝A‾p＃βp

＝（ガ＃β‾p）十雷　　　　　　　　　，

（24）
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3．4　正定値関数

定義3・10（乞，J）成分が布であるブロック行列を，ト帰で表す．

定義3．11（αnlm∈Z，αれ∈C）が正値な列とは，任意のⅣ∈Nに対して，

∑α…猛≧0（鋸1，…，玩－1∈C）
r，β＝0

となることをいう．

（25）は，任意のⅣ∈p＝こ対して，

α0　α－1‥‘α－（Ⅳ－1）

α1　　α0　　α－1　　　‥・

：　　　　　　‥・　　α＿1

αⅣ－1　日■　　α1　　　α0

＞0

であることと同値・これより，α0≧0，恥．＝am，桓ml≦α0がわかる．

定義3．12や‥R→Cが正定値関数とは，任意のⅣ∈Nに対して，

∑由γ一転沌孟≧0（∬0湖，・‥，恥1∈R言0言1，‥・，玩－1∈C）
r，β＝0

となることをいう．

（26）は，任意のⅣ∈剛こ対して，

匝（gr－∬β）】≧0（∬0，∬1，‥リ柵＿1∈R）

であることと同値・これより，両0）≧0，や（－可＝両日や（瑚≦両0）がわかる．

命是3・13－1≦α≦1に対して，COShαX／coshxは正定値関数．

証明

cosh∬

を用いると，

coshα∬

coshg

となるが，

鮒＋

＝αn

た＝1

4∬2

（2た＋1）2汀2

肯1＋4α2∬2／（2た＋1）2汀2

1＋4∬2／（2た＋1）2汀2

1＋巌2　む2．1－㍍／α2
1＋α2∬2　α2　■1＋α2∬2，

（0≦わくα）

が正定借関数であることより，COShα可cosh∬は正定値関数．■

16

（25）

（26）
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これと同様に，

竿＝鮒・孟）
を用いることで，次の系を得る．

系3．140＜α＜1に対して，SinhαX／sinhxは正定借関数．

17

3．5　ノルム不等式

幾何平均と算術平均に関する不等式として，J訪≦圭（α＋む）がある・この形に似ていて，正価

行列4月を使う不等式を考える．任意の方に対して，

…Al／2朋1／2…≦言掴ズ＋朋‖卜

この不等式は，A＝月のときだけを証明すれば十分．実際，任意の方とA＞0に対して

…Al／2ズAl／2…≦三日四十叫Il

を考えるとき，任意のズbとAo，β0＞0に対して，（28）のAと方を

可

（27）

（28）

とおくと，（271が得られる・（28）はユニタリ不変ノルムなので，A＝diag（右，…，AJとすると，

y＝ 竺避亘
入電十人j

に対して，

Al／2ズAl／2＝y。

となり，また，y＝

AX＋ズA

）
＝［V冗句V句］

［窒笥～［哀詞
yの対角成分が1なので，命題1．6より，

…Al／2ズAl／2…＝…yo
Aズ十方A

である．そして，

Aズ十方A

これで（28）が得られた．

定理3．15任意の方と4月＞0，0≦1ノ≦1に対して，

2…Al／2ズβ1／2…≦…AVズβトγ＋Al‾リズβ珊≦…A方十方β…．

（29）

≧0なので，y≧0．

（30）
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証明（27）の証明で用いた議論を使う．（30）の右側の不等式を証明するために，

y＝【キ［等］
が0＜U＜1で正値行列となることを示す必要がある・裾を変形すると，

狗＝人言‾V
入苦り‾1＋げ‾1

入五十人j

γ
1

．

り

J

l
∧

）

となり，

y～Z＝【句】＝
入㌢十人デ

入電十人ゴ
（－1＜α＜1）

であることがわかる・入五＞0なので，入宜をeエiにかえて句を変形すると，

eαヱもーeαJJ

叫ブ＝

eα可2coshα（∬五一彗）／2eα緑2

18

（31）

eごi／2　cosh（∬五一勺）／2　eJ招’

Zの正値性を確かめるには，－1＜α＜1におけるcoshαX／coshxの正値性を考えればよいが，命題

3・13より，COShαX／coshxは正値関数・よって，（27）の証明での議論と同様にA＝diag（入1，…，入n）

として，A＝βのとき，

AリズAl‾γ＋AトリガAV＝y。（AX十方A）

＝［叫‾悔＋粋人叫

y≧0，的i＝1なので，

…yo（AX十方A）…≦…A方十方A肛

これで（30）の右の不等式は示された．

左側は，

y＝【肌j】＝
2苗

入弼‾γ＋人言‾V雪

とすると，y～Z＝

埠＋埠
≧0（－1＜α＜1）なので，y≧0と甘露＝1より，

2…Al／2ズβ1／2…＝…yo（AVズβ1‾U＋Aトリズ月刊＝

≦…AVズβトリ＋Aトリズβ判．■

定理3．16任意の方と4月＞0，0≦U≦1に対して，

…Al／2ズβ1／2…≦ A土方β1－fdf
≦芸…Aズ＋叫It・ （32）
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証明　A＝β，A＝diag（右…入れ）とし，

y＝【拘】＝
人言／2人撫og入電－lo頼）

入電一入j

Al′2ズAl′2＝y。（．上1A加－fdf）・

となり，

y＝［拘トZ＝【句j＝

卜 ん
J

g1
0

、
八

g1
0

右辺において右＝eJiとおくと，

log入五一log入j

入五一人ゴ

∬盲‾勺

］

eJi－e彗

1（∬崖一句）／2　1

eヱi／2sinh（ごま一里）／2e平沼●

可（sinh可は正値関数なので，Z≧0である．よって，y≧0なので，

…yo（上1A姐－旬日≦日直ズAl旬日・
これで左側の証明ができた．

右側の証明も同様に，

Ⅳ＝匝句】＝
2（木一入ブ）

（log右－log入j）（木十人j）

．上lA炒fdf＝Ⅳ0〈匝十叫
仙境において入電＝eJiとすると，

叫ブ＝
2（eJi－eエゴ）

（ごま一句）（eJi＋eJJ）

tanh（∬五一彗）／2

（∬五一勺）／2

（tanh可／∬は正値関数なので，Ⅳ≧0である．よって，

脾0〈喜（AX＋叫〉…≦芸…AX＋叫帖

これで（32）の右側も証明できた．■

19
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次の2つの不等式は以下の定理等の証明に役に立つ．任意の4月，方に対して，

2…A＊ズβ…≦…AA＊ズ十方ββ＊…，

…A＊ズβ…2≦…AA＊利用区ββ＊…．

定理3．17任意の方と4月≧0，0≦γ≦1に対して，

…Aリズβト判≦…A判円陣β亜‾即．

20

証明　－ノ＝0，1のとき明らかに成立する・帰納法を用いて示す・〝：＝（2た＋1）／2m，〃‥＝町2m－1，

β：＝1／2mとする・今，分母が2m‾1である任意の有理数〃と入：＝〃＋2β＝〝＋クに対して，不等

式が成り立っと仮定する．このとき，

…Aレズβ1‾判＝…A什＋pズβト入＋珊

＝肛β（A〃ズβト入）月刊

≦…A2彗A〃ズβ1‾知日1／2…（A〃ズβ1‾入）β2珊1／2

＝…A入ズβ1‾軸1／2…A〃ズβト珊1／2

≦…Aズ＝l入／2…ズβ…（1‾刷2…A片目l〃／2…ズ呵‖（ト〃）／2

＝…A片目I（入＋〃）／2…ズβ…1‾（入＋刷2

＝…Aズ日日l区β目上レ．

上の1番目の不等式は（34）による．1

系3．18任意の方とA，β≧0，0≦†ノ≦1に対して，

…AVズβV…≦…利上り…Aズβ冊

証明　任意のど＞0に対してAe：＝A＋EJとおくと，Ae＞0なので，Aeは正則行列．定理3．17

より，

…Aぎズβγ…＝…（AJ1）トuAとズβト（1‾当日

≦…AJlAe利十VI冊ズ呵＝γ

＝…利け‾リ…Aeズβ冊．

ど→0とすれば，…Aリズβ1日≦…ズ＝十当日Aズβ肝となる．■

命題3．19任意の方とエルミート行列ガ，打に対して，

…（sinH）X（cosK）－（cosH）X（sinK）…≦l＝HX－XKII卜
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証明（27）の証明で用いた議論を使う・A＝diagい1…入最とすると，

Ⅳ＝【叫ブ】＝
Sin仇一入ブ）

入電一入j

≧0

に対して，

（sinA）X（cosA）－（cosA）X（sinA）＝W。（AX－XA）．

よって，

…W。（A片一方A）…≦…A片一方A…．■

同様の証明で，次の不等式を得る．

命題3．20任意の方とエルミート行列ガ，ガに対して，

…（sinH）X（cosK）＋（cosH）X（sinK）…≦…HX＋XKIl卜

命題3．21任意の方と4月＞0に対して，

…（logAげ一利logβ）…≦…Al／2ズβ‾り2－A」／2ズβ1／2…．

証明　か：＝diag（J右…√㍍）とし，

．＿log入電－log入ブ
叫ブ：＝

入五一人j

（豆≠J）

1ノi宜：＝入i

によって定めたⅤ＝毎］≧0を用いて，Ⅳ：＝βVかとおくとⅣ≧0．このとき，

（logAげ一対logβ）＝Ⅳ0（Al／2ズβ‾1／2－A－1／2方β1／2）

となり，

…Ⅳ0（Al／2朋‾1／2－A‾1／2ズβ1／2）…≦…Al／2ズβ－1／2－A－1／2gβ1／2川上雷

系3．22任意の方とエルミート行列ガ，打に対して，

…ガズー片町‖≦…e即2ズe‾打／2－e‾町2ズe〃／2…．

証明　命題3．21において，A‥＝eg，β：＝egとおけば，4月＞0．■

命題3．23任意の方とA，β≧0，0≦γ≦1に対して，

…AVズβ1‾リーAl‾里方β判≦l加－1日冊ズーズβ…．

21
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証明1ノ＝0，1のとき明らかに成立する・帰納法を用いて示す・レ：＝（2た＋1）／2m，〃：＝り2m－1，

β：＝1／2mとする・今，分母が2m‾1である任意の有理数〃と入‥＝〝＋2β＝〃＋クに対して，不

等式が成り立つと仮定する．このとき，

…AレズβトレーA山方月刊＝…A…ズβト…－Al‾…ズβ〃＋珊

＝…A里〃ズβ1－人－Al‾入ズβ〃）β珊

≦三日世（A〃畑一入－Aトス朋〝）＋（A〃畑一入－Aト入朋〝）β酬

一芸日直β1－人－Al－〃朋〃＋A〃方か－Aト入叫‖

≦紬A入ズβ1－人－A1－人叫‖十日世朋〃－Al－〃岬‖）

≦三日2人刊＋伽－1日‖A芳一明日・

上の1番目の不等式は（33）による・レ＜1／2のとき，

吉日2人－1回2〃刊）＝喜（1－2“1－2〃）

＝ト2．土建
2

＝1－2レ

＝I2〝－1卜

吉日2人刊＋l2〃－lI）＝2リー1

＝l2リー1ト

ン＝1／2のとき，両辺＝0で成立．■

ReZ：＝言（Z十g＊），ImZ：＝去（Z－Z＊）

とおき，任意のA≧0，エルミート行列方，0≦1ノ≦1に対して，

ぶ：＝AVズAl‾㍉r‥＝仇A方＋（1－可ズA

とおく．このとき，

…ReS…≦…ReT…，…ImS…≦…ImTHI．

証明　定理3．15の2番目の不等式と命題3．23から容易．■
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4　正値行列の幾何平均

4．1リーマン距離

Mnを〈A，β〉＝trA＊月で定義された内積，日射2＝（trA＊βP／2で定義されたノルムを持つヒル

ベルト空間とする・札をェルミート行列全体とすると，恥はMmの閉部分集合となる．軋を正

値行列全体とすると，Pmは帆の開部分集合となるので，取は微分可能多様体である．Aにおけ

dβ＝陣1／2dAA－1′2Il2＝［tr（A－ldA）2］1／2　　　　　　　　（35）

によって与えられる・これは，裾こおける微分可能な路の長さを計算することに役立っ．7：恒トぅ

pmが微分可能な路のとき，その長さを

エ（7）＝
．上古 粕川2（畔帥‾1／2何日2df　　　　　　　　　　　　　　（36）

で定義する・任意のズ∈Gエ（坤こ対して，rズ（A）＝ズ＊A方はPn上の全単射となる．また，rズ07

もPmにおける微分可能な路である．

補題4・1任意のズ∈Gエ（可と微分可能な路小こ対して，

亘rガ。7）＝上伸

‖（杓（呵‾1′2（釣（呵（杓（畔）‾1′2胞

＝［tr（釣（畔）‾1（釣（呵（釣（畔）‾1（釣（f）瑚1′2

＝【trズ‾1了1（軌′（軌‾1（軌′（f）旦1／2

＝【trT‾恒汗（fh‾1（軌′（瑚1／2

＝腑‾1／2（f）榊）7‾1／2（捌2．

旺関して両辺の積分を取れば，中ズ07）＝項）となる・・

Pnの任意の2点4月に対して，

∂2（4月）‥＝inf拉（7）回はAから月への路）

（37）

（38）

とすると，∂2はPm上の距離となる．

補題4・1よりrズは上に対して等長写像であるので，∂2に対しても等長写像である．つまり，任

意の4月∈Pnとズ∈Gエ（可に対して

∂2（r招），瑚可＝∂2（A，β）・ （39）
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（38）の下限は，Aとβを結ぶただ一つの路で得られる．その路を「Aからβへの測地線」と呼

ぶ・測地線とその長さに関するIEMIと呼ばれる公式があるが，その前に記号を定義する（IEMI

はtheInfinitesimalExponentialMetricIncreasingpropertyの略）．

札のある点における指数関数egの導関数をβegで表す．これは軋上の線形写像で，

peガ（呵＝lim
f→0

eg＋イ〝－eg

によって与えられる．

命題4．2（柑MI）任意の茸，打∈札に対して

糎‾即28e〝（呵e‾町2日2≧‖刷2．

証明　正規直交基底をひとつ選んで，茸‥＝diag（Al，‥一m）とする．公式（3）より，

peガ（∬）＝
卜
卜

ニ

力男右e

右
e

右
e

ん
ノ

右

0g

］
．
っ
ノ

．
均

よって，e‾町2βeガe一坤2の（再）成分は

e一九／2
e入i－e入J

入電一入j
毎・e‾吊2

＝Sinh佃一入招）毎・
（入電一入j）／2

可（sinh可は正値関数であるから，（40）を得る．■

系4・3g（可（α≦f≦あ）を札内の路7（f）：＝e月‘（f）とすると，

エ（7）≧
王ら

目方′（f）日2df．

証明仰）＝pe瑚（坤））なので，（36）と（40）より，

ム（7）＝

＞

．王ら
日で1／2（f）榊）すり2（f）胞df

鉦榊が隼（中（f）′2冊
ガ′（可‖2df，■

定理4．4（EMI）任意のA，β∈Pnに対して

∂2（A，β）≧冊ogA－log月日2．

あるいは，任意のガ，∬∈恥に対して

∂2（eガ，e打）≧伸一好日2．

（40）

（41）

（42）

（43）
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証明・再）をPmにおけるAから月への路とすると，ガ（f）＝log′再‖ま恥におけるlogAから

logBへの路である・（41）の右辺は恥におけるその長さである．これはlogAからlogBを結ぶ

線分の長さによって，下から押さえられる．よって，

エ（7）≧
．上古

目方′（捌2df≧侶ogA－logβ‖2．

この不等式から（42）を得る．■

Aと月が交換可能であるという条件を加えると，次に示すように（42）の不等式は等式となる．

また，写像egは札内のlogAからlog月への線分を，Pm内のAから月への測地線へと写す．

ここで，記号を定義する．‡‰内のガから方への線分

ガ（f）＝（1－f）ガ＋fg，（0≦f≦1）

を固，叫で表す・また，札内のAからβへの測地線を【4月】で表す．

命題4・54β∈Pmを交換可能な行列とする・このとき，写像egは【logAlogβ］⊂札を【A，β】⊂

Pnへ写し，

∂2（4月）＝冊ogA－logβ＝2． （44）

証明命題を証明するには，7（t）＝eH（t）＝eXP（（1－t）logA＋tlogB）（0≦t≦1）が（Pn，62）内

のAから月への唯一の最短路であることを確かめればよい．

Aと月は交換可能なので，7（f）＝Al‾甘・よって，〆（f）＝（logβ－logA）7（け（36）より，

エ（7）＝ 上1 HlogA－logB‖2dt＝lflogA－logB‖2．

（42）より，この路Tが最短であることがわかる．

次に，Aからβへの路のうち，Tと同じ長さの路を亨とすると，ガ（り＝log；綽）は札内のlogA

からlog月への道であり，系4・3より，その長さは冊ogA－logβ＝2以下である．ユークリッド空

間では，2点を結ぶ直線はいちばん短く，ひとつしかない・よって，ガ（可は線分【logA，logβ】で

ある．■

【0，11の中の区間［0，α］に対して上の証明を用いると，【logA，logβ】のパラメーター表示

茸（f）＝（1－可logA＋flog月

は，すべての区間で等距離に【4月］へ写像される・つまり，Aと月が交換可能なときの【A，β】の

自然なパラメーター表示は，

7（り＝Aトfβ土

によって与えられる（任意の＝こ対して，∂2（47（机＝り2（A，β）・）・一般的な場合は，等距離写

像rズによって得られる．
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定理4・6任意のA，β∈P詔こ対して，測地線【A，β】はただひとつ存在する．そのパラメーター

表示は

7（可＝Al′2（A叫2月A－1′2）定彗0引く1

で表せる．また，各壬に対して

∂2（47（可）＝士∂2（4月）．

さらに，

∂2（A，β）＝冊ogA‾1／2βA‾1／2日2．

（45）

（46）

（47）

証明丁とA‾1／2月A‾1／2は交換可能なので，【丁，A－1／2月A－1／2】のパラメーター表示は，

醐＝（A叫2月A－ザ

雄）＝r。1′2（70（f））＝Al′2（A叫2月A－1′2）fAl′2

により，rAl／2（∫）＝AからrAl／2（A‾1／2βA‾1／2）＝月への路を得る．rAl／2は等距離写像なので，

この路は測地線【A，β】である．命題4．5より，

∂2（4月）＝∂2（丁，A‾り2月A‾1／2）

＝lllogトlog（A」／2月A‾り2満

＝侶ogA‾1／2βA‾1／2日2．■

（38）で定義した距離は，（47）によって具体的な表示が与えられた．これは多様体Pn上のリーマ

∂2（A，β）＝（墓log2粧1月））1′2・　　　　（48）

ただし，入電はA‾1月の固有値．

命題4・7ある4月∈裾こ対してJ∈【A，β］とすると，Aとβは交換可能で，【A，坤ま0を含

む直線を写像egで写した等距離像であり，

logβ＝一字ogA（巨

証明　定理4．6より，

∂2（47）

∂2（A，β）

∫＝Al′2（A－1′2月Aサ1′2（巨

（49）
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よって，

β＝Al／2A－りgAl／2＝A－（1－か／吉．

27

（50）

Aと月は交換可能であり，（49）を満たす・命題4・5より，写像egは線分【logA，log句を測地線

tA，β］へ等距離に写す・よって，0＝logJ∈【logAlog斗■

∂2の特徴は半中線定理を満たすことである．その理解の補助として，ヒルベルト空間告におけ

る中線定理をここで考える・α，む∈升，m：＝（α＋呵／2とする．ある点C∈光が与えられたとき，

対角線が【α，あ】と【C，卯こなるような平行四辺形を考える．2本の対角線は点mで交わり，中線定

l恒湘＋糎－d2＝2（順一C＝㍉Ⅷ卜刊2）

となる．これを書きかえると，

I匡一m‖2＝
順一CH2十勝一dl2　日α一酬2

‾　　　　　　‾　‾‾－‾　‾‾　　　　　　　■

2　　　　　　　　　4

半中線定理では，等式ではなく不等式となる．次の定理はJ2の半中線定理である．

定理4・8（半中線定理）A，βをPmの任意の2点とし，〟：＝A＃β（【4月】の中点）とすると，任

糾C）≦舶C）；項即）一撃・　　　　　　（51）

証明　すべての行列にr几才一1／2を施して，凡才＝丁と考える・丁は【4月】の中点なので，命題4．7

より，

1一旦

logβ＝－≒ユlogA＝－logA・

また，命題4・7とJ∈【A，β】よりAと月は交換可能なので，命題4．5より，

∂2（4月）＝冊ogA－log月日2．

【叫q＝【7，qに対しても同様にして，

J2（叫C）＝IllogAオーlogC‖2・

ヒルベルト空間（軋，＝・胞）における中線定理より，

侶og〟－logC購＝

定理4．4より，

∂宣（〟，C）≦

侶ogA－logC鳩十侶ogβ－logC昭

∂書（A，C）＋∂宣（β，C）覆（4月）
■4－、1▼′二▼‘＼－7▼′－▼∠＼■て7‾′．1

2　　　　　　　　　　4

logA－log刷…
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ユークリッド空間において，三角形の二辺の中点の距離は，もう一辺の長さの半分に等しい（中

点連結定理）・半中線定理を満たす距離が存在する空間においては，中点連結定理は等式ではなく

不等式で表される．

命題4．9任意のA，β，C∈取に対して

∂2（A＃β，A＃C）≦
∂2（月，C）

（52）

証明A，月，Cを頂点とする三角形を考える・叫‥＝A＃月とすると，叫は頂点Cの対辺【A，β］

の中点となる・よって，（51）より，

紬，C）≦舶C）≡舶C）－rr・
∂宣（A，β）

同様に鳩‥＝A＃Cとすると，城は三角形A叫Cにおける頂点叫の対辺【4qの中点となる．

紬，喝≦糾，C）‡糾，A）一一「一一・
覆（A，C）

1番目の不等式を2番目の不等式に代入すると，

紬，喝≦左（舶C）＋舶C）ト三船β）＋去紬，Aト芸舶C）・

∂2（怖，A）＝圭∂2（4月）なので，上の不等式は，

∂2四九，A毎）≦
∂2（β，C）

となる．1

（52）の不等式は，もっと一般的な形の不等式の証明に使われる．0≦f≦1に対して，

A＃動＝Al′2（A－り2βA－1′2）fAl′2 （53）

とおく・これは（45）の測地線7（f）を表すもうひとつの記号である．f＝1／2のとき，これは幾何

平均A＃βとなる．さらに一般的な形は以下で述べる．

系4．10月，C，β′，C′∈軋とし，

J（り‥＝∂2（β′動月，C′熱C）

とすると，この写像了は【0，11上の凸関数となる．つまり，

J2（β′動月，C′動C）≦（1－f）∂2（β′，C′）＋り2（β，C）．

（54）

（55）
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証明　了の連続性を最初に示す．

げ（わーJ（fo）暮＝悔（β′動β，C′動Cト∂2（β′＃ねβ，C′＃ゎC）I

≦梅（β′琉月，C′動Cト∂2（β′＃ゎ月，C′動C）I

＋梅（β′動。β，C′動C卜占2（β′動。β，C′動。C）I

≦∂2（β′抱月，β′＃ゎβ）＋∂2（C′動C，C′動。C）

＝匡一項∂2（β′，β）＋匡一項∂2（C′，C）

→0（f→わ）．

よって了は連続なので，中点凸関数であることを示せば十分．

殉＝β′＃月，城＝C′＃C，〟＝β′＃Cとする．命題4．9より，

∂2（〟1，〟）＝∂2（β′＃月，β′＃C）≦

∂2（叫鳩）＝∂2（β′＃七，C′＃C）≦

よって，

∂2（月，C）
2　，

∂2（β′，C′）

J2（欺，〟も）≦J2（欺，〟）＋∂2（叫几毎）

≦芸（∂2（月，C）＋∂2（β′，C′））・

よって，才は中点凸関数である．■

（55）においてβ′＝C′＝Aとすると，距離∂2の凸性と呼ばれる以下の定理を得る．

定理4・114月，CをPmの任意の3点とすると，任意のf∈【0，1】に対して

∂2（A抱月，A動C）≦f毎（β，C）．

29

（56）

命題4・12固定された任意の点A∈取に対して，関数JをJ（ズ）＝∂宣（A，ズ）によって定める．こ

のとき，ズ1≠ズ2ならば0＜貴く1に対して

J（ズ1熱牙2）＜（1一冊（ズ1）＋げ（ズ2）．

証明　￥申）＝J（ズ1動耳2）とおくと，帰納法より，

や（宗）＜（1一芸）州＋芸や（芸）（0≦た≦2m）・

士∈（0，1／2】のとき，

紳）≦（ト2梱0）十和（芸）

＜（1－2f）や（0）＋2f
p（0）十両1）

2

＝（1－f）や（0）十秒（1）．

つまり，J（ズ1動耳2）＜（1－f）J（ズ1）＋げ（ズ2）．f∈【1／2，1）のときも同様．■

（57）
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4．2　距離空間

補題4．13写像eガは（軋，＝・胞）から岬托，J2）への連続写像である．

証明（月局宗1⊂軋，玖れ→ガとすると，

e－‰leg→e－〝eガ＝7．

30

よって，すべての固有値について

Me‾仇Ieg）→1（1≦乞≦可

∂2（e臥，e隼（妄log2煩端eザ2→0（m→∞）・・

命題4．14恥．，∂2）は完備な空間である．

証明　tAm）を恥，J2）内のコーシー列とし，月読：＝logAmとすると，（42）より，

lI‰一柳l2≦∂2（Am，劫）→0（m，g→∞）．

よって，（‰）は（軋，日用2）上のコーシー列・（Ⅰ‰′，日用2）は完備距離空間である．よって，‰→

ガ∈肥れとなるガが存在する．補題4．13より，

Am→A＝eg∈恥，∂2）．■

Pmは正価行列全体の集合で，非正則半正値行列全体をなす境界をもつ．軋上の点と非正則

行列の関係を次の命題で考えるが，命題では（53）のA動月を使う．Aとβが交換可能ならば，

A抱月＝Al‾上月土．

命題4．15gを非正則な半正値行列とする．このとき，

日が‾甘一g胞→0（f→∞），

∂2（Aトf餌A）→∞（f→∞）．

となるような交換可能な4月∈Pmが存在する．

証明　対角化した行列について考える・g：＝diag（右，‥．，入扇とする．ただし，1≦た≦犯に対し

て入た≧0であり，あるたに対しては入た＝0とする．また，入た＞0のとき，αた＝βた：＝入た，入た＝0

のとき，αk：＝1，βk：＝1／2とする・A：＝diag（α1，…，an），B：＝diag（β1，‥．，Bn）とすると，

limllAト甘一利2＝0．
f→∞
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また，距離J2に対して，

J2（Al‾土が，A）＝冊ogAl‾甘－logA＝2＝冊ogA‾fβ鵠

＝（tr（logA一朝＊（logA一朝）1′2

＝（裏口ogα可′2 ≧口og21＝flog2→∞（f→∞）．■

31

この命題のポイントは，曲線A動βはま＝0のとき点Aからスタートし，（軋，日用2）では方へ

収束するが，岬花，J2）では∞へ発散することである．

Pm上の2点4月が測地線によって結ばれることについて，ここまで見てきた．ここからは，測

地線を発展させた議論をする．

定義4・16に⊂Pnとする・任意のA，β∈にに対して【4月巨：にのとき，集合には凸であると

いう．

ざがPmの部分集合のとき，ざの凸包はぎを含む最小の凸集合である・ざの凸包をconv（ざ）で表

す・すなわち，COnV（卯まぶを含む凸集合全体の共通部分である・fA，β）の凸包は明らかに［A，βト

命題4．175⊂Pmとする．ぶmを範：＝占，

ふ，l＋1‥＝∪（［A，β巨A，β∈㌫）

によって定める．このとき，

conv（ざ）＝∪㌫・
m＝0

証明も⊂conv（卵は明らかなので，∪㌫⊂conv（ざ）・あとは，∪んが凸集合であること
m＝O m＝0

を示せばよい・A∈【A，β】なので，ん⊂ん＋1・A，β∈∪丸字すると・A，β∈‰′となるよ

うなm／が存在する．よって，

［4月】⊂‰′＋1⊂∪ん・雷

命題4．18A，月，C∈Pmに対して，以下の条件は同値．

（1）r京A），r京β），r京C）が交換可能となるようなズ∈Gム（可が存在する，

（2）Aβ‾1C＝Cβ‾lA，

（3）A－り2βA－1／2とA－1／2cA－1／2が交換可能．
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証明（1）⇒（2）．ズAズ＊，ズβズ＊，ズCズ＊は交換可能なので，

ズAズ＊（ズβズ＊）‾1ズCズ＊＝ズCズ＊（ズβズ＊）‾1ズAズ＊．

つまり，ズAβ－1Cズ＊＝ズCβ－1A方＊．よってAβ－lc＝Cβ－lA

（2）⇒（3）．任意のy∈取に対して，

ry（A）ry（β）‾1ry（C）＝ry（C）ry（β）‾1ry（A）．

y＝A－1／2とすると，

rA叫2（β）‾1rA－り2（C）＝rA－1／2（C）rA－り2（β）‾1

（3）⇒（1）．ズ＝A‾1／2とすればよい．■

定理4．19差を岬托，∂2）に含まれる閉凸集合とする．このとき，任意のA∈Pmに対して，C∈に

が存在して

∂2（A，C）＜∂2（4g）（∬∈に，∬≠C）．

証明　〃‥＝inf（∂2（4g）‥∬∈村とすると，∂2（4㍍）→〃となるような（㍍）⊂差が存在する．

ある犯とmに対して〟：＝㍍＃‰とすると，には凸集合なので，凡才∈に．半中線定理（51）より，

糾A）≦∂机A）十的，A）－rr
嘩（qいGm）

2

これを変形して，

項杭，‰）≦2招（G，A）＋項Gm，A）ト4覆（叫A）

≦2（∂宣（G，A）＋覆（qmA））－4〃2． （58）

犯，m→∞とすると，右辺→0・よって，（GJはコーシー列．命題4．14より岬犯，J2）は完備な

ので，Gl→C∈凪いだは閉集合なので，C∈に．さらに，

∂2（A，C）＝lim∂2（A，ql）＝〃≦∂2（4g）（∬∈疋）．

もし∬∈にが∂2（4g）＝〃をみたすならば，（58）においてG－．＝C，Gれ二gとおけば，

∂2（C，打）＝0を得る．つまり，C＝方．■

この命題で与えられる汀（A）＝Cという写像は，にの上への距離射影と呼ばれる．

定理4．20㍍を岬冊，∂2）に含まれる閉凸集合とし，汀をにの上への距離射影とする．Aが取の点

で，汀（A）＝Cならば，任意のβ∈にに対して

∂宣（48）≧∂宣（A，C）＋∂宣（C，叫． （59）
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証明（弗も）⊂差，鳩：＝か，吼＋1‥＝九九＃Cと定めると，∂2（C，爪先）＝2－nJ2（C，叫となり，

九九→C＝八紘である・半中線定理（51）より，

2舶鳩車）≦船町＋舶Cト芸船町

舶吼巨船A偏）≧長船叫十舶‰1上船C）・
両辺をれ＝0から00まで辺々加えると，

∑（船場一触吼刷≧…船叫＋∑（項4恥巨船C））・

には凸集合なので，任意の犯に対してA‰∈忙・よって∂宣（A，弗lト∂書（A，C）≧0．上の左辺の級

数は明らかに収束する．よって右辺の級数も収束する．

dm：＝∂宣（A，吼ト∂宣（A，C）とすると，上の不等式は

do＝舶功一舶C）≧…舶叫十∑dm

となる．かに爪先を代入すると，

d几＝舶瑚司（4C）≧；舶瑚＋∑dた・
た＝れ＋1

よって，

do≧；船か汗dl＋∑dた
た＝2

≧；舶叫＋…船町＋2∑dた
た＝2

＝；舶叫＋…・芸船叫十2d2＋2∑dた
た＝3

持十

≧持＋

持＋

1

4

1

4

）船叫欄＋2差dた

）船町2（；∂獅）＋薫小差dた
1　2

盲＋黍

≧‥・．

dm≧0であるから，

do≧言 1＋至芸
几＝1

∂組か）＋4∑dた
た＝3

∂宣（C，β）＝∂宣（C，叫．■
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命題4．21gを距離dのユークリッド空間，α，わ∈ごとすると，

によって定義される関数挿ただひとつの鮎0＝芸（α＋叫でて上の最小値をとる・

岬托，∂2）においても，幾何平均によって同様の関係が見られる．

命題4．224月∈Pmとし，

J（ズ）：＝∂宣（A，ズ）＋覆（月，ズ）

とすると，関数Jは軋の狭義凸関数で，ただひとつのズd＝・A＃βで最小値をとる．

証明　狭義凸性は命題4．12で示した．半中線定理を任意の方について使うと，

舶＃即）≦芸榊ト…舶β）

＝吉相卜芸肘掛

よって，J（A＃β）≦J（ズト2∂書（A＃β，ズ）．これは，才が範‥＝A＃月で最小値をとることを示し

ている．■

4．3　幾何平均

前章では，2つの行列の幾何平均の定義と，それに関連する問題について述べた．この節では，

3つ以上の行列の幾何平均の適切な定義を与え，それに関連した問題について考える．行列が3つ

の場合の考え方は，行列が4つ以上の場合にも使える．

Al，A2，A3≧0とする・これらの幾何平均G（Al，A2，A3）は以下の性質をみたすことが望まし

く，このときC（Al，A2，A3）は半正値行列となる．

（1）（1，2，3）の任意の置換汀に対して，G（Al，A2，A3）＝G（A叫），A可2），A叫））・

（2）Al≦Aiのとき，C（Al，A2，A3）≦G（Ai，A2，A3）・

（3）任意のズ∈Gム（坤こ対して，G（ズ＊Al方，ズ＊A2方，ズ＊A3ズ）＝ズ＊G（Al，A2，A3げ．

（4）Gは連続写像．

（1）は対称性，（2）は単調性，（3）は合同不変性と呼ばれる．

2つの正値行列の幾何平均の定義を考えるときに使うアイデアのうち，3つの幾何平均へ拡張で

きるものはない・しかしここで，ユークリッド空間（ど，d）上の3点∬1，∬2，∬3の算術平均豆‥＝

圭（∬1＋∬2＋∬3）を考えてみる・この点豆は，以下の性質によって特徴付けられる．

（1）豆は，△（ェ1，∬2，g3）の3本の中線の唯一の交点である．この点を，三角形の重心と呼ぶ．
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（2）豆は，㌔（諾，∬1）＋d2（諾，∬2）＋d2（諾，∬3）の最小値をとるような唯一の点である．

（3）封も△1：＝△（∬1，∬2，∬3）とし，△ゴの3辺の各中点を頂点とする三角形を△什1とするとき，

列（△扇の唯一の共通部分．

これらの構造を（Pm，∂2）で考えるときには，注意が必要である．まず，三角形の形状である．

前節では凸包を定義して，2点Al，A2∈軋の凸包が測地線【Al，A2】であることを見た．3点

Al，A2，A3の凸包はやや複雑である・命題4・17の記号を用いると，β＝fAl，A2，A3）のとき，

ざ1＝【Al，A2］∪【A2，A3】∪【A3，AlJ・しかし我は膨らんだ物体のようになるので，【Al，A2＃A3j，

【A2，Al＃A31，【A3，Al＃A2】がまったく交わらないこともある・よって，（1）を△（Al，A2，A3）の重

心の定義とするのは適当ではない．

次に考えるのは，任意のAl，A2，A3∈裾こ対して，J（ズ）＝∑頻AJ，ズ）が最小値をとるよ
メ＝1

うな唯一の端が存在するかどうかである．半中線定理を用いて，そのような点の存在を見る．

m：＝hfJ（ズ）とし動の列（ズr）をJ（ズr）→mとなるようにとる・半中線定理より，J＝1，2，3

と任意のγ，βに対して，

継＃榊）≦J払Aj）碩‰Aj）－rr
嘩（ズ1，ズβ）

2

j＝1，2，3に対して辺々加えると，

′（棚方β）≦拍（瑚十才（画一…∂払恥

鉢町方β）≦拍（瑚十才㈲）弓（棚方β）
1

＜　－

‾2 （J（利＋J（勾）一m・

よって（み）はコーシー列で，み→範∈Pm．明らかに，了は範で最小値をとる．命題4，12よ

り才は狭義凸関数であるから，唯一の点弟で最小値をとる．

J（ズ）の最小値をとるような弟をズd：＝argminJ（ズ）とおき，（Al，A2，A3）の重心の定義を以

下のように定める．

G（Al，A2，A3）：＝argmin∑∂宣（AJ，ズ）・
j＝1

（60）

G（Al，A2，A3）が対象性をもち，3変数の連続写像であることは定義より明らか．合同変形rズは

岬冊，∂2）の等距離写像なので，Gが合同不変であることも明らか．

よって，Gはこの節のはじめに述べた，幾何平均の望ましい4つの性質のうち，3つをみたすこ

とがわかった．しかし，単調性についてはまだわかっていない．Gの他の性質を以下で述べる．

Gの性質を見る前に，方向微分に関する命題等をいくつか確認する．
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定義4．23方，yをバナッハ空間とする．写像J‥ズ→yが点祝において方向微分可能とは，任

意のγ∈方に対して

J（祝＋れ）一才（可

が存在することをいう・このとき，即（可は方からyへの有界線形写像となる．

命題4・24方，的，鴇，Zを実バナッハ空間とし，J：ズ→的，タ：ズ→鴇は祝∈方で方向微分可

能とする・β：れ×鴇→Zを有界双線形写像とし，頑伺＝β（J伺，由））と定める．このとき，

や（可＝β（J匝），タ（可）で定義されるや‥ズ→Zについて，任意の祝，γ∈方に対して，

8本）回＝β（即（項ノ），タ（可）＋β（拍），β9回（瑚・

8才（可（可：＝串嘩

証明　仮定より

や（祝十れ）－や（可

β（拍＋叫，タ（祝＋呵） －β（頼），頼））

β（伸＋軌タ（祝＋呵） －β（頼），由＋叫）

＝β
J（祝＋れ）一才（可

β（頼），由＋呵） 一月（J（勅夕何）

，由＋叫上月（榊，由＋誓⊥刷）

→β（即回（可，9回）十月（伸），8両）（可）（f→0）・■

補題4・25机，や2を（0，∞）上の連続かつ微分可能な実数値関数とし，任意のズ∈Pmに対して

ん（ズ）：＝〈pl（ズ），や2（ズ）〉＝tr拉1（ズ）や2（ズ））

とする．このとき，んの微分は

かた（ズ）（y）＝〈扁（ズ）や2（ズ）十や1（ズ）戎（ズ），y）

によって与えられる．

証明　命題4．24より，

上嶋（ズ）（y）＝〈βpl（ズ）（y），や2（ズ）〉＋〈pl（ズ），かや2（ズ）（y））．

正規直交基底を選んでズ＝diag（入1，…，ん）とすると，（3）より，

ppl（ズ）（y）＝
Pl仇）－Pl仇）

入五一人ブ
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よって，

〈坤1（弟（y），P2（弟〉＝∑舶入貢的五平2仇）

＝硯（ズ）や2（ズ），y〉．

同様に，

毎1（ズ），かや2（ズ）（y）〉＝毎1（ズ）戎（ズ），y〉．■

系4・26ん（ズ）：＝冊ogズ‖…，ズ∈Pnとすると，任意のy∈恥に対して

伽（ズ）（y）＝2〈ズ‾110g方，y）．

証明　h（X）＝fllogX＝2＝（logX，logX〉なので，Pl＝92＝logとして，補題4．25を使うと，

伽（ズ）（y）＝〈ズ‾1（logズ）＋（logズげ‾1，y〉

＝2〈ズ‾llog方，y〉．■

系4・27ん（ズ）：＝冊og（A‾り2ズA‾り2）はズ∈Pmとすると，任意のy∈恥に対して

上嶋（弟（y）＝2〈（A‾り2XA‾1／2）‾llog（A‾1／2ズA叫2），A－1／2ズA－1／2）．

37

（61）

証明　上の補題と同様に考えて，P＝logfとし，Pl（ズ）＝や2（ズ）＝log（A－1／2ズA－1／2）＝

や（A‾1／2ズA‾1／2）とする・ppl（ズ）（y）＝かや（A」／2ズA－り2）（A－1／2yA－1／2）より，

〈ppl（ズ）（y），p2（弟〉＝〈〆（A‾1／2ズA‾1／2）や2（ズ），A－り2yA－1／2〉

＝〈（A叫2ズA‾り2）‾110g（A‾1／2ズA－り2），A－り2yA－1／2〉．

同様に，

〈pl（ズ），かや2（弟（y）〉＝〈log（A‾1／2ズA‾1／2ト（A‾1／2ズA‾り2）－1，A－1／2yA－1／2）．■

以上の事実を用いて，Gに関する性質を見る．

定理4．28Al，A2，A3をPmの任意の3点とし，

J（弟‥＝∑∂宣（句，ズ）
ゴ＝1

とする・このとき，方における了の微分は，任意のy∈恥に対して

即（弟（y）＝2∑〈ズ‾llog（ズA轟y〉
ゴ＝1

で与えられる．

（62）

（63）
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証明（47）より，

J（ズ）＝∑‖1頑A了／2ズ万1／2肺
j＝1

ここで（61）を用いると，

珊瑚y）＝∑2〈咋1′2片耳1′2）‾110g（万1′2片耳1′2），万1′2yA㌍〉
ブ＝1

＝∑2t朝′2ズ‾lA竹og咋1′2片耳1／2坪1′2yAP）
ブ＝1

＝∑2t中‾lA竹og（万1′2片耳1′2咋1′2y）
j＝1

＝∑2trfr110g（ズA了）y）・

上でA；／210g（写1／2ズ万1／2）万1／2＝log（ズ写1）を用いた・■

定理4．29Al，A2，A3を任意の正値行列とし，

端‥＝G（Al，A2，A3）＝argmin∑項Aj，ズ）
J＝1

とする．このとき，弟は

∑ズ‾llog（ズ牢1）＝O
j＝1

の唯一の正値な解である．

38

（64）

証明　仮定より，範は（62）に対して即（弟）（y）＝0（y∈軋）をみたす唯一の点である．（63）

を用いて，

即（弟）（y）＝2∑〈布110g鞠A声y〉＝0・
j＝1

yは札の任意の点なので，これは

∑祈110g鞠An＝0・■
j＝1

と同値．

命題4・30Al，A2，A3が交換可能のとき，G（Al，A2，A3）＝（AIA2A3）1／3
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証明（42）より．

∑項Aj，ズ）≧∑日毎Aゴーlog利2・

右辺が最小となるのは，log弓皇logA宜のときである・Al，A2，A3は交換可能なので，ズ＝

（AIA2A3）1／3．また，このズはAl，A2，A3と交換可能なので，

∑項Aj，ズ）＝∑侶og4－10g利2・
ブ＝1　　　　　　　　ブ＝1

よってズ＝（AIA2A3）1／3は∑∂宣（句，方）を最小にする・■
j＝1

（60）までの議論と同様に次がわかる．

命題4・31肌＝（朋ノ1，7〟2，W3），て巧≧0，∑Wj＝1とし，
j＝1

ん（弟：＝∑叫頻Aj，ズ）

とすると，んは狭義凸関数で，Xo＝arCminん（X）となる唯一のX。が存在する．

定義4・32んに最小値を与える点をGw（Al，A2，A3）とおく．つまり，

腔（喜，言，喜）とすれば，GW（Al，A2，A3）＝G（Al，A2，A3）となる・

命題4・33各乱（Al，A2，A3）はconv（fAl，A2，A3））の閉包に含まれる．

証明　にをconv（（Al，A2，A3））の閉包，汀をにの上への距離射影とすると，定理4．20より，任意

のズ∈Pnに対して，

∂宣（句，ズ）≧∂宣（句，汀（弟）＋項可弟，ズ）≧∂宣（Aj，汀（弟）．

よって，

ん（ズ）≧ん（汀（ズ））・

可ズ）∈により，ん（ズ）の最小値はにの外の点で与えられることはない．■

次に，この章の最初に見た算術平均の特徴の（3）を参考に，3つの行列の幾何平均を考えてみる．

Al，A2，A3∈裾こ対して，AP）・＝Al，A㌢）・＝A2，A㌘）・＝A3，●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

A皇m＋町＝AP）＃A㌢），A㌢＋1）・＝A㌢）＃A㌢），A㌢＋1）・＝A㌢）＃A皇m）

として，三角形（AP），A㌢），A㌢））を考える．

（65）
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定理4．34Al，A2，A3∈裾こ対してtA皇m），A㌢），A㌢））を（65）のように定めると，

conv（（A皇m），A㌢），A㌢）））からどんな点芽mを取っても，（ズ局はある点ズ∈conv（（Al，A2，A3））

に収束する．方はズ読の取り方によらない．

証明　Pmの集合ざの直径を以下のように定義する．

diamS：＝Sllpf62（X，Y）fX，Y∈S）．

diam＝Mのとき，62の凸性から，diam
（conv（g））＝肱

忙m‥＝COnV（（Aim），A㌢），A㌢）））とする．（52）と上で述べたことから，

diamK：m≦2‾mMb（Mb：＝diam（Al，A2，A3））．

笹m）は減少列・よって，（ズm）はコーシー列で，ある点方に収束する．任意のズmはに。の点

別に‰∈疋mに対して‰→y（‰はconv（（耳㌧¢），A㌢）））の点）とする・

∂2（端，‰）≦diam（疋m）→0（m→∞）

であるから，

∂2（方，y）≦J2（ズ，ズm）＋∂2（ズm，㌦）＋∂2（㌦，y）→0（m→∞）．

よって，ズ＝yとなり，方の唯一性が示された．■

G＃（Al，A2，A3）：＝ズ（＝悪‰‰）

とする．これは安藤－Li－Mathiasが導入した3個の正値行列の幾何平均である．その構成から，G＃

は明らかに対称性と連続性を持つ．また，幾何平均A＃βはAと月に関して単調性を持ち，

rズ（A＃β）＝rズ（A）＃rズ（β）

より，単調性と合同不変性が導かれる．

G＃（Al，A2，A3）とG（Al，A2，A3）は必ずしも一致しないことが知られている．G＃は4つのすべ

ての性質をみたすが，Gが単調性を持つかどうかは未解決である．しかし，Al，A2，A3が交換可

能のときは次が成立する．

命題4・35Al，A2，A3が交換可能のとき，G＃（Al，A2，A3）＝（AIA2A3）1／3．

証明　まず，Al，A2，A3が交換可能のとき，COnY（（Al，A2，A3））＝（A；1A

γ2＋γ3＝1）であることに注意する．水牛＝A；三m’A；≦汀l’A；£m），A㌢） A亡
．
汽缶1

1

巧
0
0
3

㌧

り

　

8

　

3

≧0，γ1＋

，A㌢）・－●
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耳l）A碧m’A碧m’とすると，（恥掴））＝（芸，芸，0），（轟掴））＝（0，喜，喜），（畑紺）＝

（吉井芸），となる・そして，帰納法より，戸1，2，3に対して，

軒）一卵≦去，軒）一明≦去，軒）一朝≦碁

石m）＋γ≦m）＋γ㌢）＝章）＋β㌢）＋¢）＝ままm）＋f㌢）＋f㌢）

であるから，

づm）→言，β三m）→言，士三m）→喜（m→∞）・

よって，G＃（Al，A2，A3）＝（AIA2A3）1／3となる．■

4．4　ユニタリ不変ノルムに対する不等式

4・1節で示した日用を用いた不等式のうちのいくつかは，ユニタリ不変ノルム…・…への不等式

としても同様に成立する．この節ではそれらについてまとめる．　′

二つの結果をここで使う．任意の右，…，入れ≧0に対して，

入五一人j

Sinh（九一人ブ）
≧0．

もうひとつは命題1・6である．これらを用いて，命題（4．2）のユニタリ不変ノルム版を示す．

命題4．36（一般化ざれたIEMI）任意のガ，∬∈恥と任意のユニタリ不変ノルムに対して，

…e‾坤2βeガ（勘e‾町2…≧…刷卜

証明　公式（3）より，

e‾ガ／28eg（呵e‾町2＝
sinh主宅
地

2

］
．
っ
J

三■二二

sinh半
也

2

0ガ．

上式においてユニタリ不変ノルムを考えると，

…呵Il＝…
也

sinh半
2

＜max
㌻‘－e入i＋e一入i

oe‾町28eガ（呵e‾即2…

…e‾町28eガ（呵e‾町2lI

≦…e‾町2peガ（呵e‾町2111．■

（66）
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（36）において，日用をユニタリ不変ノルムに代えると，

和卜川（7）＝ 王ら 旧‾1／2（軌′（f）で1／2酬‖df．

42

（67）

…利lはズの特異値の対称関数なので，補題4・1は和卜川にも用いることができる・また，（38）を

ユニタリ不変ノルムに代えた

布目II（A，β）：＝inf拉旧・…（7）回はAから月への路）

は，Pnの距離となる．一般化されたIEMIから，一般化されたEMIを導くことができる．

定理4．37（一般化されたEMI）任意のA，β∈Pmに対して

∂‖冊（4月）≧…logA－log月日卜

あるいは，任意のガ，∬∈Ⅰ‰に対して

柚＝l（eガ，eg）≧…ガー呵‖・

（68）

（69）

（70）

測地線の唯一性に考えるときには注意が必要となる．‡‰上でユニタリ不変ノルムが導く距離に

おいて，2点間の線分は唯一の測地線となるという性質を，多くのユニタリ不変ノルムは持つ．そ

してユニタリ不変ノルムがこの性質を持っているとき，軋の距離∂冊再まその性質を引き継ぐこ

とになる・命題4・5や定理4・6で得た結果は，ユニタリ不変ノルムを用いて示すことができる．4

月∈Pmが交換可能のとき，命題4．5より，

和卜…（7）可IllogA－logβ…

を得て，これを用いて，定理4．6より，

和日日（A，β）＝…logA‾り2月A‾1／2… （71）

を得る．　　　　　　　　　　．

幾何的な不等式と，物理に関する不等式には関係性がある．ガとガをェルミート行列とすると，

（70）と（71）より，

…ガ＋剛l≦…log（e坤2ege坤2）…．

写像eJはR上で単調増加凸関数なので，（72）より，

…e糾∬…≦…e町2ege即2…．

（72）

（73）

以下の2つの不等式は，（73）のノルムをIl川1と＝・侶こしたもので，物理学でよく知られている．

右を最も大きい固有値とすると，

treガ＋〃＜tregeg，

入1（eガ＋打）≦右（egeg）．

（74）はGolden－Thompson不等式，（75）はSegalの不等式と呼ばれている．
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