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論文内容要旨

緒雷

 偏微分方程式に対する非特性的C汎uchy問題の解の一意性に関する研究は偏微分方程式論にお

 ける重要かつ基本的な研究課題の一つである。

 本論文は線型偏微分方程式に対するこの問題の一般的考察、ならびにそれら結果の楕円型および

 放物型偏微分方程式の解の一意接続性の問題への応用を目的とするものである。

 1901年E.Holmgrenは解析的C抗uchyデータに対する非特性的C乱uchy問題の解析的

 解の一意的存在を保証するCauchy-Ko、職iewsklの定理をもとに,与えられた偏微分作用

 素の係数が解析函数であるときに,解空間を連続的微分可能な函数族にひろげてもC{tuchy問題

 の解はなお一意的であることを証明した。しかし係数が解析的でない場合,もはやCauchy-

 Kow酎ewskiの定理を適応することができず,HoImgrenの証明方法とは本質的に異なる

 方法が必要である。1938年丁.Carlemanは2独立変数の方程式系に対して,この問題を新し

 い方法で解決し,そのご1959年A.P.Calderonはその方法をさらに発展させ,多独立変数

 の方程式に対するとりあつかいを可能ならしめた。その新しい方法とはいわゆるCarlenunタイ

 プ評価式といわれる重みのついたL2評価式を導びく方法である。またこの方法におけるCalderon

 の基本的考え方は特異積分作用素の重要さを示すと同時に,擬微分作用素さらにはFOurier積分

 作用素の研究を促す一要因となり,偏微分方程式論の多くの分野に今なお強い影響を与えている。

 われわれはC抗rlemanタイプ評価式を用いる方法により以下に述べる諸定理を証明する。そこ

 での種々の仮定はすべて座標変換により不変であり,従って以下に述べる結果は,初期平面をより

 一般な初期曲面におきかえたCauchy問題に対してもそのまま成り立つ。そして楕円型偏微分方

 程式に対してはすべての方向についての解の一意接続性が,また放物型偏微分方程式に対しては空

 間方向についての解の一意接続性が導かれる。

 さてわれわれの問題を定式化すれば次のように述べられる。n+1次元実ユークリッド空間内で

 与えられた偏微分作用素

 P=(∂川m+Σ1縣mpα,」(殉む)(∂/∂X)α(∂/∂七)j
 に対するC批uchy問題

 P匝]一い1L一。一訓L一。一・・`一(御∂L)一1ulし一。一・
 の解uは初期平面ガコ0の近傍で恒等的に0となるか?

 われわれの目的はCalderonの結果の拡張であるが,そこでは偏微分作用素Pの特性多項式
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卜

 Pm(x・Gξ・τ)=τm+Σ1xl+j一【npα(x,む)ξ噸一・
 j<m・j

 のτに関する根,すなわち特性根はすべて単根であるとの仮定がなされている。この特性多項式が

 重根をもつ場合には上記C乱uchy問題の解は一般には一意的でない。それ故われわれにとって興

 味深い場合は特性根に重根が現われる場合である。第1章において特性根の重複度が2を越えない

 場合,第2章において特性根の重複度がパラメータ(x,t,ξ)に関して一定かつ3を越えない場

 合を考察する。第3章においては,第2章で用いられる方法をさらに一般化し,放物型偏微分方程式

 の空聞方向に関するCauchy問題の解の一意性を考察する。

 第1章特性根の重複度が2を越えない方程式に対するCauchy問題の解の一
意性

 まず反例について述べる。特性多項式が実数の重根をもつ任意の定数係数偏微分作用素に対し,

 滑らかな係数をもつ適当な低階の項を選べばCauchy問題の解は一意的でないことをP.Gohen

 は注意しκ。このことより特性多項式が実根をもたない方程式,すなわち楕円型偏微分方程式が興

 味深い対象となる。しかしA.PUsは特性根の重複度が高々2である,,無限回連続的微分可能な

 係数をもつ楕円型偏微分方程式で一意性の成り立たない例を構成した。

 この反例では,特性根はパラメータ(x,t,ξ)に関し滑らかではないが,L.Hormander

 およびS,M三zoh抗施はパラメータ(x,L,ξ)に関して滑らかな特性根をもつ楕円型偏微分

 方程式に対しては一意性が成1)立つことを示した。われわれはこの特性根の滑らかさを仮定せず次

 の結果を得た。

 定理。偏微分作用素Pは2変数の楕円型作用素でその特性根の重複度は高々2であるとする。こ

 のとき、もしPの主要部の係数が解析的で,その他の係数は有界可測ならばC呂uchy問題の解は
 一意的である。

 第2章特性根の重複度が3を越えない方程式に対するCauchy問題の解の一
意性

 P.Cohenによれば重複度3の特性根をもつ任意の定数係数楕円型偏微分作用素に対し,

 Hoider連続な係数をもつ適当な低階の項を選べば,Cauchy問題の解は一意的でない。われ

 われは低階の項の係数に滑らかさを仮定することにより次の結果を得た。

 定理。偏微分作用素Pはその特性根の重複度は一定かつ3であるm階楕円型作用素とする。この

 とき,もしρの主要部の係数は十分滑らかであり,m-1階の項のそれはLipschiしz連続,m

 -2階までの項のそれは有界可測であるならばCauchy問題の解は一意的である。

 この定理は実数の特性根をもつ偏微分方程式に対して次のように拡張される。
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 定理。偏微分作用素Pの係数は十分滑らかな函数とする。このとき,もしPの主要部が,特性根

 の重複度が一定かつ3を越えない楕円型偏微分作用素と強双曲型偏微分作用素との積作用素との主

 要部と一致するならばC乱uchy問題の解は一意的である。

 これまでの結果での本質的な仮定は偏微分f乍用素Pの主要部のみにより定まる特性根の重複度,

 およびパラメータに対する滑らかさに関するものであった。しかし重複度が4以上のときには,た

 とえ特性根がパラメータに関し滑らかであっても,必ずしも解の一意性が成り立たない楕円型偏微

 分作用素が存在し,偏微分作用素の主要部のみならず,低階の項に関するより精しい考察が必要で

 ある。このことに関しては,特別な場合,すなわち斉次楕円型偏微分方程式に対して,特性根の重

 複度に関する仮定なしに,われわれは次の結果を得た。

 定理。偏微分作用素Pは斉次楕円型作用素であり,その特性多項式は次の条件を満すものとする。

 τに関する方程式

 Pm(x,L;ξ十τη,τ)=0

 はパラメータ(x,t,ξ,η)に関し十分滑らかな根をもつ。このとき一般な初期曲面に対しても

 C抗uchy問題の解は一意的である。

 第3章放物型方程式に対するCauchy問題の解の一一意性

 実数むをパラメータにもつn次元実ユークリッド空間内で与えられた2階楕円型偏微分作用素

 A(の一Σ1捌く2乱α(x・し)(∂/∂x)α
 に附随する放物型偏微分方程式に対するC乱uchy問題

∂u∂u

 可+A〔のu一・・u」一・=瓦X=。一・

1

 の解の一意性はよく知られている。

 われわれはこの結果を次のように拡張した。

 定理。上記2階楕円型偏微分作用素A(L)の係数は十分滑らかな実数値函数とする。このとき次の

 放物型偏微分方程式の空間方向に関するC&uchy問題

∂u

 可+A(のku一Σ國⊆2Hbα(x・七)(∂/∂x)αu
∂u

2k-1
 u=一=…=(∂/∂xユ)u=O
 x1-0∂x・x1-OXl-0

 の解uは恒等的に0となる。ここでたは2又は3で,係数bαは1α1こ5のときLipschiもzの
 意味で連続な函数,]α1≦4のとき有界な可測函数である。
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 論文審査の結果の要旨

 本論文は,偏微分方程式の解の一意接続性に関する研究である。こ乙に,一意接続性とは,非特

 性的な多様体に初期値が与えられたとき,その多様体の近傍で解が高々一っに定まるかということ

 で,この性質はまた,初期値に関する解の安定性や,正則性の伝播,さらには,双対性の概念を通し

 て,偏微分方程式の局所可能性とも関連するものである。偏微分方程式の重要なクラスの一つであ

 る楕円型方程式を例にとれば,一意接続性が成り立てば解の存在領域全体での一致の定理が導かれ

 る。それは楕円型方程式で1ま任意の滑らかな多様体は常に非特性的であり,それら多様体を連続的

 に移動させることにより,解の一致する領域を存在領域全体に拡げられるからである。このように

 解の一,【劃生の問題は偏微分方程式論での基本的な問題であり,これまでにも肯定的な結果として,

 解析的に正則な係数をもつ線型方程式に対するホルムグレンの定理や,一k部より定義される特性根

 が単純であるときのカルデロンの定理などが知られているが,これら結果も,アプリオリに係数の

 滑らかさも特性根の重複度も不明な非線型方程式に対しては十分でなく,それら仮定を緩めること

 が一つの大きな問題,煮となる。

 著者は,かかる問題の解決にあたり,一意接続性の証明を重みの函数をもつ積分不等式の証明に

 帰着させるカルレマンの方法に従い,特異積分作用素の理論における解析的手法を積極的に利用す

 ることによ1),これまでの多くの結果の精密化ならびに拡張に成功している。中でも,一般な楕円

 型方程式について,その主部ならびに低階の項の係数に適当な滑らがさがあれば,特性根に多重根

 があらわれても,その重複度が一定かつ3を越えないかぎ1),初期値の一意接続性が成り立つこと

 を証明したが,これはこの方面での重要な結果として知られてきたヘルマンダー,溝畑の定理を一

 般化しκものとして注目される。また,斉次の楕円型方程式に関するものとして,一致の定理が成

 り立っための一つの十分条件を座標変換に対し、不変かつ特性根の重複度に無関係な形で与えてい

 るが,これによって従来知られていたいくつかの結果が特段な場合として得られることになり興味

 ある結果である。

 以上のように本論文は偏微分方程式の解の一意接続性をめぐる分野において重要な寄与をしたも

 のであり,理学博士の学位論文として合格と認める。
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