
 氏名・(本籍〉

肋
隆

謎
正

肋
痒

 み
泉

 ず
口

 い
矛

 学位の種類理学博士

 学位記番号理第763号

 学位授与年月日昭和59年6月27日

 学位授与の要件学位規則第5条第2項該当

最終学歴

学位論文題目

論文審査委員

 昭和49年3月

東北大学大学院理学研究科

 (修士課程)数学専攻修了

 (東京都)

 Martingalesandcha鍛gesoflawlnthet為eoryof

 stochast三cprocesses

 (確率過程論に於けるマルチンゲールと法則の変換)

教
教保倉土

 )
捜査

主 (
教

授猪狩渥

授加藤順二

弧
轟隅 文

目

次

序文

 前置き

 第1章荷重マルチンゲールの族とDoob型ノルム不等式

 §1荷重マルチンゲールの族

 §2荷重マルチンゲールの族の関係

 §3Doob型荷重ノルム不等式

 第II章行列型作用素の荷重ノルム不等式

 §1行列型作用素

 §2穏健関数不等式に対する補題

 §3可予測D一有界な跳びをもつマルチンゲールの不等式

 §4凸又は凹な穏健関数をつかった不等式

 一385一



第田草確率最適制御

 §1定式化と定理

 §2準備補題

 §3{K畏}h≧oの性質

 §4/礁}の閉包Ghと定理の証明

参考論文

 一386一



論文内容要旨

 マルチンゲールといわれる確率過程は,時間とともに増大していく情報系(Ft)とこれに関す

 る確率法則Pによる条件付き平均の性質により特徴付けられている。従って,扱っている法則

 の性質をもっともよく反映するものの一つであるが,法則を変更すると原則として,その性質

 は失われることになる。しかし,法則のずれ(dri鋤の変換を考癒するとき,マルチンゲールは

 法則間の関連を調べるために有効なものとなる。そして現実の諸問題の解析,研究においては,

 現象(確率過程の1つの軌跡と考えられる)に対し,複数の確率法則を考え,その相互関係を明

 らかにすることが重要になってきていると思われる。

 本論文では,もとになるiつの確率法則PとPに同値な確率法則(すなわちPと互いに絶対

 連続な確率測度)とを考え,法則の変換の性質とPに関するマルチンゲールの上の作用素につ

 いての評緬との関係について研究する。

 さらに,法則の変換に関連して,最適確率綱御理論の値過程についても考察する。

 第i章および第鷺草

 ここでは,マルチンゲール上の作馬素に関する不等式(特にDoob型,Burkhdder-Davis・

 G凱δy型,Cぬeval墨er型)を法則に重みがくわわった場合について研究する。すなわち,法則P

 からの変換を,もとの法則に対して荷重のついたものと考えるのである。上述した型の不等式

 の多くは,実解析学におけるHardy族の理論に現れる不等式と密接な関連があり,実解析学に

 おいては,MuckeRho鷺pt等により荷重ノルム不等式の研究がなされている。本論文でも彼等の

 手法を一つのモデルとしている。

 し壕,P,Qを2つの同値な確率法則とし,QのPに関するRadon-Ni}(odym微分係数をW,

 Pおよび(Ft)によってWから作られるマルチンゲールを(Wま)とする。従って・dQニWdPか

 つW5E[WlFt]である。ここでは,QをPから変換された法則と考え,Wを重み,(W`〉を

 荷重マルチンゲールとよぶ。そして,(W、)が法則の変換および増大情報系の性質を反映するも

 のと考える。

 第1章の§iと§2では荷重マルチンゲールの族とその性質を考え,§3でPマルチンゲール

 に対するMaxima1関数のDoob型荷重不等式を取り扱う。Mucke曲。娘pt[Tr3ns.Amer.

 Ma出・Soc・169(1972)]は,R・上の局所可積分関数とそのMaxima1関数に対するHardy-

 Littlewood型の荷重不等式が成立するために,重み関数がみたすべき必要かつ十分な条件を与

 えている。この条件をマルチンゲール理論のなかで捉え直したのがA(ρ)条件である。ここで

 は,ほかに必要となるいくつかの定義についても述べておく。

 定義(1〉1<ヵ<ooに対し,

 WまE[W-1'`餅1}lFt]がし。P(P)有界であるとき荷重マルチンゲールはA(ρ)条件をみたすとい
 う。また,正の定数左があって,W`≦ゑW。。となるときA(墨)条件をみたすという。
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 (2)重みWの逆数の(ρ一1)乗根から作られるPマルチンゲールがA(1)条件をみたすとき,荷

 重マルチンゲールはα(ヵ)条件をみたすという。

 (3)Xを任意の非負確率変数とする。Qに関するXの条件付き平均が,Pに関するXの条件付

 きρ次平均でおさえられるとき,荷重マルチンゲールは㎎(ρ)条件をみたすという。

 (珪)々を正の定数とするWt≦ゐWt.となっているとき,荷重マルチンゲールはS串条件をみ

 たすといい,たW孟.≦Wオとなっているとき,S一条件をみたすという。

 ρ≧1に関して荷重マルチンゲールがA(ヵ)条件をみたすならばA(ヵ。)条件(ただしあ>ρ)も

 みたしていることはH61derの不等式より容易に確かめられる。他のα(ヵ),Wi(ヵ)条件につい

 ても同じことがいえる。A(oo)条件というのを,あるヵ≧1についてA(ρ)条件がみたされてい

 ることとしよう。α(oo),WI(oo)条件も同様である。

 ここで定義した条件の間には,次の関係がある。(5)と(6)はDo16ans-DadeとMeyer[Lecture

 NoteslnMa出.72U1979)]による。

 定理(5)荷重マルチンゲールがA(oo)条件とS+条件をみたすならば,WI(o。)条件もみたし

 ている。

 (6)ρ>1のとき,荷重マルチンゲールがA(ヵ)条件とS}条件をみたすならば,ある正の数εが

 あって,荷重マルチンゲールはA(ヵ一ε)条件をみたす。

 (7)荷重マルチンゲールがα(ρ)条件をみたすならば,A(ヵ)条件およびWI(1)条件をみたす。

 次にDoob型荷重不等式とA(ヵ)条件との関連について考える。一様可積分Pマルチンゲー

 ルX=(Xt)に対し,M(X)繍SuplX月とおく。M(X)はXのMaxima1関数である。

オ

 1<カ<ooに対し

 ∫M(X)ρWdP≦C∫IX。。PWdP

 をρ次Doob型荷重不等式という。ここでC鷲CpはXによらない定数である。和泉沢一風巻

 [Tδho1轍Math.J.29(1977)1により次の定理が得られている。

 定理(8)任意のPマルチンゲールに対してρ次Doob型荷重不等式が成立するなら,荷重マ

 ルチンゲールはA(ρ)条件をみたす。

 (9)荷重マルチンゲールがA(ρ〉条件をみたしρ,>ρならば,任意の一様可積分1)マルチン

 ゲールに対してρ。次Doob型荷重不等式が成り立つ。

 系(10)荷重マルチンゲールがA(ρ)条件とS皿条件をみたせば,任意の一様可積分Pマルチン

 ゲールに対してヵ次Doob型荷重不等式が成立する。

 次に上の系と別の結果を与える。

 命題(m荷重マルチンゲールがα(ヵ)条件をみたせば,任意の一様可積分Pマルチンゲール

 に対してヵ次Doob型重不等式が成立する。

 (10)と(ωの条件の間には互いに包含関係のないことが,いくつかの例により示されている。

 第II章では,離散時径数の場合について,Bur臨oider-Davis-G雛捻dy型とその一般化のC艶v-

 alier型の荷重不等式を扱う。Pマルチンゲール(X。)に対し,Maxima1関数や2次変分を一般
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 化した行列型作用素を定義する。x.=X。一X。.1とする。確率定数を成分とする行列で,kに関

 してU茸、は可予測,
 

 0〈1/ゴ〈Σu子k<dとなっているものに対し
ゴコユ

 U卑(X)=sup{毘1呈摂jkXp12}・∫2
ドユ ニユ

 U (X)鴛{量sup峰U」kXp12}1/2
ドエロ オ

 

 と定め,これを行列型作用素と呼ぶ。また条件付き2次変分s(X)1{ΣElx釧Fk-11}1/2,
 k幕1

 r(X)={畳E[IXkliF、、]2}1/2とする。
 はむユ

 確率過程でその跳びが可予測増加過程Dでおさえられる過程をD有界とよぶ。

 定理荷重マルチンゲール(Wオ)はW1(。o)条件をみたしているとする

 (拗ρ>0のとき

 ∫[Max{U艸(X),V赫(X),s(X)}lPWdP≦Cp∫/Mln/Uホ(X),V*(X),s(X)/÷D。。]PWdP

 が任意のD有界なPマルチンゲールXに対して成り立つ。

 (玉3)ヵ≧1で,(Wま)がS一条件をみたせば,

 ∫[Max{U料(X),V**(X),r(X)}]pWdP

≦Cp∫IMin{U*(X),V*(X)}lPWdP

 が任意のPマルチンゲールに対して成り立つ、

 (i4)ヵ≧2で(W孟)がS一条件をみたせば

 ∫s(X)PWdP≦Cp∫U*(X)PWdPがまたヵ≦2で(W`)がS+とS一条件をみたせば

 ∫U串*(X)pWdP≦Cp∫s(X)pWdP

 が,任意のPマルチンゲールに対して成り立つ。ここで,V**,V‡は行列型作用素で,Cpは

 Xに無関係な定数である。

 本論文では,Xの跳びの分解と分布不等式とを使って,この定理を証明しているが,A(ヵ)条

 件とBMOマルチンゲールとの関係を使う証明法もある。

 第m章

 本章では,観測が完全可能で,各制御政策測度が法則Pと絶対連続になっている場合の最適

 確率制御問題を扱う。すなわち,制御政策測度の法則Pからのずれに,制御過程が反映されて

 いると考える。さて,最適制御過程u*というのは,許容される制御過程uのうちで,制御に要

 する費用を最小にするものである。制御過程uに対する損失過程をb(u),制御政策測度をかと

 すれば,費周はEU[b。。(u)ヨである。蒔刻tまでのuに対する条件付き最小費用をJt(u)r射
 EU[b。。(u)iFt]とするとき,

 ボが最適制御過程であるための必要十分条件は∬u卑)がpu*マルチンゲールであること

 で,一般には,Jt(琶)はP・劣マルチンゲールであり,また値過程と呼ばれる確率過程(Vt)があっ

 てJt(u)瓢bt(u)+Vしとなっている。EIKaro積i[Lect肛eNotesinMath.876(1981)1参照。

 一方,西尾[lndianStatist,Inst.LectureNotes9(!981)]は費用に対しベルマン原理とい
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 われる2段階最適化が成り立つことにより,関数空間上にある単調な縮小半群作用素が定めら

 れて,その生成作用素の下界がベルマン方程式と関連のあることを示している。

 ここでは,西尾の考え方を使い,値過程の特徴付けを与えた。有界な右連続適合過程全体を

 Xb,Xbの元でbt(慧〉+e-atXtがPu劣マルチンゲーールになるものの全体を」とし,Ut罵e&tVt

 とする。

 定理(圭5)Uは」の中の最大元である。

 (i④h≧0に対して,XbからXbへの単調な縮小作用素Ghが存在して{Gh}h≧oは半群性を

 もつ。

 (17)Uは{Gh}に関する」での不動点となっている。
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 論文審査の結果の要旨

 確率過程論においてマルチンゲールという概念が極めて有効な研究手法を多く提供している

 が,この有効性が二つの確率法則,すなわち測度論的には2種の測度の問の関連性を考えると

 き,どのように作動しているかを中心課題として研究している。異体的にのべよう。

 まず第玉章では二つの確率法則を,一方を他方の確率法則に荷重のついたものと解釈する。

 実解析学においてマケンハウプト等による荷重測度に関する重要な不等式関係が示されている

 が,本論文でも彼等の手法を一つのモデルとして確率論的なA(ρ)条件というものを定義した。

 さ嚇こ著者は関連した条件としてα(ヵ)条件,WI(ρ),S条件等を導入して不等式関係との関連

 性を述べている。例えば,ヂ確率測度Pについてのマルチンゲールが,S条件をみたす荷重をも

 つときのドープ型最大値形不等式をみたすための必要十分条件は,荷乗がA(ρ)条件をみたす

 ことである」などである。その他関連した諸結果や精密化,互の条件の包含関係などについても

 詳細に調べられている。

 第猛章で述べているのは離散時系列のマルチンゲーールについて,最大関数,平方変分などの

 概念を一般化した行列型作穂素についての諸結果を荷重のある場合について研究することであ

 る。この場合にもやはり第i章の結果と平行した諸結果が調査されているが,離散時系なので

 マルチンゲールの跳びの分析などが大きな問題であり,著者はこの跳びが予測可能な～つの増

 翻過程でおさえられている場合などを想定して研究している。

 第獲章では完全観瀾可能な制御過程についての最適制御問題を扱っている。すなわち制御政

 策湖産で,観測の停止または交換という操作について閉じているもののクラスを考え,さらに

 本来の確率測度と互に絶対連続であるというような仮定をおいて,その条件のもとで制御費用

 を最小にすることを考えるのである。一つの制御過程が最適制御になるための必要十分条件

 は,時刻tまでの条件付最小費弔がtについてのマルチンゲールを構成することで規定される

 ことであるが,この最小費胴は損失過程と値過程とよばれる確率過程の和として表現されるこ

 とを利用して,この値過程といわれるものをあるクラス上の非線型半群を構成することによっ

 て特徴づけを与えている。

 参考論文は,BNOマルチンゲールとそれから導かれる指数マルチンゲールとの互の特徴づ

 けに関するもので不連続点における条件の緩和,一様可積分性などを述べた興味ある研究であ

 る。

 以上,本論文,参考論文とも斯界の研究に新しい寄与をしたもので,著者は独立した研究者

 として十分な学識をもっことを示しており,博士論文として合格と認める。

 一391一


