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論文内容要旨

 乏を素数とする。1954年A.Fr6hlichは“OnFieldsofclasstwo"と題する論文で,狭義の

 ジーナス体と一致するような2巾アーベル体の,狭義の中心拡大のガロア群の構造を,生成系と

 その関係式によって決定した。彼はこの理論の重要な応用の1つとして,続く同年の論文で,4

 巾アーベル体で狭義の類数が2と素になるような体を,具体的計算可能な条件を用いて決定した。

 これらの結果は彼の1983年の著書“CentralExtensions,GaloisGroups,andIdealClassgroups

 ofNumberFields"において,より現代的な方法で再証明されている。

 これらの結果に関連して,S・V.UllomとS.B.Wattは1988年,虚2次体上の乏巾アーベル

 拡大で類数が2と素になるような体の決定について同様の結果を証明した。これは類数の可除性

 についてのFr6hlichの結果の虚2次体への拡張と見られるが,証明方法はFr6hlichのものとは

 異なる。彼らの証明はナンバーノットの性質に基づいており,中心拡大のガロア群の具体的な生

 成系についての性質を使わず,Frδhlichの証明と比べると,同じ中心拡大の理論の範囲のもの

 であるが,かなり直接的なものとなっている。

 この論文の主要な目的の1つは,乏巾アーベル体で狭義の類数がゑと素になるような体の決定

 に関するFrるhlichの結果を,一般有限次代数体上の結果へと拡張することにある。UIlomと

 Wattの虚2次体上での証明は,Fr6hlichの有理数体上での証明と比べ,より直接的であるので,

 本論ではこの問題をFr6hlichの方法ではなく,UllomとWattの議論を一般化することによっ

 て扱う。

 Fr6hlichやUllomとWattの結果は,正の単数群が自明であるという有理数体や虚2次体の

 特有の性質に本質的に依存しており,これらの結果を有理数体や虚2次体以外の体に拡張するこ

 とは,このままの形ではもはや出来ない。このことについて,有理数体上で2=2の場合は,こ

 の結果が狭義の類数の結果になっていることに注目して,一般の場合は,更により狭義な類数,

 即ち適当な法臓に関するレイ類数についての結果として定式化を行う。狭義の類数は無限素点を

 法とするレイ類数であり,これは自然な拡張と見られる。

 Fr6hlichやUHomとWattが使った理論は主に中心拡大の理論であるが,中心拡大の理論は

 その基礎理論としてのジーナス理論にも依存している。このことから,翫を法とするジーナス理

 論および中心拡大の理論を展開する必要がある。基礎体のモデュラス襯をもとにした,蹴を法と

 するこれらの理論は従来より余り行われていない。そこでこの論文では,この観点から,ガロワ

 拡大の雁を法とするジーナス理論及び中心拡大の理論をかなり一般的に論ずる。基礎体での法観

 をもとにした視点からのジーナス理論及び中心拡大の理論の基本的性質を示すのも,この論文の

 目的の1っである。そしてそれら結果の応用として,ハッセノルム原理について論じ,Fr6hlich

 の結果の拡張を行う。

 第1節では鞭を法とするジーナス理論を主にジーナス群の構造に焦点をあて論ずる。1.1で

 は大域体への準備として局所体でのノルム群の性質を論ずる1.2では大域体を扱い,慨を法と
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 するジーナス理論を展開する。ここでは基礎体kの1っのモデュラス孤を固定して,徹からハッ

 セ関数を用いて自然な方法で,kの拡大体Kへの徹の持ち上げモデュラスm幸を定義する。そし

 てその拡大体Kの驚を法とするジーナス群の構造について論ずる。第1節での主結果はジーナ

 ス群の階数公式と言える定理1.1である。定理1.1ではある条件の下で,K/kのジーナス群

 の構造を,その階数を徹を法とするkのイデール類群,K/kで分岐する素点の分岐群,K/k

 でのノルムから得られる群で記述することで,決定している。このジーナス群の階数公式を用い

 ると,従来から知られていたジーナス数公式が系として導かれる。

 第2節では1953年H.W.Leopoldtによって証明された有理数体上のジーナス理論における基

 本的定理の一般的について論ずる。このLeopoldtの定理はアーベル体の狭義のジーナス体は素

 巾導手を持つアーベル体の合成体になることを主張している。Frδhlichの結果は中心拡大に関

 するものであるが,これは2巾アーベル体で狭義の類数が2と素になるような体の決定が,狭義

 のジーナス体と一致する体に限定してよいことに由来する。そしてこの限定を可能にするのが,

 上述のLeopoldtの定理であり,Fr6hlichの結果を一般化する場合,このLeopoldtの定理をも

 一般化する必要がある。このLeopoユdtの定理もまた有理数体での正の単数が自明になるという

 ことに依存していて,このままの形での一般化は有理数体でのものよりも弱い結果にならざるを

 得ない。Fr6hlichの結果の一般化には精密な形でのLeopoldtの定理の一般化が必要であり,そ'

 のために鵬を法とするジーナス理論が必要になる。定理2.1では,ある種の条件を満たす糀を

 法とするジーナス体について,Leopoldtの定理が精密な形で一般化されることを示す。そして

 定理2.2ではそのような条件を満たす聯が比較的弱い条件の下で,確かに存在することを示す。

 第3節では職を法とする中心拡大について,一般的な状況のもとで論ずる。ジーナス体と中心

 拡大との差が,ナンバーノットを用いて表現されるという中心拡大の理論での基本的結果がある

 が,3.1では徹を法とする中心拡大について,このことを示す。さらに,これに関連して,胴

 を法とす・るハッセノルム原理の定義を行い,レイ類数との関連を考察する。特に,ジーナス体と

 一致する体ではレイ類数とハッセノルム原理とは密接な関係があることを示す。3.2ではある

 条件を満たす搬を法とするハッセノルム原理の成立条件をより具体的な形に表すことを論ずる。

 特に,定理3.3はアーベル拡大の場合にハッセノルム原理の成立条件が分岐する素点の分解群

 の2次外積によって表現されることを示す。これらの結果はM、Razarの1977年の結果の轍を法

 とする理論への拡張を与えている。

 第4節ではハッセノルム原理とFrδhlichの結果の一般代数体への拡張について論ずる。D.

 Grabanatiは1978年の論文で,ハッセノルム原理と類数の2一可除性との間に密接な関係がある

 ことを指摘し,ハッセノルム原理を満たすアーベル体の決定をFrるhlichの結果を用いて行った。

 ハッセノルム原理と類数の2一可除性との密接な関係を考慮すると,Leopoldtの定理を用いて,

 ハッセノルム原理の結果からFrδhlichの結果を導くことが出来る。虚2次体ではLeopoldtの定

 理は有理数体の場合と同様にそのまま成立するので,この観点からすると,UllomとWattの議

 論は類数の2一可除性についての議論と言うよりむしろハッセノルム原理の成立の具体的条件に

 一410一

⊥



 Tー
ー
ー
-…
一
!

 ついての結果と見ることも出来る。4.1では臓を法とする素巾導手の初等2一アーベル体の合成

 体に定理3.3を適用する。そしてこの場合,ハッセノルム原理の成立条件を具体的に計算する

 ことにより,ハッセノルム原理の成立するそれらの型の体を決定する。4.2ではこの結果と第
 2節の結果を用いてFr6hlichの結果が一般代数体へと拡張出来ることを示す。この結果は,特

 別な場合として,Frδhli面やUllomとWattの結果を含んでいる。
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 論文審査の結果の要旨

 1954年A.Frるhlichは,素数召を固定したとき,有理数体のアーベル的仏拡大で,その類数

 が2と素な拡大体Lを,しで分岐する素数の間に成り立つ合同式を使って特徴づけた。

 1988年S.V.UllomとS.B.Wattは虚二次体Kの上で対応する問題を取り上げ,Kのアーベ

 ル的2一拡大しの頻数hしが2と素なのは,しの最大中心拡大のL上の拡大次数が2と素となるこ

 とが必要かっ十分であることに注目し,最大中心拡大(centralextensim)およびgenusfield

 の性質を類体論を使って調べることにより,対応する結果を得た。

 竹内照雄は,一般の代数体K上で,Fr6hlichの定理の拡張を研究し,以下の結果を得た。

 撤をKの整イデアルとし,LをKのアーベル的逐一拡大する。このとき,しの類数(class

 number)の拡張として,mod雁のrayclassnumberh(L,概)が定義される。同極にL/Kの

 mod徹のgemsfieldG(L/K,糀)とし/Kのmod罹の(最大)centralextensionZ(L/K,徹)

 が定義される。竹内は,これらしの2っの拡大に対し,その拡大次数をh(L,搬)等で表す公式

 を得た。これは,徹={1}の場合には,良く知られた結果である。

 次に竹内は,アーベル的2一拡大L/Kに対してmod翼のHasseの原理,および単数に関する

 mod観のHasseの原理の2つを定義し,mod轍のHasseの原理が成り立っための必要十分条件

 は,Z(L/K,辮)=G(L/K,駅)と単数に関するmod徹のHasseの原理が成り立つことである

 ことを証明した。さらに拡大次数[G(L/K,臓):L]が2と素な場合には,L/Kに対し

 mod縦のHasseの原理が成り立つための必要十分条件は,rayclassnumberh(L,観)が2と

 素で,かっし/K対し単数に関するHasseの原理が成り立つことであることを証明した。これよ

 り,[G(L/K,聯):L]が2と素かつHasseの原理が成り立つL/Kを構成することにより,

 rayclassnumberh(L,職)が2と素なしが作れることがわかる。

 さらに竹内は,L/Kがmod徹で素べき導手を持つelementaryabelian2-extensionsの有限

 個の合成体となる場合に,L/Kにおいて単数に関するmod糀のHasseの原理が成り立つとい

 う仮定のもとで,rayclassnumberh(L,瓢)が2と素となるのは,L/K自身がmod聯で素べ

 き導手を持つelementaryabe工ian2-extensionとなる場合など,FrδhlichやUIlom-Wattの結

 果に対応する三つの場合,その場合に限ること,およびこれらの三つの場合にはh(L,瓢)が2

 と素となることを証明した。

 また竹内は,ここに出て来たし/Kがmod靴で素べき導手をもつelementaryabelian仏ex-

 tensionsの合成体となるための縦が満たすべき十分条件を求め,この様な拡大L/Kがかなり沢

 山存在することを証明した。

 竹内は以上により,h(L,糀)が2と素となるアーベル的仏拡大を作る方法を与え,またFr6-

 hlichおよびUllom-Wattが成功した理由は,Kの単数群が有限群であるという事実に基くこと

 を明らかにした。

 以上の結果は,代数体の整数論における一流の結果であり,この結果は,竹内照雄が自立して
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 l研究活動を行うに必要な高度な研究能力と学識を有することを十二分に証明している。よって竹

ミ

 三内照雄提出の論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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