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論文内容要旨

 コンパクト多様体上の楕円型作用素の,固有値の高エネルギーでの漸近挙動に対する,作用素の主表象

 によって生成されるハミルトン流の力学的挙動,特にその周期軌道の影響は,Duistermaat-Guillemin,

 ColhldeVerdierらたちによって古くから研究されており,かつ現在においても活発に研究され続けている

 話題である.例えば,Helton,Guilleminにより,測地流が周期的になるための必要十分条件がラプラシアン

 の固有値の差のある意味での集積点全体の集合の構造に関する条件として得られている。

 固有関数の漸近挙動に対する,ハミルトン流のエルゴード的な挙動の影響も,Shnirelman,Zelditch,

 ColiバdピVerdier¥'e,らによって研究されており,特に砂田によって,高エネルギー準位における量子

 エルゴード性が定式化され,ハミルトン流がエルゴード的であるための必要十分条件が固有関数の高エ

 ネルギー極限下の漸近挙動に関する条件として得られた。

 このような量子エルゴード性に関する問題は,負定曲率リーマン面上の測地流とラプラシアンの固有

 関数を,その問題の典型的なモデルとしている。しかし,そもそも負曲率多様体上の測地流は,リュウ

 ヴィル測度に関して単にエルゴード的であるだけでなく,混合性やその他のより強い性質を持つ。古典

 力学のエルゴード理論においては,そのような力学系を,測度論,スペクトル理論などを用いて調べる

 ことが,目標の1つであった。従って,ハミルトン流がエルゴード性よりも強い条件を満たすとき,その

 力学的挙動が固有関数の高エネルギー極限に関する漸近挙動にどのように影響を与えるか,という問題

 は,興味深い問題である。

 また,例えばmagnelicflowのように,群対称性を簡約して得られるハミルトン流は,エネルギー準位

 について斉次性を持たず,一般にその力学的挙動はエネルギー準位によって異なる。このような力学系

 のエルゴード性は固有関数の半古典極限に関する漸近挙動に影響を与えることが,Zelditch,Schrader-

 Taylorらによって調べられている。

 そこで本博士論文では,以上の背景を考慮した,以下の3つの問題ついて考察した。

 問題Aハミルトン流が,混合性などのようなエルゴード性よりも強い条件を満たすとき,その力学的挙

 動が,対応する楕円型作用素の固有関数の漸近挙動に与える影響を調べよ。

 問題Bmagneticnowのような群対称性を簡約して得られる力学系において,対応する楕円型作用素に
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 対して「有限エネルギー準位における」量子エルゴード性,量子弱混合性なる概念を定式化し,それ

 らと古典力学のエルゴード性,弱混合性との関係を調べよ。

 問題C問題Bと同様の力学系の設定において,固有値の差に対する半古典的な意味での集積点全体の集

 合と,古典力学の周期性との関係を調べよ。

 以下では,本論文の具体的な内容と得られた結果を,各章ごとに簡単に紹介する。なお,定理や定義

 につけられている番号は論文中のそれに従った。

 古典力学のエルゴード理論の内容のうち,以後の章で用いられる概念や事実を,第i章にまとめた。

 第2章では,間題Aに関して得られた結果を紹介した。以下でこの章の主定理を述べる。

 コンパクトリーマン多様体M上で1階非負値楕円型擬微分作用素Hで,その主表象Hが,正値なものを

 考える。余接束プM＼0上で,Hをハミルトニアンとして定まるハミルトン流をθ、と書く。流れθ、は

 エネルギー一定曲面Σ=H'1(1)上に制限でき,その上のリュウヴィル測度ωを保つ。従って,力学系

 (Σ,θ,,ω)が得られる。また,q≦e2≦e3≦…を作用素Hの固有値とし,作用素Hの固有関数からなる

 し2(遡の正規直交基底{θj脳を1つとり固定する。N(λ)ニ#U∈ノVle斉λ}とおく。このとき,主定理は次
 のように述べられる。

 定理2.5ハミルトン流θ,はtrallsitiveなAnosov流であると仮定する。このとき,M上の任意の0階の擬

 微分作用素Aに対して,次が成り立つ。

 limsup駅λ)一1ΣΣKAθノ,θk〉12=0(δ)。
 λ→。。ノk

 頃λ0<高一e孟kδ

 定理2.6力学系(Σ,θ,,ω)が一様ルベーグスペクトルを持つと仮定する。このとき,主表象のΣに

 おける空間平均が0であるような,M上の任意の0階の擬微分作用素鴻に対して,実数直線上のL1一関数

 ρハが存在して,任意の開区間(α,わ)に対して,次が成り立つ。

 1盟(λア1誤λ恥くAθ力θ評一∫沖(λ)dノ・
α<er⇔<b

 一様ルベーグスペクトルや,transitiveなAnosov流の定義は,論文第1章を参照されたい。

 第3章では,これ以後の章において考察の対象となる力学系の設定とその諸性質,そして,問題Bに関

 するいくつかの結果を述べた。以下でこれらを簡単に説明する。

 π:P→Mをコンパクトなリーマン多様体(M,〈,〉物上の,構造群がコンパクトな連結リ一群θであ

 る主束とする。リー群σのり一環g上に,随半表現で不変な内積〈,〉ζを,そして,P上に接続工形式⑭

 を各々固定し,P上の,Gイ乍用で不変なリーマン計量〈,〉pを,次で定義する。

 〈μ,のF〈dπ(レ),4π(ン)ん+〈⑧(μ),⑧(v)〉ζ,μ,レ∈7P。

 倉をP上のG一作用と可換な1階の非負値楕円型擬微分作用素で,その主表象$H$が正値であるものとする。

 P上のσ作用は,その余接束丁》上のハミルトン的G一作用にリフトされるが,そのG一同変なモーメント

 写像Φ:T㌘→4は,〈Φ(p,ζ),A〉=ζ(イρ),(ρ,ζ)∈Tや,A∈gで,与えられる。但しここで,ダは
 り一環gの双対空間である。Gのある既約表現に対応する最高ウェイトλ∈げを固定し,動をλを通る

 余随半軌道とする。Φ'1(oλ)上の閉2形式`賀Ωp一びωλ(Ωp,蝋は各々ブP上の標準的なシンプレクテ

 ィック形式と。λ上のKostant-Kihllovシンプレクティック形式)のΦ一1(oλ)の各点での零化空間はG一軌道

 の接空間と一致し,商多様体Xλ=Φ'1(oλ)/G上にシンプレクティック形式Ωλを定める。シンプレクティ

 ック多様体(xλ,Ωλ)を簡約された相空間と呼ぶ。

 作用素Hの主表象HはブP＼0上のθ一不変な滑らかな関数であり,従って,Xλ上のハミルトニアンHλ
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 を定める。(Hλ,Ωλ)によって定まるXλ上のハミルトン流を顔で表わす。正の数e>0に対してΣ～=H訣e)
 とおき,Σさ上のリュウヴィル測度をωもと表わす。このとき,我々の考察の対象となる古典力学CD番二

 (Σλ。,θう,ω毛)カご得られる。

 コンパクトリー群GのPへの作用はヒルベルト空間L2(乃上のユニタリ表現を誘導する,L2(恥をこの

 表現によって次のような直和に分解する:L2(恥=㊦Lμ但しここで,μは既約表現(の最高ウェイト)全μ

 体を動き,Lμは表現μと同値な表現たちの和で生成される閉部分空間である。我々は,簡約された量子
 

 ハミルトニアン倉を,量子ハミルトニアン倉の閉部分空間ヂ、ニ㊥Lm、(⊂L2(恥)への制限で定義するAo
M=1

 でP上のσ作用と可換な0階の擬微分作用素全体のなす*.環とし,量子物理量のなす環と考える。

 el(m)≦e2(m)≦e3(m)≦一・を,作用素Hλの固有値,1ソ?ザmを作用素私の固有関数からなる♂λの正規直

 交基底とする。また,正の数。>0に対して,

 凡(e,・)一{プ∈酬βκm)一mel≦C},端(e,・)#端(e,・)

 とおく。脇(e,o)は高エネルギー極限の場合の駅λ)と同様の役割を果たす。

 ここで我々は,簡約された古典力学CDlに対して,つぎの2つの条件を仮定しなくてはならない。

 (H1)プP＼0上のハミルトニアンHのハミルトンベクトル場はHl(e)∩Φ'1(oλ)⊂ブPの各点で,その点

 を通る6一軌道に接しない。

 (H2)簡約されたハミルトン流θ1のエネルギー曲面Σλ。上での周期点全体の集合のリュウヴィル測度が

 0である。

 条件(H1)は,Σλ。上の関数を,T*P＼0上の0次斉次の(}一不変な関数に拡張するのに用いられる。例えば,

 リーマン計量〈,〉pのノルム関数をハミルトニアンとしたときには,e>1沼を満たすeに対して,条件

 (H1)は成り立つ。物理量A∈Aoに対して,その空間平均くA込を次で定義する。

 〈A〉6=limN』(e,σ)'1Σ(A尋ン弘
 η戸。。.'∈枷`e,d

 仮定(H2)の下に,Guillemin-Uribe,Zelditchによる半古典的Szeg6極限公式(論文中の定理3.4)によっ

 て・上式の極限の存在が保証され・〈A〉1-v・1(Σさγ1レ・(A剛力書成り立つ・ここでσ・(盈)は認及
 分作用素Aの主表象である。物理量A∈A〔}に対して,その長時間平均Aを次で定義する。

 λ一鞭十刀♂臼パひ㌔
 以上の準備の下で,第3章における我々の主定理は以下のように述べることができる。

 定理3.1簡約された力学系C以は,条件(Hl),(H2)を満たすとする。このとき,力学系CDtがエルゴ

 ード的になるためには,以下の2つの条件が満たされることが必要十分である。

 (1)任意の物理量ハ∈AOと,任意の固有関数からなるヨλの正規直交基底{レ男rm.1に対して,次が成り
 立つ。

 畢(◎・)擁諏φ1幌μ礁γ・ノ(Σ殊落σ繊2
 局側=e丑伽フ

 (2)上と同様の任意のA,{岬}に対して,次が成り立つ。

.1ΣΣ
 1炉開£up脇(◎c)ノ∈Nm圓kI〈Aン畑〉『2二〇

 〇<磯切一卿ηフ1くδ
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 定理3.3力学系CDもが条件(H2)を満たすとき,次の3つの条件は互いに同値である。

 (S)任意の物理量A∈Aoに対して,次が成り立つ。

 lim錦(◎σ)一1ΣII〈λ一〈A〉1)ン7112-0
 δ→。。ノ,k∈Nm6e,の

 ここで,II・!1はし2一ノルム,{レ1f}j.mは固有関数からなる正規直交基底である。
 (Z)任意の物理量A∈Aoと,任意の固有関数からなる正規直交基底1岬}j,,.に対して,次が成り立つ。

 継(◎暢k∈諏の1くA偲〉1一ソ・ノ(Σ殊4σ融雑
 (C)上と同様の任意のA,{岬1に対して,次を満たす瓦,(e,o)の部分集合の族{∫司m釧が存在する。

 菊m
lim=1,
 δ→。。儒(e,c)

 魏鮒1〈飾7〉一γ・1(Σ砿碁σ・(A)dω雑
 定理3.5力学系CDきが,条件(H1),(H2)を満たすと仮定する。このとき,力学系C以が弱混合的であ

 るためには,以下の2つの条件が成り立つことが必要十分である。

 (1)任意の物理量A∈Aoと,任意の実数τ∈R,そして任意の固有関数からなる正規直交基底1レ丁環、、一[
 に対して,次が成り立つ。

 紳(叫∈漏釜師望〉12判蝋Σ殊4σ・(A)dω曇1一輪
 eゆフーβi(切+τ

 但し,δ,,oは,τ=0のとき,τ≠0のとき0を表わす。

 (2)上と同様の任意のA,τ,{レ罰男.、=]に対して,次が成り立つ。

1ΣΣ
 脚ii購up脇(⑳ノ∈Nm岡kl〈尻ン7〉12二〇

 〇<eκ0切一磯切一τくδ

 第4章においては問題Cを考察した。この問題は今だ未解決であるが,第4章と第5章で見るように,以下

 で定義する固有値の半古典的集積点全体の集合と,簡約されたハミルトン流の周期性には,密接な関連が

 ある。半古典的集積点の定義を述べるため,記号の準備をする。任意の開区間1と,正の定数。>0に対

 して,ハ肋(e,c,の二#1(ノ,k)∈錦(e,c)×ノV∫e北(∫η)一曼ノ(m)∈1}とおく。

 定義4.2実数τが,集合{ek(m)一β∫(m);(1,k)∈Nm(e,c)×亙m∈Z}の,エネルギー準位eでの半古典的集

 積点であるとは,ある正の定数。>0が存在して,τを含む任意の開区間1に対して,繋駄ノVm(e、cゴ)二。。
 が成り立つことと定義する。エネルギー準位eでの半古典的集積点全体を5-Dσεで表わす。

 第4章における主定理は以下のとおりである。

 定理4.3力学系CDλ。は,条件(H1),(H2)を満たすと仮定する。このとき,エネルギーeでの半古典的集

 積点全体の集合s-Dσeは実数全体の集合と一致する:s-Dσe=R。

 第5章では,リーマン面上の主51束の場合の例を述べた。特に球面とトーラスの場合の例は,簡約された

 流れ姐が周期的であり,また,集合5-Dのは離散的になる例を与えていることに注意しておく。
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 論文審査の結果の要旨

 古典力学と量子力学の間には,高エネルギーレベルでの対応関係と,有限エネルギーレベルにおける

 半古典近似による対応関係がある。このような対応関係の下で,古典力学における性質が,量子力学に

 いかに反映するかを問うことは極めて自然な問題意識と言える。その数学的モデルとして,コンパクト

 なリーマン多様体上の測地流(古典力学)とラプラシアンの固有値,固有関数(量子力学)の間の関係

 が,多くの数学者によって研究されてきた。一般の場合でも,高エネルギーレベルにおける研究はこれ

 まで活発に行われ,既に多くのことが知られているが,有限エネルギーレベルでは,擬微分作用素とし

 ての量子ハミルトニアンの低階項を考慮する必要があり,ようやく最近になって本格的に研究が行われ

 るようになったものである。本論文では,まず一般の状況の下で,エルゴード性を持つ古典力学系に対

 応する量子的ハミルトニアンを考察し,固有関数からなる正規直交基底の詳細な漸近的性質を半古典近

 似の方法により研究した。そして,有限エネルギーレベルでの量子エルゴード性の定式化を行い,弱い

 条件の下で,古典エルゴード性と量子エルゴード性の同値性を確立した。さらに,エルゴード的力学系

 として代表的なアノソフ系,さらに強い不安定性を有する一様ルベーグスペクトラムを持つ力学系に対

 して,0階擬微分作用素のこの基底に関する行列表示について,そのオフ・ダイアゴナルな部分の挙動

 を明らかにし,これまで内外で行われた研究を部分的に含む結果を得ている。本論文における手法はい

 わゆる幾何解析であり,幾何学及び解析学を含む数学の複数分野に跨っている。特に,主定理の証明で

 は,擬微分作用素,フーリエ積分作用素などの理論を駆使しており,その知識量と力量が伺える。代表

 的な量子ハミルトニアンとして,磁場の下での古典力学と磁場付きのシュレディンガー作用素の場合を

 例として含んでおり,幾何学の立場からも重要な意義を持つものである。さらに本論文では,エルゴー

 ド的な力学とは対照的な周期的力学系の研究にも,大きな貢献を成した。本論文の成果は,これからの

 研究の方向を示唆する注目すべき内容といえる。

 したがって,楯辰哉提出の論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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