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論 文 内 容 要 旨

本論文では,特に流体力学の基礎方程式であるStokes方程式に対するHadamard変分公式の導出方法に

関しての考察を行う.Ha血mard変分公式とは,領域に摂動を施 した時,領域に依存して決まる函数,例え

ばGreen函数や固有函数等が,どのように変化をするのかを表現 したものである.1908年にHadamardに

よって提唱されたこの変分公式は,単調な領域摂動におけるDirichlet境界条件を課 したLaplace方程式の

Green函数の変化を表 したものであった.そして後に,Garabedian-Schiffer(1952-53)によって,一般の正則

な摂動に対する変分公式が導出された.さらに,20年の歳月を経て,その一般化 すなわち高階単独の精円

型方程式に対する変分公式が,Fujiwara-S.Ozawa(1978)によって導き出された.そこで本論文では,椿円型

方程式の発展の歴史を鑑みて,次の段階として楕円型方程式系,その中でも特に,変分的定式化ができ,か

つ定数係数で扱いやすいという理由か ら,stokes方程式に対するHadamard変分公式の導出を試みた.

stokes方程式とは,流体力学の基礎方程式であるNavier-Stokes方程式の線形化方程式で,遅い非圧縮粘性

流体の運動を記述した,速度場と圧力の方程式である.

以下では,本論文におけるStokes方程式の変分公式の導出方法についての概略を述べる.

stokes方程式の変分公式を考察する上で,まず初めに留意 しなければならないことは,同方程式特有の

非圧縮条件の取り扱いである.なぜならば,一般の正則な摂動に対 して,非圧縮条件は保存 しないからで

ある.そこで本論文では,体積を保存する微分同相写像を用いて領域に摂動を与えることにより問題を克

服 した.これは,時間依存する領域上でNavier-Stokes方程式の可解性について言及 したInoue-Wakimoto

(1977)によって提唱された手法である.このような体積一定の摂動条件のもとstokes方程式の変分公式

の導出を試みる.Hadamard変分公式を導出する上で,本質的な問題は二つある.まず一つ目は,変分公式

の具体的な表現を求めることである.その際,stokes方程式に対 してもLaplace方程式同様に,Greenの積

分公式が重要な役割を果たす.そしてもう一つは,Green函数の領域依存性を明らかにすることである.具

体的には,変分公式を導出する上で,摂動を施 した領域上のGreen函数が,摂動を表すパラメータに対す

る微分可能性を保証する必要がある.これに対 し本論文では,Greenの積分公式と,Green函数を近似 した

パラメトリクスを巧みに用いて,Green函数の領域依存性を考察 したGarabedian-Schiffer(1952-53)の手法

を応用することを考えた.ここで,Green函数の領域依存性の解析には,パラメトリクスの構成が鍵を振る.

Laplace方程式の場合,基本解に切り落とし函数を乗 じることでパラメトリクスを構成することができた.

しかし先述のとおり,stokes方程式には非圧縮条件があるため,Laplace方程式における構成方法をそのま

ま適用することができない.従って,境界条件を満たしかっ非圧縮条件を保存するようなパラメトリクス

を構成する,という大変複雑な技術的問題の克服を余儀なくされた.この難題に対 して本論文では,非圧

縮条件を回復させるため,発散方程式を用いて適切な補正項を導入することで,Stokes方程式におけるパ

ラメトリクスの構成に成功した.これら種々の技巧を等区使することで,Stokes方程式の特に速度場のGreen

函数に対する変分公式を得た.この研究成果は,学術雑誌 ArchiveforRationalMechanicsandAn alysisに

掲載予定である.
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次に,Stokes方程式の圧力および高次変分公式の導出を考える.この問題に対 しては,前述の速度場の

変分公式の導出方法において,Green函数の領域依存性の解析をより洗練することが本質的である.そこ

で,Fujiwara-S.Ozawa(1978)において用いられたSchauder型のアプリオリ評価のみをもちいて,Green函

数の領域依存性を解析 した手法をstokes方程式に適用することを試みる.なぜならば,圧力に対する変分

公式を導出するためには,速度場の第-変分および,圧力の第一変分が満たすべき恒等式を導出すること

が有効であると考えたからである.Fujiwara.-S.Ozawa(1978)は,まず最初にGreen函数の領域の摂動を表

すパラメータに対する微分可能性を,アプ リオ リ評価のみで証明 した.その次に,Greenの積分公式と

Wh itneyの拡張定理を用いてその変分公式を導いた.この手法は,Greenの積分公式とパラメ トリクスを用

いて,Green函数の領域依存性と,その表現を同時進行に示 した Garabedian-Schiffer(1952-53)の手法とは

著 しく異なるものであると言える.そこで,本論文では,Fujiwara-S.Ozawa(1978)の手法を基礎 に,

solomikov(1966)で得 られたStokes方程式に対するアプリオリ評価を用いて,速度場の第一変分および圧

力の第-変分の存在を保証することを試み,それに成功 した.しかしながら,それらの具体的な表現を得

る際,stokes方程式には非圧縮条件が障害となり,Whitneyの拡張定理を用いることはできず,この点にお

いては彼 らの手法をそのまま適用することは困難である.このような状況下で,Garabedian-Schiffer(1952-

53)や,Fujiwara-S.Ozawa(1978)とも異なる手法を確立する必要に迫られた.そこで,摂動領域を固定領域

に変換する微分同相写像を用いて,方程式を摂動を表すパラメータに依存する変数係数を持つ微分方程式

に書き換え,この方程式を形式的にパラメータで微分することで,速度場および圧力の第一変分に対する

函数等式を導 くことができることに着目した.なぜならば,この函数等式を導 くことにより,あとは楕円

型方程式の一般論とGreenの積分公式を用いて,直ちにこれらの第-変分が積分表示できると考えたから

である.実際に,この着想の正当化に成功 し,所望の変分公式を得るに至った.更に,この証明方法を帰納

的に実行することにより,速度場および圧力の第二次変分に対する表現公式を得ることが出来た.

- 80-



論文審査の結果の要旨

牛越恵理住民は,本論文において流体力学の基礎方程式である非圧縮性粘性流体の運動方程式であるス

トークス方程式の境界値問題に対するアダマール変分公式を導出した.アダマール変分公式は,ラプラス

方程式に対 して1950年代前半の関数論の手法を用いたシッファーースペンサー (Schiffer-Spencer),あるい

はガ-ベディアン (Garbedian)等の研究に始まり,1980年代に藤原大輔,小帯真,青本和彦らによる関数

解析学的手法で研究が発展し,高階単独自己共役型楕円型作用素に対 してアダマール変分公式が導出され

た｡牛越氏は,流体力学の基礎方程式であるストークス方程式に対して体積が保存される領域摂動の条件

下でアダマール変分公式を確立した.牛越氏はその方法として,パラメトリクスを構成する手法と,楕円

型方程式系の解のアプリオリ評価式を用いる方法の二つの証明方法を開発した.前者の方法は,グリーン

関数を全空間の基本解を切り落とし関数によって近似するパラメトリクスを用いて計算するものであるが,

ソレノイダルベクトル場の構成にボゴフスキー @ogovskii)の発散公式を適用した巧妙な方法である.与

えられた トパラメータによる摂動領域を,体積を保っ微分同相写像によって固定領域に写 し,変数係数

を有する連立方程式系を 1-パラメータの計量をもつ リーマン多様体上のス トークス方程式と見なす手法

を適用 したことは特筆に値する.後者の方法は,変換された変数係数を持っ偏微分方程式をパラメータに

関して形式的に微分することによってアダマール変分公式を導出するという単純明快なアイデアである.

しかしその正当化には,グリーン関数のパラメータに関する微分可能性を証明する必要があり,牛越氏は

ストークス方程式のシャウダー型評価を用いて,その微分可能性を明らかにした.この手法は前者に比較

して簡素であるだけでなく,速度ベクトル場に加えて圧力関数のグリーン関数に対するアダマールの変分

公式をも導出できるという利点がある.以上のように牛越氏は,崇高な問題意識と豊富な数学的知識,お

よび,卓越 した解析計算の技量を有する研究者のレベルにあり,その業績は自立して研究活動を行うに必

要な高度の研究能力と学識を有することを示している｡したがって,牛越恵理住民提出の博士論文は,悼

士 (理学)の学位論文として合格と認める｡
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