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論 文 内 容 要 旨

ThetopicofthisdissertationisglObalandlocalnoncomputabilityforeffectivelyclosedsets(oftencalled

rI?classes)incertaintopologicalspaces.AsubsetFofatopologicalspaceXiscalledIlでifF-(x∈Xlf

(Ⅹ)-0)forsomecomputablefunctionf:X→R･From 1940.sto50-S,Kleene,Kreisel,Lacombe,andShoenfield

investigatedBasisTheoremsandNonbasisTheoremsforIlTclassesinCantorspaceandinBairespace.The

Non-basisTheoremstatestheexistenceofanTclassinCantorspacewhichcontainsnocomputablepoints.

Wh ileTuring.shaltingproblem impliestheexistenceofn10Setwhichisnotcomputableglobally,the
NonbasisTheoremsuggeststhatthereisaIlqclasswhichisevenlocallynoncomputable.In1955,Medvedev

introduceddegreesofnoncomputability forsubsetsofBairespace.ForsubsetsX,Y ofBairespace,X is

MedvedevreducibletoYifthereisacomputablefunctionfromYtoX･ThemaintheoreminChapter2is

followlng.

Theorem I.Thereisa mechanicalprocedurethatdetermineswhetheraglVen∀ヨーSentenCeistrueornot

inthenTMedvedevdegreesinCantorspace.

Wh enexploringcomputability inAnalysisandTopology,onenaturallyencounterscormectednYclasses.For

instance,Penrose,anastrophysicist,wasinterestedincomptltabilityoftheMandelbrotset,whichisasimply

connectedplanarIlTclass,asshown byPenrosehimself.LeRouxandZiegleraskedwhethereverysimply

connectedplanarIITclasscontainsacomputablepoint.InChapter3,wesolvethisproblem.

Theorem 2.ThereisasimplyconnectedplanarIlTsetwhichcontainsnocomputablepoints.

InChapter4,wealsoinvestigatetheglobalcomputability ofplanarcontinua,Specifically,dendrites,and
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dendroids.Letd_H(A,B)denotetheHausdorffdistancebetweennonemptyclosedsetsAandB.LetPbea

classofcontinua.WesaythatacontinuumAclosely-includesamemberofPifinf(d_H(A,B):A=BEP)-

0.

Theorem3.(1)ThereisaplanarrITsetsuchthatitissimplyconnectedandlocallysimplyconnected,but

doesnotclosely-Includeaconnectedcomputableclosedset.

(2)Thereisasimplyconnectedcomputableclosedplanarsetwhichdoesnotclosely-includeaconnected

locallycormectednTset.

AsetisK-trivialifithasthetrivialKolmogorovcomplexity.InChapter5,weshowthefollowing.

Theorem4.(1)TheMedvedevdegreesofK-trivialnTclassesaredense.

(2)TheMedvedevdegreesofK-trivialrITclassesareboundedbyanYclassgeneratedbyac.e.incom-

pleteBooleanalgebra.

As ithappens,K-trivialityhasbeenstudiedasanoppositenotionofrandomness(i.e.,beingincompressible).

Moreover,itiswell-knownthatthesetofallincompressiblestrings(inthesenseofKolmogorovcomplexity)

isimm une,i.e.,highlynoncomputable.InChapter6,Weinvestigatesomenotionsofimmunityforclosedsets,

inparticularthecentralnotionoftree-imm unity.Anqclassistree-irrmuneifitscorrespondingIl?treecon-
tainsnocomputabletree.OneofthemaintheoreminChapter5isfollowing:

Theorem 5.TheMedvedevdegreesofalltree-immune一缶eell?classesform apmcipalprimeidealinthe

nTMedvedevdegrees.

Finally,whenconsideringtree-imm unity inthiscontext,weencounterconnectionstothesubjectLeaming

TheoryandIntuitionisticMathematics･Inparticular,ourmethodforprovlngtheoremsconcermngtree-

immunity givesrisetoa"disjunction.'operatorunderthelimit-BHK interpretationofLimitComputable

Mathematics.Thisallowsustodefhe,inChapter7,thelimit-BHKdisjunctionandthePopperiandisjunction

▽ asoperationsonthepowersetofBairespace.Thisrepresentationenablesustocomparedegreesofdif-

ficultyofdisjunctivenotions.OneoftheimportanttheoremsinChapter7isthefollowing:

Theorem6.IfanundecidablepropositionPcanberepresentedasarITsubsetofCantorspace,thenPis

notintuitionisticallyderivablefromtheconjunction(P▽p)<RforanypropositionRwhichdoesnotderive
Pintuitionistically.

Conversely,thesedisjunctivenotionsturnouttobeusefulforanalyzingtheMedvedevlatticeofIITsubsets

ofCantorspace.ByiteratingthePopperiandisjunctionalongthefirstnon-computableordinal,wehavethe

followlng:

Theorem7.AtransfiniteDon-cuppingsequenceofIl?Medvedevdegreesexistsinanyonedegree-spectrum･
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論文審査の結果の要旨

本博士論文は,ユークリッド空間上のコンパクトな実効的閉集合の計算不可能性構造を様々な視点から

研究したものである.その内容は,大きく3つに分類される.

第1は実効的閉集合全体がつくる非可解性の次数による束構造の研究である.計算枚挙可能集合の次数

構造の研究は計算可能性理論の中心テーマの1つであり,その発展としての実効的閉集合の次数の束構造

は2000年代以降盛んに研究されてきた.木原は,コンパクトな実効的閉集合のMedvedev束において,本

質的に2つの量化記号しか含まない文に関して,その真偽が決定可能であることを示した.Shaferによる

未発表の結果と合わせると,これによってMedvedev束に関する問題は完全に解けたことになる.また,K-

trivialな閉集合の桐密性や上界に関するなどMedvedev束の部分構造に関する幾っかの結果も得ている.特

に,木免疫不在コンパクト実効的集合はMedvedev束の単項素イデアルを形成することを示し,cenzeトWe

ber-Wuの問題を解決した.

第2は実効的閉集合の位相的性質と計算不可能性についてである.実効的閉集合が計算可能な点を持っ

かどうかということは,ある種の数学的問題に対して,その解を得るアルゴリズムがあるかということに

大きく関わっている.そのため実効的閉集合の点の複雑さに関する研究は古くから行われてきたが,近年

になると,点の計算可能性に及ぼす位相的性質に注目しはじめた. その中で,LeRoux-Zieglerは

Mandelbrot集合のような平面上のコンパクト単連結実効的閉集合が,常に計算可能な点を持っかと問う

た.木原は計算可能な点を持たないデンドロイド集合を構成することにより,これを否定的に解いた.ま

た一方で,局所単連結な平面上のコンパクト単連結実効的閉集合で,計算可能閉部分集合で近似できない

ものが存在することも示した.

第3は構成的証明や学習理論の観点を実効的閉集合のクラスに導入したことである.特に,実効的閉集

合におけるlimit-BHK選言やポパー的選言に対応するものを定義し,それぞれの選言の複雑さについて調

べた.これは証明構造 ･論理構造に関する新しい分析であるといえよう.

以上のことは,自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している.し

たがって,木原貴行提出の博士論文は,博士 (理学)の学位論文として合格と認める.
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